
Lista 2 de Exerc��cios de SMA354 - C�aculo II

T�ecnicas de integra�c~ao

Volume de s�olidos

Integrais impr�oprias

Exerćıcio 1 Calcule as seguintes integrais da Lista 1 de outra maneira:

(a)

∫ √
3+ x(x+ 1)2dx (b)

∫ (
t+

1

t

)
t2 − 1

t2
dt (c)

∫
x2

1+ x2
dx (d)

∫
cos(t)

− sin2(t)
dt

(e)

∫
x3

x2 + 1
dx (f)

∫
sin(x) cos(x)√
cos2(x) − sin2(x)

dx.

Exerćıcio 2 Use decomposi�c~ao em fra�c~oes parciais para calcular as seguintes integrais inde�-

nidas:

(a)

∫
16 x+ 69

x2 − x− 12
dx (b)

∫
3 x2 − 10 x− 60

x3 + x2 − 12 x
dx (c)

∫
−3 x3 + x2 + 2 x+ 3

x4 + x3
dx (d)

∫
3 x2 − 5 x+ 4

x3 − x2 + x− 1
dx

(e)

∫
x− 1

x2 (x+ 1)2
dx (f)

∫
x3 + 4 x2 + 6 x+ 1

x3 + x2 + x− 3
dx (g)

∫
x2 + 3

x2 − 9
dx (h)

∫
x+ 1

x4 − x2
dx

Exerćıcio 3 Calcule o volume do s�olido de revolu�c~ao obtido da rota�c~ao da regi~ao limitada do

plano xOy, delimitada pelas representa�c~oes geom�etrica dos gr�a�cos das curvas y = x2 e y =
√
x,

em torno do eixo dos x's.

Exerćıcio 4 Calcule o volume do s�olido de revolu�c~ao obtido girando-se a regi~ao limitada do

plano xOy, que �e a representa�c~ao geom�etrica do conjunto

A :=
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1 e x2 ≤ y ≤ 1

}
,

em torno do eixo dos y's.

Exerćıcio 5 As sec�c~oes transversais de um certo s�olido, por planos perpendiculares ao eixo

Ox, s~ao c��rculos, cujos diâmetros est~ao compreendidos entre as representa�c~oes geom�etricas dos

gr�a�cos das curvas y = x2 e y = 8− x2. Encontre seu volume.

Exerćıcio 6 Para a > 0 �xado, temos que a base de um certo s�olido �e o c��rculo

C
.
=
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ a2

}
.

Cada sec�c~ao plana do s�olido por planos perpendiculares ao eixo Ox, �e um quadrado com um

lado sobre a base do s�olido. Calcule o seu volume. Fa�ca o mesmo quando a base desde s�olido

�e o c��rculo

C
.
=
{
(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + (y+ 2)2 ≤ a2

}
.

Exerćıcio 7 A base de um certo s�olido �e a regi~ao limitada do plano xOy delimitada pelo eixo

dos Ox, pelas representa�c~oes geom�etricas dos gr�a�cos das curva y = sen(x) e das retas x = 0 e

x = π/2. Cada sec�c~ao plana do s�olido perpendicular ao eixo dos Ox �e um triângulo equil�atero

com um lado na base do s�olido. Encontre o volume do s�olido.
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Exerćıcio 8 Em cada um dos itens abaixo, esboce a representa�c~ao geom�etrica da regi~ao limi-

tada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas representa�c~oes geom�etricas

dos gr�a�cos das equa�c~oes dadas. Al�em disso determine, usando o método das cascas ciĺındricas,

o volume do s�olido gerado pela rota�c~ao da regi~ao R, em torno do eixo indicado.

(a) y =
√
x , x = 4 , y = 0 e o eixo Oy (b) y = x2 , y2 = 8 x e o eixo Oy

(c) y3 = x , y = 3, x = 0 e o eixo Ox (d) x2 = 4 y , y = 4 , e o eixo Ox

(e) y =
√
x+ 4 , y = 0 , x = 0 e o eixo Ox (f) 16y = x2 , y2 = 2 x e o eixo Oy.

Exerćıcio 9 Seja a > 0 �xado. Os eixos de dois cilindros circulares retos, cujos raios da

base s~ao iguais �a a, se interceptam em ângulo reto. Encontre o volume do s�olido obtido da

intercec�c~ao.

Exerćıcio 10 Seja a > 0 �xado. A base de um s�olido �e um triângulo retângulo is�oceles, cujos

lados iguais têm comprimento a. Sabendo-se que as se�c~oes transversas, perpendiculares �a altura

relativa a um dos lados do triângulo, s~ao semic��rculos, determine seu volume.

Exerćıcio 11 Seja R a regi~ao limitada do plano xOy, delimitada pelas representa�c~oes geom�etricas

dos gr�a�cos das curvas x = y2 e x = 9. Para cada um dos itens abaixo, determine o volume do

s�olido que tem a regi~ao R como base, sabendo-se que a sec�c~ao relativa ao eixo Ox, �e um:

(a) um quadrado.

(b) um retângulo de altura igual a 2.

(c) um semic��rculo.

(d) um quarto de c��rculo.

(e) um triângulo equil�atero.

(f) um triângulo, cuja altura �e igual a
1

4
do comprimento da sua base.

(g) um trap�ezio com base inferior no plano xOy, cuja base superior tem comprimento igual

a
1

2
do comprimento da sua base inferior e o comprimento da altura �e igual a

1

4
da sua base

inferior.

(h) um paralelogramo, com base no plano xOy e cuja altura �e igual a duas vezes o comprimento

de sua base.

(i) E se a �area de tal se�c~ao transversal for dada pela express~ao abaixo, qual ser�a seu volume.

Tente fazer um esbo�co?

A(x) =

∫√x
−
√
x

xdy.

Exerćıcio 12 Decida quais das integrais impr�oprias abaixo s~ao convergentes e quais s~ao diver-

gentes:

(a)

∫∞
1

1

x2
dx (b)

∫∞
1

1

x
dx (c)

∫∞
1

1√
x
dx (d)

∫∞
0

e2xdx

(e)

∫∞
0

e−2x (f)

∫∞
0

1

1+ x2
dx (g)

∫∞
1

1

s2 + x2
dx, s > 0 (h)

∫∞
−1
e−sxdx, s > 0

(i)

∫∞
0

te−stdt, s > 0 (j)

∫∞
0

e−st cos tdt, s > 0 (k)

∫∞
1

x

1+ x2
dx (l)

∫∞
1

ln xdx

(m)

∫ 0
−∞ estsentdt, s > 0 (n)

∫ 0
−∞

x2

1+ x2
dx (o)

∫−1
−∞

ln |x|

x
dx (p)

∫∞
1

ln2 xdx.

Exerćıcio 13 Veri�que para quais valores de α a integral

∫∞
1

1

xα
dx converge e para quais diverge.
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Exerćıcio 14 Determine todos os n�umeros naturais para os quais a integral impr�opria

∫∞
1

xn ln xdx

�e convergente.

Exerćıcio 15 Se f �e cont��nua em (−∞,∞) de�nimos

∫∞
−∞ f(x)dx =

∫ 0
−∞ f(x)dx+

∫∞
0

f(x)dx. De-

cida se as integrais abaixo convergem ou divergem.

(a)

∫∞
−∞ xe−x

2

dx (b)

∫∞
−∞

dx

1+ x2
(c)

∫∞
−∞ e−|x|dx (d)

∫∞
−∞

x

1+ x2
dx.

Exerćıcio 16 Se f �e cont��nua apenas em (x0, b] ent~ao

∫b
x0

f(x)dx = lim
a→x+0

∫b
a

f(x)dx. De modo

an�alogo, se f �e cont��nua apenas em [a, x0) ent~ao

∫x0
a

f(x)dx = lim
b→x−0

∫b
a

f(x)dx. No caso do limite

existir dizemos que a integral converge. Com estas de�ni�c~oes veri�que se as integrais abaixo

convergem ou n~ao:

(a)

∫ 1
0

1

x
dx (b)

∫ 1
0

1

x2
dx (c)

∫ 1
0

xdx√
1− x2

(d)

∫ 1
0

dx√
1− x2

(e)

∫ 1
0

dx

x3 + 2x2 + x
(f)

∫ 1
0

dx

x3 + x2
.

Exerćıcio 17 Teste a convergência das integrais abaixo:

(a)

∫∞
3

e−2xdx (b)

∫∞
0

dx

(1+ x)3
(c)

∫∞
8

x−4/3dx (d)

∫∞
0

senx dx

(e)

∫∞
1

1

x2
sen

1

x
dx (f)

∫∞
e

dx

xlnx
(g)

∫∞
e

dx

x(lnx)2
dx (h)

∫∞
1

e−xcosx dx

(i)

∫ 2
0

lnx√
x
dx (j)

∫∞
0

|x|cos x2dx (k)

∫∞
−∞ e−xcosx dx (l)

∫∞
−∞ x2e−x

3

dx

(m)

∫ 2
0

1

4− x2
dx (n)

∫ e
0

ln xdx (o)

∫ 1
0

x2 + 4x+ 1

x4 − 3x+ 2
dx (p)

∫ 1
0

1

(x− 1)2
dx

(q)

∫ 3
0

1

2x2 − 18
dx (r)

∫∞
0

sen(x+ 1)dx (s)

∫∞
0

4x3e−x
4

dx (t)

∫π/4
0

cosx√
senx

dx

Exerćıcio 18 Sejam dados um n�umero real s > 0 e um natural n 6= 0. Mostre que∫∞
0

tne−st dt =
n

s

∫∞
0

tn−1e−st dt.

Conclua que

∫∞
0

tne−st dt =
n!

sn + 1
. Esta �e a transformada de Laplace da fun�c~ao f(t) = tn.

Exerćıcio 19 Seja f : [0,∞[ → R uma fun�c~ao cont��nua, com derivada cont��nua. Suponha que

existam constantes a, k > 0 tais que

|f(t)| ≤ Keat, para todo t ∈ [0,∞[.

Considere a fun�c~ao L(f) : [0,∞[→ R, dada por

L(f)(s) :=

∫∞
0

e−stf(t)dt, para todo t ∈ [0,∞[.

L(f) �e denominada a Transformada de Laplace de f.
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(a) Mostre que a fun�c~ao L(f) est�a bem de�nida, isto �e, a integral impr�opria �e convergente para

cada s > 0.

(b) Mostre que L(f)(s) = sL(f)(s) − f(0), para s > 0.

Sugest~ao: use integra�c~ao por partes.

(c) Ache a transformada de Laplace das seguintes fun�c~oes:

(i) f(t) := 1, para t ∈ R.
(ii) f(t) := t, para t ∈ R.
(iii) f(t) := sen(t) para t ∈ R.

Exerćıcio 20 Use o crit�erio da compara�c~ao ou compara�c~ao por limite para decidir se as inte-

grais abaixo convergem ou divergem:

(a)

∫∞
1

cos2x

1+ x2
dx (b)

∫ 1
0

e−x√
x
dx (c)

∫−2
−∞

1+ cosx√
|x|3

dx (d)

∫ 1
0

e−x
2
− 0.05

x2
dx

(e)

∫∞
1

x

1+ 3x− x7 + x10
dx (f)

∫∞
0

e−x

x4 + 3e−x
dx (g)

∫∞
2

x3 − 3x− 1√
|x|7

dx (h)

∫∞
0

xe−x
2

cos x+ 2
dx.
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