5% Lista de Exercicios de SMA380 - Andlise

Ana Peron & Eugenio Massa

Sequéncias de funcgoes

1. Determine o conjunto de convergéncia pontual e a funcdo limite pontual das seguintes sequéncias de

fungoes.
(®) fula) = e, (8) fula) = a”, (m) fu(r) = Snin)
(b) fo(z) = 1fyfw27 (h) fo(z) = #
(©) fal@) = . () fu(2) = sin(nz), (8) Julz) =na,
— . __ sin(nz)
(d) fo(z) = arCtazn(x +n), () folz) = " ) (0) fulz) = # + 22
(&) fulx)=e ", (k) falz) = =G
(6) Jule) = 3, ) fule) = £, (B) Julw) = (1 — o)
(@) fulw) = {n(l e © fw={7 “Z"
0 |z| > 1/n n xz<l/n

(1) fulx) = 41l lel=/n
0 lz| > 1/n

2. Verifique se as sequéncias do exercicio anterior convergem uniformemente no seu conjunto de convergéncia
pontual. Em caso contrario encontre um oportuno conjunto onde tenha-se convergéncia uniforme.
3. Sejam g : A — R uma funcéo e {a,} uma sequéncia de nimeros reais convergindo a a € R. Considere
fni A= Rz folr) =ang(x).
Determine o conjunto de convergéncia pontual e a fun¢ao limite de { f,,}. Examine a convergéncia uniforme.

4. Sejam f,, : A — R fungdes continuas no fecho de A, A. Se a sequéncia {f,} converge uniformemente em

A, entdo {f,} converge (uniformemente) em A.

5. Seja {fn : A = R} uma sequéncia de fungoes tal que f,, — f pontualmente em A. Se f,, e f sdo integrdveis

em [a,b] C A e {f,} é uniformemente limitada em [a, b], isto é,

Ik >0; |fu(z)] <k, VneN, Vzela,b,

s = [

6. Sejam {f, : A = R} e {gn : A = R} sequéncias de funcoes tais que f, 2 f e g, = g em A. Prove que

entao

() fo+gn 2 f+gem A
(b) fngn £> fg €m A;

(c) %n EN % em A, desde que f,(z) # 0,Vx € A, definitivamente, e f(x) # 0,Vz € A.



7. Sejam {f, : A = R} e {g, : A — R} sequéncias de funcdes tais que f, — f e g, — g em A. Prove que

(
(

a fnJrgn&ergemA;

b) se {f.} e {g,} sdo uniformemente limitadas em A, entdo f,g, — fg em A;
(c) se existe ¢ > 0 tal que |fp(z)| > ¢, para todon € N e z € A, entao % RS % em A;
n

)
)
)
(d) dé exemplos que mostrem que as conclusoes em (b) e (¢) podem néao valer sem as hipéteses adicionais.

Nos exercicios abaixo, se ajude com algum programa para visualizar os graficos, mas procure

justificar tudo analiticamente.

nr

8. Para cada n > 1, seja fn(z) = To n2at
n2x

Considere a fungao dada por

f(z) = lim f,(x).

n—oo
a) Esboce os gréficos de f e de f,.
b) f, converge uniformemente a f em [0, 1]?7 Justifique.
¢) Verifique que
/1( lim f,(z))dz # lim 1 fn(x)da.
0 n= Jo

n—oo

9. Verifique que a sequéncia f,(x) = 7 converge pontualmente mas nao uniformemente em R. Mostre

1
14+(z—n)
que a convergéncia é uniforme em oportunas semi-retas.

10. Seja f(x) = le nze "

1 1
a) Calcule/ f(z)dx e lim nze " dx
0 n—oo 0

nx

b) Mostre que a seqiiéncia f,, onde f,(z) = nxe” 2, nao converge uniformemente a f em [0, 1].

11. Mostre que f,(z) = Sin(::m) converge uniformemente a zero em R. Calcule para quais o € R as sequéncias

fl e f também convergem uniformemente a zero.

12. Seja f,(z) = Si;lgr”;) e a > 0. Mostre que

a

lim [ fo(z)dz =0

n— oo 0



