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4° Lista de Exercicios de SMA380 - Anilise |

Ana Peron € William Corréa

Limites

1. Seja f: Dy C R = R uma funcao tal que
Mostre que, para todo p € D,’, tem-se

lim f(z) = f(p).

T—p

Observagao. Uma funcao que satisfaz (I) é chamada func¢do de Lipschitz, com constante
de Lipschitz M.

2. Sejam f,g: D CR —Repe D tais que

limg(z) =0, g(x)# 0 para todo z € D\ {p}.
T—p

Demonstre que, se existe

immz
@

entdo existe lim,_,, f(z) e esse limite é necessariamente igual a zero.
3. Sejam f: Dy CR — Rep € Dy’. Demonstre que

lim f(z) =400

z—pt

se, e somente se, para toda sequéncia {x,}nen de pontos de Dy com z, > p para todo
n € N, tem-se
f(x,) — +o0.

4. Sejamp e R,neNe f:R\ {p} — R dada por

1
f@) = —-
(z —p)"
Demonstre (usando a defini¢ao de limite) que:
(a) se n é par, entdo
1
lim ————— = +o00;

T—p (q: — p)”

(b) se n é impar, entao

lim — =400 e lim ——— = —o;
z—pt (LE — p)” T—p~ (.’L‘ — p>n
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(¢) qualquer que seja n € N, tem-se

lim —— = lim —— =0.

. Considere as funcoes f, g : R — R definidas por

x+ 2, T <2
2, x<0
flx) =147, , gx) =< —(r—2)*+4, 2<zx<4
¢, >0
-2, x> 4.

Calcule os limites abaixo, caso existam, de dois modos (use os teoremas de limites):

e encontrando a lei da fungao go f e sem encontrar a lei de go f
(a) lim g(f(z)) (b) lim g(f(x)) () lim g(f(x))
r—x T T—2

Resp.: (5a) %; (5b) #: xgr&g(f(x)) =2e xl_i}r(r)lﬁ g(f(x)) = 4; (5¢) % mli>r51+g(f(x)) = 2e¢
Jim g(f(2)) =0
Continuidade

. Seja f: Dy C R — R uma fungao tal que, para algum ponto p € D, \ Dy, existe o limite

L = lim f(x).

T—=p
Prove que f pode ser estendida a uma funcao
F:Dsu{p} =R
que é continua em a.

. Demonstre que f : Dy C R — R ¢é continua se, e somente se, para todo conjunto aberto
A C R, existe um aberto B C R tal que

f(A)=D;NB.

Lembre-se que f~1(A) := {z € D;: f(x) € A} representa a imagem inversa do conjunto
A por f.

. Seja f : R — R uma funcao invertivel com inversa g = f~! : R — R. Mostre que, se g for
uma fungao continua, entdo, para cada aberto A C R, a imagem direta f(A) := {f(x) :
x € A} do conjunto A por f é um conjunto aberto.

Sugestao. Use a conclusao do exercicio anterior.

. Demonstre que f: Dy C R — R ¢ continua se, e somente se, para todo conjunto fechado
F C R, existe um fechado G C R tal que f~'(F) = D;NG.
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ot

. Seja f : Dy C R — R uma fungao continua. Mostre que, para todo E C Dy, tem-se

f(E) C f(E).

. Sejam f,g: R — R fungoes continuas. Prove que:

(=}

(a) o conjunto A ={z € R: f(z) # g(x)} é um conjunto aberto;
(b) o conjunto F' = {x € R: f(z) = g(x)} é um conjunto fechado.

7. Seja f : [a,b] — R uma func¢ao nao decrescente que é descontinua em um ponto ¢ € (a, b).
Prove que existe um v € R, com f(a) < v < f(b), que ndo pertence a imagem de f.

0]

. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que f(a)f(b) < 0. Demonstre que existe um
ponto ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

©

. Seja f : Dy C R — R uma fungao. Dizemos que f possui uma descontinuidade de
primeira espécie em
p€ D;NDy' ND;’

se f é descontinua em p e existem os limites laterais

lim f(z) e lim f(x).

z—pt T—p~

Dizemos que f possui uma descontinuidade de sequnda espécie em p € Dy se p € DJJC’ (ou
p € Dy') e ndo existe

lim f(z) (ou lim f(x)).

z—spt T—p~

(a) Seja f: R — R dada por

T
T 1 07
fy = TR
0, xz=0.

Que tipo de descontinuidade f tem em 07 Justifique.
(b) Seja g : R — R dada por

1
sin(—) , x#0,

g(x) = x
0, xz=0.

Que tipo de descontinuidade g tem em 07 E possivel alterar o valor de g(0) de forma
que essa descontinuidade mude de tipo? Justifique.

10. (*) Sejam X C R um conjunto compacto e {a, } uma sequéncia em X. Prove que se toda
subsequéncia convergente de {x,} convergir para L, entdo {x,} converge a L.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.

Mostre que, se f : Dy C R — R ¢ uma funcao monétona, entao nenhuma de suas
descontinuidades pode ser de segunda espécie.

Observacao. Usando o conceito de tipos de descontinuidade, é possivel mostrar que,
se f é uma funcao mondtona, entao o conjunto de seus pontos de descontinuidade é
enumeravel. Veja o livro do Elon.

Prove, usando o Teorema do Valor Intermediario, que todo polinomio p : R — R de grau
impar possui uma raiz real.
Continuidade uniforme

Seja f : X C R — R uma funcao. Dé um exemplo em que X é fechado, f é continua,
mas f(X) nao é fechado.

Seja f : X C R — R uma fungao. Dé um exemplo em que X ¢ limitado, f é continua,
mas f(X) nao é limitado.

Dé um exemplo de funcao continua definida num conjunto limitado que nao é uniforme-
mente continua. Dé um exemplo de funcao continua definida num conjunto aberto que é
uniformemente continua.

Dé um exemplo de fun¢ao continua definida num conjunto fechado que nao é uniforme-
mente continua. Dé um exemplo de fungao continua definida num conjunto ilimitado que
¢ uniformemente continua.

(*) Mostre que toda fungao de Lipschitz é uniformemente continua.

Mostre que:
e a soma de duas fungoes uniformemente continuas é uniformemente continua;
e a composta de duas fungoes uniformemente continuas é uniformemente continua;
e 0 maximo e o minimo de duas fungoes uniformemente continuas é uniformemente
continua;
e 0 produto de duas fungoes uniformemente continuas pode nao ser uniformemente
continuo, a menos que as fungoes sejam limitadas.
Sejam f,g: R — R dadas por

f(z) =sin(z) e g(z) = sin(z?).

Mostre que f é uniformemente continua e que g nao é.

Dica: Para f: use a identidade trigonométrica sinx — siny = 2 cos(%) sin(%).

Para g: prove por absurdo construindo sequéncias (z,) e (y,) tais que |z,, — y,| — 0.
Prove que f: R — R : z — f(z) = 23 ndo é uniformemente continua.
Prove que f: [a,00) = R:z+— f(z) =1 (a > 0) ¢ uniformemente continua.

Dica. Aplique o Teorema do Valor Médio e use o Exercicio 17.
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22. Seja f : R — R monoétona, continua e limitada. Prove que f é uniformemente continua.
23. Considere f: Dy — R : 2z +— In(x). Prove que

(a) f nao é uniformemente continua se Dy = (0, 00); (Dica: use Teorema Lc.3.16)
(b) f é uniformemente continua se Dy = [a,0), a > 0;

(¢) f ¢ uniformemente continua se Dy = [a,b] C (0, c0).
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