Segunda prova de SMA0354-Calculo II

x® — 2xy?

Questao 1 (a) Calcule, caso exista,  lim . Se nao existir, justifique.

(x,y)—=(0,0) x4 y?

(b) Considere a funcao f(z,y) =+/1 — zy.
(bl) Encontre o dominio de f e faga um esbo¢o do dominio.

(b2) Faga um esbogo das curvas de niveis 0,1 e 2 de f.

(b3) Calcule a derivada direcional de f no ponto (1, %) na diregao (1,2).
Questao 2 Encontre os valores maximo e minimo de
f(z,y,2z) =2 —2y+ 5z
sobre a esfera 22 + y% + 22 = 30.

Questao 3 (a) Mostre que, se f(u,v) satisfaz a equagao de Laplace fuy, + foo = 0 e se u(z,y) =

%(wz — %) e v(z,y) = wy, entdo F(x,y) = f(u(x,y),v(r,y)) satisfaz a equagdo de Laplace

Fop + Fyy = 0.

(b) Encontre as equacdes do plano tangente e da reta normal ao grafico de f(z,y) = 2%y® — 22y no
ponto P = (2,—1,0).

Questao 4 Seja f(z,y) = e* cos(y).

(a) Encontre o polindmio de Taylor de ordem 1 de f em torno de (0,0). Chame este polindémio de
P(z,y).

(b) Fornega uma estimativa (valor numeérico) para o erro cometido ao aproximar f(z,y) por P(x,y)
na regido R = {(x,y) € R? : |x| < 0.1 e |y| < 0.1}, isto &, estime |f(z,y) — P(x,y)| para
(z,y) € R.

Horario 8:10 as 10:10

1. ( 1.a)

. a3 — 2z
hm —_———
(zy)—=(0,0) 22+ y?
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Escrevemos Pli_>nr]130 f(xz,y) = L, onde Py = (0,0) e f(x,y) = % Dai que podemos reescrever
f(z,y) da seguinte forma:
B —2my? 72 y?

flz,y) =

=z — 2z
£U2+y2 $2+y2 $2+y2

22 y?
L= lim T— 5 — 2T 5 |
(z,y)—(0,0) e +y e +y



2 332

visto que e sao funcoes limitadas (mostre!
y? 2
—1 <1, V(z, 0,0),
22+ 92| = 22 L2 | = (z,y) # (0,0)

entao vocé pode aplicar o teorema do confronto e concluir que L = 0.

1. ( b1)
Dom(f) = {(z,y) € R*| 1—azy >0}
Esboco

1. ( b2)
Curvas de nivel /1 —xzy = k. Resolva para os niveis k = 0, £k = 1, £k = 2. Coloque os niveis
respectivos no desenho abaixo.

1. ( b3) Temos que a derivada direcional de f no ponto P na dire¢do unitaria u é dada por:



Duf(P) =(V[(P), )

1 1 2
dada a dire¢do pedida v = (1,2) = u=—v = (, ), e Vf = (fz fy), entao:
[Vl V5 V5 Y

1
-y —x -5 -1
VI(P) = ( | ) - (=
( ) 2\/1 -2y 2\/1 -y P:(l,%) 2\/% 2\/%
Portanto

_ BB

20,/ 5/

Dyuf(P) = (Vf(P),u)

2.
Considera-se o método de Lagrange para encontrar os valores maximos e minimos de f(z,y,2) =
x — 2y + 5z sobre a esfera z2 + 32 + 22 = 30.

Considere g(z,y,2) = 22 + y? + 2°.
Resolve-se primeiramente o sistema AV f(x,y, z) = Vg(z,y, ), g(z,y,2z) =30 :

Vy(z,y,2) = (27,2y,22)

e
vf(xayv Z) = (L _275)
Logo:
Lo
2¢ = A 2 ( ——
2y = —2A y=-X __
5\
2z = HA < z = 7)\ = _
22 +y? + 22 =30 A\ 2 5)\ 2 A= +2
(2> + (=N + (2) =30 |

Solucao do sistema é:

A=-2,z=—-1,y=2, z=-5

como f é continua e a esfera é um conjunto compacto, os pontos de maximos e minimos absolutos
de f estdo entre os pontos encostrados na solugao do sistema:

£(1,-2,5) = 30

Méximo global



£(~=1,2,-5) = =30

Minimo global

3.a
Para resolver este exercicio podemos usar a regra de cadeia, temos que:

Fe(a,y) = fa(u,0) = fulu, v)ue fo(u, 0)ve = fu(u, v)(@) + fo(u, v)(y)

Fy(z,y) = fy(u,v) = fulu, v)uy fo(u, v)vy = fulu,v)(y)(=y) + fo(u,v)(@).
E ainda:
Frw(@,y) = (fuu(t, v)uz + fuo(u, 0)05)z + fulu, v) + (fou(u, v)ug + foo(u,v)vs)(y)
Fyy(xa Y) = (fuu(u, U)uy + fuv(u, 'U)Uy)(_y) — fulu,v) + (fou(u, U)Uy + fou(u, U)'Uy)(x)-
Logo

Fra(2,y) = (fuu(u, 0)T + fuo(u, 0)y)x + fulu,v) + (foulu, v)T + fou(u, v)y)(y) (1)

Fyy(z,y) = (fuu(u,v)(=y) + fuo(u,0)2)(=y) = fulu,v) + (fouu,v)(=y) + fou(u,v)2)(2), (2)

somando as equacoes 1 e 2:

ch(xa y) =+ Fyy(xvy) = xzfuu + y2fvv + y2fuu + $2fvv = x2(fuu + fvv) + yz(fuu + fvv) =0

4.b
O plano tangente a f no ponto P = (2o, yo, 20) = (2, —1,0) & dado por z = 2o + fu(x0, yo)(z — 20) +
Jy(z0,90)(y — yo). Sendo

fo=2xy® — 2y = f(2,-1) = -2
fy = 32%y* — 20 = £,(2,-1) =8,
entao o plano tangente em P ¢

z—0= fa(zo,y0)(x — 2) + fo(zo,y0)(y +1) & 2= —20 + 8y + 12

e a reta normal tem a diregdo n = (—2,8, —1) e sera

4



(z,y,2) = (2,-1,0) + A\(—2,8,—1)
com A € R.

4.a
O polinémio de Taylor de grau 1 de f no ponto M = (xg,yo) é dado por:

P(x,y) = f(M) + fo(M)(x — 20) + +f,(M)(y — o)

Sendo
fe=€"cosy = f,(M)=1
fy=—€"siny = f,(M)=0.
Portanto
Plz,y) =1+
4.b

Sendo f(x,y) = P(z,y) + E(x,y), o erro pode se estimado por:

B, k) = 5 [faa@ 5002 + 2oy (@, 90K+ Fy (2, 5)K

Sendo
r—xo=hex—y==%k
Temos que:
f$x =e’ Ccos Yy,
fzy = —€"siny
e
fyy = —€” cosy.
Portanto

1 - - ~
E(h,k) = 5 [h2emcos 7 — 2hke® sin g — k2e® cos gj]

1 _ _ _
E(z,y) = = |2%€® cos j —2zye” sin§j —y?e” coscos | =
2 ~—~— ~— —~—

<1 <1 <1

E(z,y) < e ("1(0.1)* + 2(0.1)%"" + (0.1)%"")



