USP/ICMC/ DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Segunda prova de SMA0354-Calculo II

:c4y _ $y4

Questao 1 (a) Calcule, caso exista,  lim . Se nao existir, justifique.

(@,y)—(0,0) x° — 9P

(b) Considere a funcao f(x,y) = %

(b1) Encontre o dominio de f e faga um esbogo do dominio.

(b2) Faca um esbogo das curvas de niveis —1,0 e 1 de f.

(b3) Calcule a derivada direcional de f no ponto (1, 1) na dire¢ao (—1,2).

Questao 2 Considere a funcao f(z,y) = 2 + 2xy + 3> — 5.
Encontre e classifique (minimo local, maximo local ou ponto de sela) todos os pontos criticos de f.

Questao 3 (a) Seja ) : R — R uma funcao derivavel de uma variavel real e defina g(x,y) = ¢ (z/y).
Verifique que

29.(z,y) + ygy(z,y) =0 para todo (z,y) € R? tal que y # 0.

(b) Encontre as equacdes do plano tangente e da reta normal ao grifico de f(z,y) = 2% + 3zy + y?
no ponto P = (1,1,5).
Questao 4 Seja f(x,y) =1+ y + xcos(y).

(a) Encontre o polindomio de Taylor de ordem 1 de f no ponto (0,0). Chame este polinémio de
P(z,y).

(b) Fornega uma estimativa (valor numérico) para o erro cometido ao aproximar f(z,y) por P(x,y)
na regidao R = {(z,y) € R? : |2] < 0.2 e |y| < 0.2}, isto é, estime |f(x,y) — P(x,y)| para
(z,y) € R.

Horario das 10:10 as 11:50

1. ( 1.a)
‘ oy — oy
lim ——e
(z,y)—(0,0) =° —y
. - ity — zy?
Escrevemos lim f(z,y) = L (se existir!), onde P = (0,0) e f(z,y) = —5——=—. Logo:
P—Py e —y

e Se nos aproximarmos de Py pela familia de retas que passam pela origem: y = kx com k # 0
(justifique por que k deve ser nao nulo!)

kxd — k*ab k- k4
- . wd — koa® 1—k .

FAzendo o limite nestes caminhos temos que limites com valores distintos para diferentes valores
de k conclui-se que o limite nao existe.

Teremos: f calculada para y = kx é f(z, kz) =

1. ( b1)
Dom(f) = {(z.y) € B z #0}

Esbogo: todo o plano menos o eixo y
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1. ( b2)
Curvas de nivel % = k. Faga as continhas dos niveis k = —1,k = 0,k = 1. No desenho abaixo
deve-se retirar o ponto (0,0). Justifique isso.
3&
k=1
2 +
1 .
k=0

1. ( b3)
Temos que a derivada direcional de f na direcdo unitéria u é dada por:

Duf(P) = (Vf(P),U_>

1 1 2
dada a dire¢ao pedida v = (—1,2) = u = WV = <_’ >
v

5 Vb5

vir) = (3P

3

(7)) = (-2



Entao

4
Duf(P)=(Vf(P),u) = —
uf(P) =(V[f(P),u) 7
2. Pontos criticos:
fo=322+2y—-5=0 - x:% r=—1
= = =
fy=2v+2y=0 y=ux y:f% y=1
Conclui-se que os pontos criticos sao:
Pr=(-11)e P, = (g, —%) Temos que D = frq fyy — fgy =12z —4

e Para P; temos que D < 0 entao P; é ponto de sela.

e Para P, temos que D > 0 e fy,(P) > 0 entdo P, é ponto de minimo.

3. a)
Seja u = =, g(z,y) = ¥(u), ou seja
Yy
U
Logo:
Gz = Yylly = @
)
_:C¢u
Gy = Yutty =
y uly Y2
E
(0 —x7)
r9: (7, y) +ygy(z,y) = x?u +y " = =0
3. b)

O plano tangente a f no ponto P(xo, %o, 20) ¢ dado por z = 20+ fz (w0, yo) (x—20)+ fy (0, Yo) (¥ —o0)-
Sendo



Jo =22+ 3y = fa(wo,90) =5

fy =3z + 2y = fy(x(]ay()) = 57

entao o plano tangente em P é

z—=5—5(zx—1)=5(y—1)=0

e a reta normal tem a diregdo n = (5,5, —1) e sera

(z,y,2) = (1,1,5) + A(5,5,—1)

com A € R.

4.a
O polindémio de Taylor de grau 1 de f no ponto M = (z9,yo) é dado por:

Pla,y) = f(M) + fo(M)(x = x0) + +f, (M) (y — o)

Sendo
fe=cosy = f,(M)=1
fy=1+zsiny = f,(M)=1.
Portanto
Plz,y)=14+x+y
4.b

fzm = 0, f:}cy = fya: = —siny, fyy = —ICOosYy

1 . 1
|f(2,y) = Pla,y)| = |B(z,y)| = 5102% = 2sin(b)zy — acos(b)y’| < S (2lallyl +v7)  (a,b) € R
Portanto se (a,b) € R entao |al,[b] < 0.2 e

(2(0.2)(0.2) +0.2(0.2)?)

DN | =

|f($7y) - P(Qj‘,y)‘ <



