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Questão 1

Questão 1: Determine o doḿınio, imagem, esboce curvas de ńıvel
e faça um esboço do gráfico de f (x , y) =

√
4− x2 − y2.

Solução:
A função f (x , y) =

√
4− x2 − y2 é definida quando

4− x2 − y2 ≥ 0, ou seja, quando x2 + y2 ≤ 4.
Então o doḿınio Df da função f :

Df = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4}

é o disco fechado em R2 de centro (0, 0) e raio 2.
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Solução Q1

A imagem de f é

Im(f ) = {k ∈ R : ∃(x , y) ∈ Df tal que f (x , y) = k}.

Temos f (x , y) =
√

4− x2 − y2 = k =⇒ k ≥ 0.
Segue também que

f (x , y) =
√

4− x2 − y2 = k =⇒ 4−x2−y2 = k2 =⇒ 4−k2 = x2+y2.

Portanto
k ∈ Im(f ) ⇐⇒ k ≥ 0 e 4− k2 ≥ 0,

ou seja, 0 ≤ k ≤ 2. Conclúımos que Im(f ) = [0, 2].
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Solução Q1

O conjunto de ńıvel k de f é o conjunto

Nk = {(x , y) ∈ Df : f (x , y) = k}.

Então se k /∈ [0, 2], Nk = ∅.
Para k ∈ [0, 2], vimos que f (x , y) = k ⇐⇒ x2 + y2 = 4− k2.
Portanto, Nk é a circunferência de centro (0, 0) e raio

√
4− k2 se

0 ≤ k < 2, e N2 = {(0, 0)}.
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Solução Q1

O gráfico de f (x , y) =
√

4− x2 − y2 é o conjunto

graf (f ) = {(x , y , z) ∈ R3 : (x , y) ∈ Df e z = f (x , y)}.

Temos√
4− x2 − y2 = z =⇒ 4− x2 − y2 = z2 =⇒ x2 + y2 + z2 = 4.

Como z ≥ 0, o gráfico de f é a parte da esfera de centro (0, 0, 0) e
raio 2 contida no semi-espaço z ≥ 0.
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Questão 2

Questão 2: Determine se os limites existem, se sim, calcule.

1 lim
(x ,y)→(0,0)

xy3

x2 + y6

2 lim
(x ,y)→(0,1)

xe−y/x

3 lim
(x ,y)→(0,1)

(y − 1)ecos(y/x)

4 lim
(x ,y)→(1,1)

(y − 1)ecos(x2+y2) cosh(x + ln(1 + x2 + y2))
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Solução Q2 (a)

(a) lim
(x ,y)→(0,0)

xy3

x2 + y6
. Escrevemos f (x , y) =

xy3

x2 + y6
.

Considere os caminhos C1 : x = 0 e C2 : x = y3. (Os caminhos
devem passar pelo ponto, e tirando o ponto, devem estar dentro do
doḿınio da função.)
Ao longo do caminho C1, temos f (0, y) = 0. Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

C1

f (x , y) = 0.

Ao longo do caminho C2, temos f (y3, y) = 1/2. Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

C2

f (x , y) =
1

2
.

Conclúımos que lim
(x ,y)→(0,0)

f (x , y) não existe.
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Solução Q2 (b)

(b) lim
(x ,y)→(0,1)

xe−y/x

Considere os caminhos C1 : y = 1, x ≤ 0 e C2 : y = 1, x ≥ 0
(observe que (0, 1) pertence a C1 e a C2).
Temos

lim
(x,y)→(0,1)

C2

xe−y/x = lim
x→0+

xe−1/x = 0

e

lim
(x,y)→(0,1)

C1

xe−y/x = lim
x→0−

xe−1/x

= lim
x→0−

e−1/x

1/x
= lim

x→0−

e−1/x(1/x2)

−1/x2
= −∞.

Portanto, lim
(x ,y)→(0,1)

xe−y/x não existe.
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Solução Q2 (c)

(c) lim
(x ,y)→(0,1)

(y − 1)ecos(y/x).

Escrevemos F (x , y) = (y − 1)ecos(y/x) = f (x , y)g(x , y), com

f (x , y) = (y − 1), g(x , y) = ecos(y/x).

Temos DF = Dg = {(x , y) ∈ R2 : x 6= 0}, e Df = R2.
Observe que

lim
(x ,y)→(0,1)

f (x , y) = lim
(x ,y)→(0,1)

(y − 1) = 0,

e
e−1 ≤ g(x , y) = ecos(y/x) ≤ e, ∀(x , y) ∈ DF .

Segue, pelo Teorema do Anulamento, que

lim
(x ,y)→(0,1)

(y − 1)ecos(y/x) = 0.
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Solução Q2 (d)

(d) lim
(x ,y)→(1,1)

(y − 1)ecos(x2+y2) cosh(x + ln(1 + x2 + y2))

A função f (x , y) = (y − 1)ecos(x2+y2) cosh(x + ln(1 + x2 + y2)) é
definida e é cont́ınua em R2.
Portanto, lim

(x ,y)→(1,1)
f (x , y) = f (1, 1) = 0.
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Questão 3

Questão 3: Seja f (x , y) = arctan(xy). Encontre as derivadas
parciais de primeira e segunda ordem da função f .

Solução:
Relembrando: arctan′(t) = 1/(1 + t2).
As derivadas parciais de primeira ordem de f (usando a regra da
cadeia):

fx(x , y) = y
1+x2y2 ,

fy (x , y) = x
1+x2y2 .

Derivadas parciais de segunda ordem de f :

fxx(x , y) = − 2xy3

(1+x2y2)2 ,

fxy (x , y) = fyx(x , y) = 1−x2y2

(1+x2y2)2 ,

fyy (x , y) = − 2x3y
(1+x2y2)2 .

Ana Claudia Nabarro, Ana Paula Peron, Farid Tari Doḿınios, limites, derivadas parciais


