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Questão 1

Questão 1: Defina o que é uma integral imprópria.

Solução: Uma integral imprópria de uma função é uma integral

1 em intervalos infinitos. Exemplo:

∫ +∞

1

1

1 + x2
dx , ou∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx .

2 em intervalos onde a função não é definida em todos os

pontos do intervalo. Exemplo:

∫ 1

0

1

x2
dx .

3 uma combinação de 1 e 2.

Exemplo:

∫ +∞

−1

1

x2
dx .
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Questão 2

Questão 2: Seja p ∈ R. Mostre que

∫ +∞

1

1

xp
dx converge se

p > 1 e diverge se p ≤ 1.

Solução: Se p = 1, temos∫ +∞

1

1

x
dx = lim

b→+∞

∫ b

1

1

x
dx = lim

b→+∞
ln(x)

∣∣b
x=1

= lim
b→+∞

ln(b) = +∞.

Portanto, a integral

∫ +∞

1

1

xp
dx diverge se p = 1.
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Solução da Questão 2, cont.

Se p 6= 1, temos∫ +∞

1

1

xp
dx =

∫ +∞

1
x−pdx

= lim
b→+∞

( 1

1− p
x−p+1

)∣∣b
x=1

=
1

1− p
lim

b→+∞
(b−p+1 − 1)

=


1

p − 1
se p > 1

+∞ se p < 1

Conclusão:

a integral

∫ +∞

1

1

xp
dx converge para 1

p−1 se p > 1 e diverge se p ≤ 1.
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Solução da Questão 2, cont.

Observação
Podemos concluir que, para qualquer a > 0,

a integral

∫ ∞
a

1

xp
dx converge se p > 1 e diverge se p ≤ 1

pois ∫ +∞

a

1

xp
dx =

∫ 1

a

1

xp
dx +

∫ +∞

1

1

xp
dx .
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Questão 3

Questão 3: Seja p > 0. Mostre que

∫ 1

0

1

xp
dx converge se p < 1 e

diverge se p ≥ 1.

Solução:
Se p = 1, temos∫ 1

0

1

x
dx = lim

a→0+
ln(x)

∣∣1
x=a

= lim
a→0+

− ln(a) = +∞.

Portanto, a integral

∫ 1

0

1

xp
dx diverge se p = 1.
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Solução da Questão 3, cont.

Se p 6= 1 e p > 0, temos∫ 1

0

1

xp
dx = lim

a→0+

( 1

1− p
x−p+1

)∣∣1
x=a

=
1

1− p
lim

a→0+
(1− a−p+1)

=


1

p − 1
se p < 1

+∞ se p > 1

Conclusão:

a integral

∫ 1

0

1

xp
dx converge se 0 < p < 1 e diverge se p ≥ 1.
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Solução da Questão 3, cont.

Observação
Podemos concluir que, para qualquer a > 0,

a integral

∫ a

0

1

xp
dx converge se 0 < p < 1 e diverge se p ≥ 1

pois ∫ a

0

1

xp
dx =

∫ 1

0

1

xp
dx +

∫ a

1

1

xp
dx .
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Questão 4 (a)

Questão 4: (a) A integral

∫ +∞

1

sen2(x)

x2 + 1
dx converge ou diverge?

Solução:
Temos, para todo x ∈ R, 0 ≤ sen2(x) ≤ 1 e 1

1+x2 ≤ 1
x2 .

Portanto, 0 ≤ sen2(x)
x2+1

≤ 1
x2 .

Como sen2(x)
x2+1

e 1
x2 são cont́ınuas e

∫ +∞

1

1

x2
dx converge

(p = 2 > 1),

segue, pelo teste de comparação, que

∫ +∞

1

sen2(x)

x2 + 1
dx converge.
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Questão 4 (b)

Questão 4: (b) A integral

∫ +∞

1

sen(x) + 2√
x

dx converge ou

diverge?

Solução:
Temos −1 ≤ sen(x) ≤ 1, portanto 1 ≤ sen(x) + 2 ≤ 3. Dáı

0 < 1√
x
≤ sen(x)+2√

x
para todo x > 0. Como∫ +∞

1

1√
x
dx diverge (p = 1

2 < 1), segue, pelo teste de

comparação, que

∫ +∞

1

sen(x) + 2√
x

dx diverge.
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Questão 4 (c)

Questão 4: (c) A integral

∫ 0

− 1
2

1

x
2
3

dx converge ou diverge?

Solução: Fazendo a mudança de variável x = −u, temos∫ 0

− 1
2

1

x
2
3

dx =

∫ 0

1
2

−1

(−u) 2
3

du =

∫ 1
2

0

1

u
2
3

du.

A última integral converge pois p = 2
3 < 1, portanto

∫ 0

− 1
2

1

x
2
3

dx

converge.
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