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1 Diferenciabilidade

• Em cálculo 1 uma função derivável era sempre cont́ınua, e sempre possúıa
um reta tangente.

• Uma função de várias variáveis pode ter todas as derivadas parciais mas
não ser cont́ınua.

Em Cálculo 1 temos:

f : D ⊂ R → R é derivável (diferenciável) em p , onde p ∈ D um
ponto de acumulação de D, quando:

existe M ∈ R tal que:

lim
h→0

f(p+ h)− f(p)

h
= M ⇐⇒ lim

h→0

f(p+ h)− f(p)−
L(h)︷︸︸︷
Mh

|h|

 = 0

onde L : R→ R dada por L(x) = Mx é uma função linear .

Neste caso, dizemos que M = f ′(p) é a derivada de f em p.
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Sejam f : D ⊂ Rn → R, p ∈ D um ponto de acumulação de D.

• Dizemos que f é diferenciável em p, se existe uma função linear
L : Rn → R tal que

lim
x→p

f(x)− f(p)− L(x− p)

‖x− p‖
= lim

h→0

f(p + h)− f(p)− L(h)

‖h‖
= 0.

Lembre-se:

• Uma função linear L : Rn → R tem a forma:

L(x) = a · x = M1x1 + . . .+Mnxn,

onde a = (M1, . . . ,Mn) e x = (x1, . . . , xn)

Caso particular n = 2:

• x = (x, y) p = (a, b), h = (h, k),

• Uma função linear L : R2 → R tem a forma: L(x, y) = Mx+Ny.

• f é diferenciável em (a, b) quando: existem M,N ∈ R tais que

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)− f(a, b)−M(x− a)−N(y − b)
‖(x− a, y − b)‖

= 0

ou

lim
(h,k)→(0,0)

f(a+ h, b+ k)− f(a, b)−Mh−Nk
‖(h, k)‖

= 0

ou, escrevendo

E(a,b)(h, k) = E(h, k) := f(a+ h, b+ k)− f(a, b)−Mh−Nk,

lim
(h,k)→(0,0)

E(h,k)

‖(h,k)‖
= 0

(n = 2) f é diferenciável em p = (a, b) ⇐⇒ ∃M,N ∈ R tais que

lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

‖(h, k)‖
= 0, (?)

E(h, k) := f(a+ h, b+ k)− f(a, b)−Mh−Nk.
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1.1 Condições necessárias para diferenciabilidade

n = 2 : p ∈ Df ponto de acumulação, interior de Df

f é diferenciável em p = (a, b) ⇐⇒

⇐⇒ lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

‖(h, k)‖
= 0

=⇒ lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k) = lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

‖(h, k)‖
‖(h, k)‖ = 0

⇐⇒ lim
(h,k)→(0,0)

[f(a+ h, b+ k)− f(a, b)−Mh−Nk] = 0

⇐⇒ lim
(h,k)→(0,0)

[f(a+ h, b+ k)− f(a, b)] = 0

x=a+h⇐⇒
y=b+k

lim
(x,y)→(a,b)

[f(x, y)− f(a, b)] = 0

⇐⇒ lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b)

• f é cont́ınua em p.

f é diferenciável em p = (a, b) ⇐⇒

⇐⇒ lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

‖(h, k)‖
= 0

X =⇒ lim
(h,k)→(0,0)

γ: k=0

E(h, k)

‖(h, k)‖
= lim

h→0

E(h, 0)

‖(h, 0)‖
= 0

⇐⇒ lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)−Mh

|h|
= 0

⇐⇒ lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)−Mh

h
= 0

Massa & Peron SMA354 - Cálculo 2 Diferenciabilidade



Cálculo II, 21 de novembro de 2022 4

⇐⇒ lim
h→0

[
f(a+ h, b)− f(a, b)

h
−M

]
= 0

⇐⇒ M = lim
h→0

[
f(a+ h, b)− f(a, b)

h

]
= fx(a, b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X =⇒ lim
(h,k)→(0,0)

γ:h=0

E(h, k)

‖(h, k)‖
= 0

⇐⇒ N = fy(a, b)

• existem as derivadas parciais de f em p.

• M = fx(p) e N = fy(p)

Teorema. Seja f : D ⊂ Rn → R e p ∈ D um ponto interior de D.
Se f é diferenciável em p então

• f é cont́ınua em p,

• existem as derivadas parciais de f em p,

• necessariamente M1 = fx1(p), . . . ,Mn = fxn(p)

Em particular,

f diferenciável =⇒ f cont́ınua

Consequências:

• f não cont́ınua em p =⇒ f não diferenciável em p

• @ alguma derivada parcial de f em p =⇒ f não diferenciável em p
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1.2 Condição suficiente e necessária para diferenciabilidade

Teorema 1.1. Seja f : D ⊂ Rn → R e p ∈ D um ponto interior de D.
f é diferenciável em p se, e somente se,

• existe fx1(p)

• existe fx2(p)

• ...

• exite fxn(p)

• lim
h→0

E(h)

‖h‖
= 0, onde

E(h) := f(p + h)− f(p)− fx1(p)h1 − fx2(p)h2 − . . .− fxn(p)hn

Note:

E(h) = f(p + h)− f(p)− (fx1(p), fx2(p), . . . , fxn(p)) · h

1.3 Vetor Gradiente, Derivada e Diferencial

Vetor Gradiente

Sejam f : D ⊂ Rn → R uma função tal que as derivadas parciais de primeira
ordem existem em p, onde p ∈ D é um ponto interior de D.

O vetor gradiente de f em p é definido por

∇f(p) =

(
∂f

∂x1
(p),

∂f

∂x2
(p), . . . ,

∂f

∂xn
(p)

)
.

Para verificar diferenciabilidade de uma função f : D ⊂ Rn → R em p é
preciso primeiro calcular ∇f(p) e depois verificar se

lim
x→p

f(x)− f(p)−∇f(p) · (x− p)

‖x− p‖
= 0

ou

lim
h→0

f(p + h)− f(p)−∇f(p) · h
‖h‖

= 0.
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Derivada

Lembre-se: Em Cálculo 1: Quando ∃M ∈ R;

lim
h→0

[
f(p+ h)− f(p)−Mh

|h|

]
= 0, dizemos que M = f ′(p) é a derivada de f em p

Definimos a derivada de f : D ⊂ Rn → R em p por f ′(p) := ∇f(p).

A função derivada de f é aquela dada por:

f ′ : Df ′ ⊂ Rn → Rn

onde

Df ′ := {x ∈ Df : x é ponto interior de Df e f possui todas derivadas parciais em x}

e
f ′(x) := ∇f(x), x ∈ Df ′.

Dizemos que f é derivável em A quando ∇f existe (i.e., todas as derivadas
parciais existem) em todos os pontos de A.

Portanto,

f diferenciável =⇒ f derivável

Massa & Peron SMA354 - Cálculo 2 Diferenciabilidade



Cálculo II, 21 de novembro de 2022 7

Diferencial

Em Cálculo 1, a diferencial de f (y = f(x)) é definida por:

df = dy = f ′(p)dx, dx = h, e vale: dy ≈ ∆y.

(Para uma interpretação geométrica, ver aqui)
A diferencial de f em p é definida por dfp = L : Rn → Rn dada por:

dfp(x) = L(x− p) = ∇f(p) · (x− p) = f ′(p) · (x− p)

ou
dfp(h) = L(h) = ∇f(p) · h = f ′(p) · h.

Ainda, sendo h = (h1, h2, . . . , hn) e dxi := hi, i = 1, 2, . . . , n, então

dfp(dx1, dx2, . . . , dxn) =
∂f

∂x1
(p)dx1 +

∂f

∂x2
(p)dx2 + . . .+

∂f

∂xn
(p)dxn

Fazendo h = x− p,

E(x) = f(x)− f(p)−∇f(p) · (x− p),

se f é diferenciável em p, então:

f(x)− f(p) = ∇f(p) · (x− p)︸ ︷︷ ︸
dfp(x )

+E(x),

onde

lim
x→p

E(x)

‖x− p‖
= 0 (e portanto lim

x→p
E(x) = 0).

Portanto,

dfp(x) ≈ f(x)− f(p) =: ∆z, quando x ≈ p
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1.4 Condição suficiente para diferenciabilidade

Teorema (Condição para diferenciabilidade).
Seja f : D ⊂ Rn → R e p ∈ D um ponto interior de D.
Se existem as derivadas parciais de f em uma vizinhança de p
e elas são cont́ınuas em p então f é diferenciável em p.

Portanto: se A é aberto e f ∈ C1(A) então f é diferenciável em A.

Atenção: pode acontecer de f ser diferenciável mas não ter derivadas par-
ciais cont́ınuas!

• Exemplo:

� f(x, y) =


(x2 + y2) sin

(
1

x2 + y2

)
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

p = (0, 0)

Xfx(0, 0) =



2x sin

(
1

x2 + y2

)
− 2x

x2 + y2
cos

(
1

x2 + y2

)
, (x, y) 6= (0, 0)

lim
h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

h2 sin

(
1

h2

)
h

= 0, (x, y) = (0, 0)

@ lim
(x,y)→(0,0)

fx(x, y) : lim
(x,y)→(0,0)
x=y

fx(x, y) :

lim
x→0

1

x
cos

(
1

2x2

)
:

xn =
1√

π + 2nπ
→ 0; cos

(
1

2x2
n

)
= 0 e tn =

1√
2nπ

→ 0; cos

(
1

2t2n

)
= 1
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Xfy(0, 0) =



2y sin

(
1

x2 + y2

)
− 2y

x2 + y2
cos

(
1

x2 + y2

)
, (x, y) 6= (0, 0)

lim
k→0

f(0, 0 + k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0

k2 sin

(
1

k2

)
k

= 0, (x, y) = (0, 0)

@ lim
(x,y)→(0,0)

fy(x, y)

Xfx e fy NÃO são cont́ınuas em (0,0)

X lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k)

‖(h, k)‖
= lim

(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k

‖(h, k)‖

= lim
(h,k)→(0,0)

1√
h2 + k2

(h2 + k2) sin

(
1

h2 + k2

)

= lim
(h,k)→(0,0)

√
h2 + k2 sin

(
1

h2 + k2

)

= 0

f é diferenciável em (0, 0).

De fato, f é diferenciável em R2.
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1.5 Regras e teoremas de derivação / diferenciação

Sejam k ∈ R e

f, g : D ⊂ Rn → R deriváveis em p (p ∈ D um ponto de acumulação de D)

então

• kf, f ± g, fg são deriváveis em p,

• f/g é derivável em p, desde que g(p) 6= 0,

• vale 

∇(kf)(p) = k∇f(p) ,

∇(f ± g)(p) = ∇f(p)±∇g(p) ,

∇(fg)(p) = g(p)∇f(p) + f(p)∇g(p) ,

∇(f/g)(p) =
g(p)∇f(p)− f(p)∇g(p)

g2(p)
(se g(p) 6= 0).

Sejam k ∈ R e

f, g : D ⊂ Rn → R , diferenciáveis em p (p ∈ D um ponto de acumulação de D)

então

• kf, f ± g, fg são diferenciáveis em p,

• f/g é diferenciável em p, desde que g(p) 6= 0,

• vale 

d(kf)p = k dfp ,

d(f ± g)p = dfp ± dgp ,
d(fg)p = g(p)dfp + f(p)dgp ,

d(f/g)p =
g(p)dfp − f(p)dgp

g2(p)
(se g(p) 6= 0).
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2 Resumo

Seja f : D ⊂ Rn → R e p ∈ D um ponto interior de D.

• f diferenciável em p =⇒ f é cont́ınua em p,

• f diferenciável em p =⇒ f é derivável em p,

• f derivável numa viz. de p e f ′ cont́ınua em p =⇒ f diferenciável
em p,

• f diferenciável em p ⇐⇒ f derivável e lim
h→0

E(h)

‖h‖
= 0.

E(h) = f(p + h)− f(p)−∇f(p)︸ ︷︷ ︸
f ′(p)

·h

• vale dfp(h) = ∇f(p) · h

• f diferenciável em p =⇒ dfp(h) ≈ ∆z = f(p + h)− f(p) para h ≈ 0

Consequentemente:

• f não cont́ınua em p =⇒ f não é diferenciável em p,

• alguma derivada parcial de 1a ordem de f não existe em p =⇒
f não é diferenciável em p.

Atenção para não errar:

• f cont́ınua em p ; f derivável em p

• f cont́ınua em p ; f diferenciável em p

• f derivável em p ; f cont́ınua em p

• f derivável em p ; f diferenciável em p

• derivadas parciais de 1a ordem de f não cont́ınuas em p ;
f não diferenciável em p
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3 Diagrama: como decidir se f é diferenciável?

f : D ⊂ Rn → R

f é cont́ınua em p?

f não é dif. em p

não

??

sim

existem todas deriv. parc. de f em p?

??

todas deriv. parc. 1a ordem são cont́ınuas em p?

f é dif. em p

sim

??

não

lim
h→0

E(h)

||h||
= 0 ?

f é dif. em p

sim

f não é dif. em p

não

sim

f não é dif. em p

não

E(h) := f(p + h)− f(p)−∇f(p) · h
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