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1 Superf́ıcies

Definição. Chamamos de Superf́ıcie parametrizada em Rn uma função
cont́ınua

σ : B ⊆ R2 → Rn (n ≥ 3).

• Superf́ıcie: a imagem de σ,

Figura 1: Guidorizzi, vol. 3 (n = 3)

• equação paramétrica/vetorial da superf́ıcie (parametrização): a lei
n = 3 :

σ :


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v), (u, v) ∈ B
σ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ B

Exemplos: superf́ıcies

1. σ(u, v) = (cosu, sinu, v), (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, 1]

2. σ(ϕ, θ) = R(cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ), (ϕ, θ) ∈ [0, π]× [0, 2π] (R > 0)

3. σ(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ B ⊂ R2, onde f : B → R cont́ınua.

Figuras do Guidorizzi e Stewart

Massa & Peron Superf́ıcies
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4. σ(ϕ, θ) = (ϕ, θ) 7→ (cos(θ)[R + r cos(ϕ)], sin(θ)[R + r cos(ϕ)], r sin(ϕ) ),
(ϕ, θ) ∈ [0, 2π]× [0, 2π] (0 < r < R)

5. σ(u, v) = (cosu(1 + v cos(u/2)), sinu(1 + v cos(u/2)), v sin(u/2)),
(u, v) ∈ [0, 2π]× [−1

2 ,
1
2 ]

6. σ(u, v) = (cosu(1 + v cosu), sinu(1 + v cosu), v sinu),
(u, v) ∈ [0, 2π]× [−1

2 ,
1
2 ]

Figura 2: Toro, Faixa de Möbius, Fita torcida (Figuras geradas no Geogebra e da internet)

Massa & Peron Superf́ıcies

https://www.geogebra.org/classic/tm8vejhm
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Hiperplano Tangente: σ : B ⊆ R2 → Rn (n ≥ 3)

Seja B′ = int(B) o interior do conjunto B ⊂ R2 e p0 = (u0, v0) ∈ B′.
Se σ é cont́ınua com derivadas parciais cont́ınuas em p0 e σu(p0), σv(p0) 6= 0
então

• σu(p0) é um vetor tangente à superf́ıcie, no ponto σ(p0).

• σv(p0) é um vetor tangente à superf́ıcie, no ponto σ(p0).

• se σu(p0), σv(p0) são linearmente independentes então definem um hiperplano
que passa pelo ponto σ(p0):

π(s, t) = σ(p0) + σu(p0)s+ σv(p0)t, (s, t ∈ R). (equação vetorial)

π : a · (x− σ(p0)) = 0 é equação geral de um hiperplano passando por σ(p0) e tendo a como vetor normal

Se n = 3 , então σu(p0), σv(p0) são linearmente independentes se e somente
se σu(p0) ∧ σv(p0) 6= 0. Portanto

n̂(p0) =
σu(p0) ∧ σv(p0)

‖σu(p0) ∧ σv(p0)‖

é um vetor unitário perpendicular à superf́ıcie, no ponto σ(p0).
Neste caso, uma equação do plano tangente à superf́ıcie no ponto σ(p0) é:

π : n̂(p0) · (x− σ(p0)) = 0, (x = (x, y, z) ∈ R3).

Definição. Dizemos que a superf́ıcie é regular se σ é cont́ınua com derivadas
parciais cont́ınuas, e as derivadas parciais σu, σv são linearmente independentes
em cada ponto (u, v) ∈ B.1

Neste caso, o plano π é o hiperplano tangente à superf́ıcie, no ponto σ(p0).

Nota. σ regular =⇒ superf́ıcie (Imσ) admite plano tangente em todo ponto.

A rećıproca é verdadeira?
1Imσ possui vetor normal em todos pontos, exceto possivelmente nos pontos da fronteira

Massa & Peron Superf́ıcies
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Exemplos: superf́ıcies regulares, planos tangentes

1. Esfera de raio R > 0: Wolfram

σ : [0, π]× [0, 2π]→ R3 :

(ϕ, θ) 7→ R( cos(θ) sin(ϕ), sin(θ) sin(ϕ), cos(ϕ) )

σϕ = R( cos(θ) cos(ϕ), sin(θ) cos(ϕ), − sin(ϕ) )

σθ = R( − sin(θ) sin(ϕ), cos(θ) sin(ϕ), 0 )

σϕ ∧ σθ = R2( cos(θ) sin2(ϕ), sin(θ) sin2(ϕ), cos(ϕ) sin(ϕ) )

‖σϕ ∧ σθ‖ = R2 sin(ϕ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A esfera é regular?2

A esfera tem plano tangente em todos seus pontos?
O que ocorre em σ(θ, 0) = (0, 0, a) e σ(θ, π) = (0, 0,−a)??
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Nota. superf́ıcie (Imσ) admite plano tangente em todo ponto ; σ regular

2. Gráfico de f : A→ R com A ⊆ R2:

σ : A→ R3 : (x, y) 7→ (x, y, f(x, y))

σx = ( 1, 0, fx(x, y) )

σy = ( 0, 1, fy(x, y) )

σx ∧ σy = ( −fx(x, y), −fy(x, y), 1 )

‖σx ∧ σx‖ =
√

1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2

Portanto, a superf́ıcie é regular se f é de classe C1 em A.
2outros autores podem definir superf́ıcie regular de forma distinta o que pode incluir superf́ıcies que neste

contexto não são regulares

Massa & Peron Superf́ıcies

https://www.wolframalpha.com/input/?i=3d+parametric+plot+(cos+u+sin+v,+sin+u+sin+v,+cos+v),+u%3D0+to+2pi,+v%3D0+to+pi
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3. Superf́ıcies de revolução: S obtida pela rotação da curva C em torno do eixo-z

C : γ(t) = (x(t), z(t)), t ∈ [a, b] (x ≥ 0);

P = (x, y, z) ∈ S ⇐⇒ P pertence a
uma circunferência de raio x(t) na altura z(t).

Uma parametrização para S é:

σ(t, θ) = (x(t) cos θ, x(t) sin θ, z(t)), t ∈ [a, b], θ ∈ [0, 2π].

σt = ( x′(t) cos(θ), x′(t) sin(θ), z′(t) )

σθ = ( −x(t) sin(θ), x(t) cos(θ), 0 )

σt ∧ σθ = (−x(t)z′(t) cos(t),−x(t)z′(t) sin(t), x(t)x′(t))

‖σt ∧ σθ‖ = x(t)
√

(x′(t))2 + (z′(t))2 = x(t)|γ′(t)|

Portanto, a superf́ıcie de revolução é regular se γ é regular de classe C1 e
x > 0.

4. Toro de raios r < R: Wolfram

σ : [0, 2π]× [0, 2π]→ R3

(ϕ, θ) 7→ (cos(θ)[R + r cos(ϕ)], sin(θ)[R + r cos(ϕ)], r sin(ϕ) )

σϕ = ( − cos(θ)r sin(ϕ), − sin(θ)r sin(ϕ), r cos(ϕ) )

σθ = ( − sin(θ)[R + r cos(ϕ)], cos(θ)[R + r cos(ϕ)], 0 )

σϕ ∧ σθ = r[R + r cos(ϕ)](− cos(θ) cos(ϕ), − sin(θ) cos(ϕ), sin(ϕ) )

‖σϕ ∧ σθ‖ = r[R + r cos(ϕ)]

Portanto, o toro é uma superf́ıcie regular.

Massa & Peron Superf́ıcies

https://www.wolframalpha.com/input/?i=3d+parametric+plot+(cos+u+(1%2B.2+cos+v)+,+sin+u++(1%2B.2+cos+v)+,+.2sin+v),+u%3D0+to+2pi,+v%3D0+to+2pi
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fita torcida (orientável) / fita de Moebius (não orientável)
são regulares? (verifique!) Wolfram: vetor normal a Moebius

”quero

andar só pelo lado de fora”

Dizemos que uma superf́ıcie é orientável quando é posśıvel escolher versor
normal unitário n̂ em cada ponto da superf́ıcie de modo que n̂ varie continua-
mente sobre a superf́ıcie (dizemos superf́ıcie orientada pelo campo normal
n̂ unitário ou que n̂ é uma orientação da superf́ıcie).

Dada uma superf́ıcie parametrizada σ : B ⊆ R2 → R3, os vetores

n̂1(p0) =
σu(p0) ∧ σv(p0)

‖σu(p0) ∧ σv(p0)‖
, n̂2 = −n̂1

são vetores unitários normais a Im(σ). Portanto, a superf́ıcie é orientável se n̂1

é cont́ınuo em int(B).

Figura 3: É comum dizer: em S1 o campo normal aponta “para cima” (componente k̂ de n̂

positiva) ou “para baixo” (componente k̂ negativa). Em S2 o campo normal aponta “para fora”
(usualmente chamada orientação positiva e n̂ de normal exterior) ou “para dentro”.

Nota.
S1 possui fronteira (bordo) que é uma curva em R3: ∂S1 = γ.
S2 não possui fronteira: ∂S1 = ∅.
S2 é uma superf́ıcie fechada (é a fronteira de uma região “sólida” em R3).
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=3d+parametric+plot+(cos+u+(1%2Bv+cos+u)+,+sin+u++(1%2Bv+cos+u)+,+v+sin+u),+u%3D0+to+2pi,+v%3D-.2+to+.2
https://www.wolframalpha.com/input/?i=3d+parametric+plot+(cos+u+(1%2Bv+cos+(u%2F2))+,+sin+u++(1%2Bv+cos+(u%2F2))+,+v+sin+(u%2F2)),+u%3D0+to+2pi,+v%3D-.2+to+.2
https://www.wolframalpha.com/input?i=vectorial+product&assumption=%7B%22F%22%2C+%22CrossProduct%22%2C+%22crossVector1%22%7D+-%3E%22%7B-sin%28u%29-+sin%28u%29vcos%28u%2F2%29-cos%28u%29vsin%28u%2F2%29%2F2%2Ccos%28u%29%2Bcos%28u%29vcos%28u%2F2%29%2Bsin%28u%29vsin%28u%2F2%29%2F2%2C+vcos%28u%2F2%29%2F2+%7D%22&assumption=%7B%22F%22%2C+%22CrossProduct%22%2C+%22crossVector2%22%7D+-%3E%22%7Bcos%28u%29cos%28u%2F2%29%2C+sin%28u%29cos%28u%2F2%29%2Csin%28u%2F2%29%7D%22
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2 Área de uma superf́ıcie

Lembrete: Área da superf́ıcie dada por gráfico de função escalar de duas variáveis: σ : A → R3 :
(x, y) 7→ (x, y, f(x, y)), ver Slide 4-Aplicações de integral mútipla:

a := (1, 0, fx(x∗i , y
∗
j ))∆ix = σx(x∗i , y

∗
j )∆ix, b := (0, 1, fy(x

∗
i , y
∗
j ))∆jy = σy(x

∗
i , y
∗
j )∆jy

Temos ∆Sij = A(Sij) ≈ A(Tij) = ∆Tij. A área do paralelogramo é:

‖a ∧ b‖ =
√
f2x(x∗i , y

∗
j ) + f2y (x∗i , y

∗
j ) + 1 ∆ix∆jy = ‖σx(x∗i , y

∗
j ) ∧ σy(x∗i , y∗j )‖∆ix∆jy

A área da superf́ıcie é:

A(S) =

¨
A

√
f2x(x, y) + f2y (x, y) + 1 dxdy =

¨
A
‖σx(x, y) ∧ σy(x, y)‖dxdy

Seja σ : B → R3 uma superf́ıcie regular onde B ⊆ R2 é mensurável.

Figura 4: Guidorizzi, vol. 3

Analogamente ao caso de superf́ıcies que são gráficos de funções, aproxima-
mos a área A(Sij) do “paralelogramo curviĺıneo”ABCD pela área do paralelo-
gramo determinado pelos vetores a = σu(u

∗
i , v
∗
j )∆iu e b = σv(u

∗
i , v
∗
j )∆iv (que

está contido no plano tangente). Temos que A(Sij) ≈ ‖a ∧ b‖.
Definição. A área da imagem de σ é dada por

Aσ =

¨
B

‖σu(u, v) ∧ σv(u, v)‖ du dv.
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https://sites.icmc.usp.br/apperon/04-Integral_multipla-aplica%C3%A7%C3%B5es.pdf
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Sugestão de Exerćıcios:

• Lista 7 do prof. Eugenio Massa: 1, 2, 3, 4, 5.
• Listas no e-disciplinas: Superf́ıcies Parametrizadas
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https://sites.icmc.usp.br/eugenio/calculo3_4/L7_C3_4h.pdf
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