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1 Teorema de Green (Teoremas de Gauss e Stokes no plano)

Figura 1:

ˆ
∂B

F · ds =??

• B = [a, b]× [c, d] ⊂ R2, com B ⊂ A e A um aberto

• γ fronteira de B orientada no sentido anti-horário: positivamente, ∂+B

• F = (P,Q) c.v. cont́ınuo com derivadas cont́ınuas em A que contém B

•
ˆ
γ

F · ds =
4∑
i=1

ˆ
γi

F · ds =
4∑
i=1

ˆ
γi

Pdx+Qdy

• γ1 :

{
x = t

y = c, t ∈ [a, b]
γ2 :

{
x = b

y = t, t ∈ [c, d]

• γ3 = −γ̃3, γ̃3 :

{
x = t

y = d, t ∈ [a, b]
γ4 = −γ̃4, γ̃4 :

{
x = a

y = t, t ∈ [c, d]

• ˆ
γ

F · ds =

ˆ
γ1

Pdx+

ˆ
γ2

Qdy −
ˆ
γ̃3

Pdx−
ˆ
γ̃4

Qdy

=

ˆ b

a

P (t, c)dt+

ˆ d

c

Q(b, t)dt−
ˆ b

a

P (t, d)dt−
ˆ d

c

Q(a, t)dt
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• ˆ
γ

F · ds =

ˆ b

a

P (t, c)dt+

ˆ d

c

Q(b, t)dt−
ˆ b

a

P (t, d)dt−
ˆ d

c

Q(a, t)dt

=

ˆ d

c

[Q(b, t)−Q(a, t)]dt−
ˆ b

a

[P (t, d)− P (t, c)]dt

=

ˆ d

c

[Q(b, v)−Q(a, v)]dv −
ˆ b

a

[P (u, d)− P (u, c)]du

=

ˆ d

c

[ˆ b

a

∂Q

∂x
(u, v)du

]
dv −

ˆ b

a

[ˆ d

c

∂P

∂y
(u, v)dv

]
du

T.Fubini
=

ˆ b

a

ˆ d

c

[
∂Q

∂x
(u, v)− ∂P

∂y
(u, v)

]
dvdu

T.Fubini
=

¨
B

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
• Portanto, se F é um c.v. de classe C1 em A que contém B, então‰

γ

F · ds =

˛
∂+B

Pdx+Qdy =

¨
B

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

¨
B

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dA =

¨
B′

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dA+

¨
B′′

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dA

=

˛
∂+B′

Pdx+Qdy +

˛
∂+B′′

Pdx+Qdy

=

[ˆ
γ1

Pdx+Qdy +

ˆ
γ2

Pdx+Qdy +

ˆ
γ3

Pdx+Qdy +

ˆ
γ4

Pdx+Qdy

]
+

[ˆ
γ5

Pdx+Qdy −
ˆ
γ2

Pdx+Qdy +

ˆ
γ6

Pdx+Qdy −
ˆ
γ4

Pdx+Qdy

]
=

ˆ
γ1

Pdx+Qdy +

ˆ
γ6

Pdx+Qdy +

ˆ
γ3

Pdx+Qdy +

ˆ
γ5

Pdx+Qdy

=

ˆ
γ
Pdx+Qdy +

ˆ
α
Pdx+Qdy =

ˆ
∂+B

Pdx+Qdy
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Hipóteses para o conjunto B e sua fronteira ∂B (H-TG):

Dado um aberto A ⊆ R2 consideremos um conjunto B ⊆ A com as seguintes
propriedades:

• B é compacto (fechado e limitado),

• int(B) = B′ 6= ∅ (interior não vazio),

• a fronteira de B é uma (ou mais) curva fechada, simples, regular por partes.

• ∂+B a fronteira de B orientada positivamente, isto é: de forma que

“B esteja sempre a esquerda de quem olha na direção e sentido de t̂”

(analogamente, tal que t̂ ∧ k̂ = n̂ext)

Teorema 1.1 (Teorema de Green). Seja A ⊆ R2 um aberto e B ⊆ A como
em H-TG.

Sejam P,Q : A→ R cont́ınuas com derivadas cont́ınuas.
Então ¨

B

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
=

˛
∂+B

Pdx+Qdy

Aplicação:
Várias combinações para P e Q podem ser consideradas de forma que

Qx − Py = 1,

as mais tradicionais são:

P (x, y) = 0, Q(x, y) = x

P (x, y) = −y, Q(x, y) = 0

P (x, y) = −y
2 , Q(x, y) = x

2 .

Assim,

|B|2 =

¨
B

1 dxdy =

˛
∂+B

x dy =

˛
∂+B

−y dx =
1

2

˛
∂+B

x dy − y dx.
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Reformulações do Teorema de Green:

Lembrete 1: Se F = (P,Q),

div F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

Se γ(t) = (x(t), y(t)), então

t̂(t) =
1

‖γ′(t)‖
(x′(t), y′(t)), n̂1(t) =

1

‖γ′(t)‖
(y′(t),−x′(t)), n̂2(t) = −

1

‖γ′(t)‖
(y′(t),−x′(t))

e o fluxo de F através de γ é dado por (ver Slide 8: Integral de linha de campo vetorial)

ˆ
γ
[F · n̂ ] ds = (±)

ˆ
γ
P (x, y)dy −Q(x, y)dx

Figura 2: *B com fronteira orientada positivamente: n̂ext = n̂1 (“normal exterior a B”)

˛
∂+B

[F · n̂ext ] ds
n̂ext=n̂1=
∗

˛
∂+B

−Q(x, y)dx+P (x, y)dy
T.Green

=

¨
B

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
=

¨
B

div F

Reformulação 1) Teorema de Gauss em R2 (ou teorema do divergente)
Considerando F : A → R2 de classe C1, A ⊆ R2 um aberto e B ⊆ A como

em (H-TG), ¨
B

div F =

˛
∂+B

[F · n̂ext] ds,

onde n̂ext é o vetor normal unitário exterior ao conjunto B.
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Cálculo III, 27 de maio de 2022 5

Lembrete 2:

F = (P,Q); rot F =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k̂

Reformulação 2) Teorema de Stokes em R2

Considerando F : A → R2 de classe C1, A ⊆ R2 um aberto e B ⊆ A como
em (H-TG). ¨

B

rot F · k̂ =

˛
∂+B

F · ds.

Sugestão de Exerćıcios:

• Lista 6 do prof. Eugenio Massa.
• Listas no e-disciplinas: Teorema de Green - Parte I e Parte II
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https://sites.icmc.usp.br/eugenio/calculo3_4/L6_C3_4h.pdff
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