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1 Integral de linha de campo vetorial

1.1 Campo Vetorial

F : A ⊆ Rn → Rn é um campo vetorial (c.v.) com domı́nio A

Figura 1: Stewart, Cálculo, vol. 2: Campos de velocidade: aspecto do vento, correntes
oceânicas, escoamento do ar e do fluido, campo de força gravitacional

Exemplos:

1. F (x, y) = (−y, x) = −y−→i + x
−→
j é um c.v. em R2

2. F (x, y, z) = (0, 0, z) = z
−→
k é um c.v. em R3
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1.2 Integral de linha de c.v.

Sejam

• F : A→ Rn um campo vetorial (c.v.) de domı́nio A ⊆ Rn

• γ : [a, b]→ A uma curva regular e com derivada cont́ınua,

Queremos definir a integral do c.v. F ao longo de γ

******** Motivação (caso n = 2 ou n = 3):
Se F representa um campo de forças e γ o caminho que uma part́ıcula per-

corre, qual o trabalho τ realizado por F para mover a part́ıcula de γ(a) a γ(b)?

• Se F é constante e γ um segmento retiĺıneo: τ = F · (γ(b)− γ(a)︸ ︷︷ ︸
deslocamento

)

Figura 2: Stewart, Cálculo, vol.2
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• Caso geral: F não constante, γ não retiĺıneo

Figura 3: Stewart, Cálculo, vol. 2 e Guidorizzi, vol. 3

• P = {t0, ..., tn : a = t0 < t1 < t2 < .. < tn−1 < tn = b} partição de [a, b]:

• {Pi := γ(ti) : i = 0, . . . , n} partição do traço C de γ

• ∆is ≈ |Pi−1Pi|

•

τ ≈
n∑
i=1

F (γ(ti−1)) · (γ(ti)− γ(ti−1))

TVM
=

t∗i∈(ti−1,ti)

n∑
i=1

F (γ(ti−1)) · γ′(t∗i )∆it

t∗i≈ti−1≈
n∑
i=1

F (γ(ti−1)) · γ′(ti−1)∆it

•

τ =

ˆ b

a

F (γ(t)) · γ′(t)dt

************
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Definição: A integral de linha do c.v. F sobre γ é dada por

ˆ
γ

F · dγ :=

ˆ b

a

F (γ(t)) · γ′(t) dt

OBS: não depende da parametrização da curva exceto pela orientação,
que muda o sinal da integral!!!

Se γ1 e γ2 são curvas com mesmo traço como em (R–C) (Slide 7) tais que:

• possuem a mesma orientação, então

ˆ
γ1

F · dγ1 =

ˆ
γ2

F · dγ2

• possuem orientação contrária, então

ˆ
γ1

F · dγ1 = −
ˆ
γ2

F · dγ2

Outras notações:

ˆ
γ

F · dγ =

ˆ
γ

F · ds =

ˆ
γ

F · dr (onde r(t) = γ(t))

Outras fórmulas:

ˆ
γ

F · ds =

ˆ b

a

F (γ(t)) · γ′(t) dt

=

ˆ b

a

[
F (γ(t)) · t̂(t)

]
‖γ′(t)‖ dt

=

ˆ
γ

[
F · t̂

]
ds

F=(F1,...,Fn)
=

γ=(γ1,...,γn)

ˆ b

a

[F1(γ(t))γ′1(t) + ...+ Fn(γ(t))γ′n(t) ] dt

xi=γi(t)
=

ˆ
γ

F1(x1, .., xn)dx1 + ...+ Fn(x1, .., xn)dxn
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n = 2: F = (P,Q)ˆ
γ

F · dγ =

ˆ
γ

[
F · t̂

]
ds =

ˆ
γ

Pdx+Qdy

n = 3: F = (P,Q,R)ˆ
γ

F · dγ =

ˆ
γ

[
F · t̂

]
ds =

ˆ
γ

Pdx+Qdy +Rdz

Interpretação f́ısica:

• Se F é um campo de forças, entãoˆ
γ

F · ds

(integral de linha com relação ao comprimento de arco da componente tangencial da força)

é o trabalho feito pelo campo F sobre uma part́ıcula que percorre o traço
de γ .

Figura 4: Guidorizzi, Um curso de cálculo, vol. 3

Exemplos: Calcule
´
γ F · dγ onde

1. F (x, y) = (y2, x),

(a) o segmento de reta de (−5,−3) a (0, 2). (Resp.: −5
6)

(b) o arco de parábola x = 4− y2 de (−5,−3) a (0, 2). (Resp.: 245
6 )

2. F (x, y) = (y, x) e γ dos itens (a) e (b) anteriores. (Resp.: −15)
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1.3 Fluxo de um campo vetorial através de uma curva

Para o caso n = 2, sejam ainda

• F : A→ R2 um campo vetorial de domı́nio A ⊆ R2

• γ : [a, b]→ A uma curva regular e com derivada cont́ınua,

Definição: O fluxo do campo vetorial F através da curva γ

ˆ
γ

[F · n̂ ] ds :=

ˆ b

a

[F (γ(t)) · n̂(t) ] ‖γ′(t)‖ dt

Figura 5: Guidorizzi, Um curso de cálculo, vol. 3

OBS: não depende da parametrização da curva (pelo menos se a reparame-
trização é bijetora) mas depende da escolha do sentido do vetor normal
unitário n̂:

Lembrete: em R2 vale n̂ ⊥ t̂⇐⇒ n̂ · t̂ = 0.
Se t̂ = (a, b) é versor tangente, então n̂1 = (b,−a) e n̂2 = −(b,−a) são

versores normais.

Figura 6: Guidorizzi, Um curso de cálculo, vol. 3
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Outras fórmulas:

Se F = (P,Q) e γ(t) = (

x︷︸︸︷
γ1(t),

y︷︸︸︷
γ2(t)), então

t̂(t) =
1

‖γ′(t)‖
(γ′1(t), γ

′
2(t)), n̂(t) = ± 1

‖γ′(t)‖
(γ′2(t),−γ′1(t))

e ˆ
γ

[F · n̂ ] ds =

ˆ b

a

[F (γ(t)) · n̂(t) ] ‖γ′(t)‖ dt

= (±)

ˆ b

a

[P (γ(t))γ′2(t)−Q(γ(t))γ′1(t) ] dt

= (±)

ˆ
γ

P (x, y)dy −Q(x, y)dx

Interpretação f́ısica:

• Se F é a velocidade de um escoamento planoˆ
γ

[F · n̂ ] ds

(integral de linha com relação ao comprimento de arco da componente normal da força)

é o fluxo de fluido através do traço de γ (“área” de fluido por unidade de
tempo).

Quando a curva γ é fechada costuma-se usar o śımbolo

˛
γ

, e se orientada no

sentido anti-horário:

‰
γ

Sugestão de Exerćıcios:

• Lista 4 do prof. Eugenio Massa: 2, 3, 9 a 20.
• Listas no e-disciplinas: Integral de Linha de um Campo Vetorial Parte I
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