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Sfl Sequéncias de funcoes

Sfl1.1 Definicao e exemplos

Definicao Sf1.1. Seja D C R. Chamamos Sequéncia de funcoes uma
funcao

AN:NCNU{0} = {f:D — R;féfuncao}: n+— A(n) = f,.

{fn D — R}neN; {fn}nEN
*

Note: Temos duas varidveis envolvidas: n € N e x € D, onde f,(x) é o
valor que a funcao f, assume em x:

e n fixado: f,: D — R é funcao

e v € D fixado: {f,(x)}, é sequéncia numérica

Exemplo Sf1.2. 1. Com D =R, n>1:

(a) fo(z) =2 (g) fu(z) = arctan(x 4+ n)

(b) fa(z) = na Cf1—nlz] J2l <1/n

(c) falz) =12 (b) fule) = {0 x| > 1/n

(d) falx) = sin(na) n2z 0<x<1/n

(e) fulz) = 2i) @) fu@) = n2—nz) 1/n<z<2/n
() fu(z) = e 0 r>2/noux<0

1
0) fuly =3 “ENT

n x<l1l/n

(Veja em )
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Sf1.2 Convergéncia de sequéncia de funcoes

Como, para cada x € D fixado, {f,(x)}, é uma sequéncia numérica, podemos
perguntar se tal sequéncia converge(a que)/diverge/oscila.

Retome o Exemplo Sf1.2 e calcule o limite da sequéncia { f,,(z)}, para cada
xr € D fixado.

Sf1.2.1 Convergéncia pontual

Definicao Sf1.3. *

Dada uma sequéncia de funcoes

{fu: D= R}pen
e fixados AC De f: A— R,
e dizemos que f, converge pontualmente a f em A se
para todo x € A vale nh_{glo fu(z) = f(x)
e entao dizemos que f é o limite pontual de f, em A:

fn— f pont. em A|ou fn£>femA_

e 0 conjunto de convergéncia pontual de f, é o maior A C D tal
que a seq. numérica { f,(z)} converge para todo = € A

Exemplo Sf1.4. Discuta a convergéncia pontual das sequéncias do Exemplo

S1.2 *
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Sf1.2.2
f, limitadas em A e f, > f em A => f limitada em A ?
f, continuas em A e f, > f em A => f continua em A ?

lim lim f, = lim lim f, 7
T—T N—00 n—00 T—Tg

fo D fem A, f, derivdveis = f derivével em A ?

Jim fi(a) = (Jim £)

fo 2 fem A, f, integraveis em [a,b] => f integravel em [a, b] ?

lim [ f) = [ lm (o) ?

n—oo a

Sf1.2.3 Convergéncia uniforme

Definicao Sf1.5. *

Dada uma sequéencia de funcoes

{fn: D%R}neN
e fixados AC De f: A— R,

e dizemos que f, converge uniformemente a f em A se

Ve>0existe HE Rtal quen > H = |f,(z) — f(x)]<e Vz € A

e entao dizemos que f é o limite uniforme de f, em A:

fn— f unif. em A|ou fnﬂfemA,
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Observagao Sf1.6 (Comparagao das definigoes).

e f, — f pontualmente em A: | para todo = € A vale lim f,(x) = f(x) |:

n—oo

Vx € A Ve >0existe H=H(x,e) e Rtalquen > H = |f,(z) — f(x)| <e
H depende de ¢ e de z também

e f, — f uniformemente em A:

Ve>0existe H=H(e) e Rtalquen > H = [ |fu(z) — f(zx)| <e Vx € Al:
H depende de € apenas e deve servir para todo .

Uma formulacao equivalente é

Ve > 0existe HE R tal quen > H = sup,c4|fu(z) — f(2)| <€

ou seja, | lim | sup|f.(z) — f(z)| | =0 *

n—o0 €A

Geometricamente:

! -

(a) fn % f em A quando a partir de um certo indice os graficos de f,, estdao contidos na faixa de raio
e em torno de f, para qualquer € (Grafico em Geogebra).
(b) 2™ 4 f em [0,1]: o grafico de qualquer fungao 2" nunca fica contido na faixa de raio ¢ = 0.1;

2" % f em [0,b] para qualquer b € (0,1).

Atencgao: pode nao existir um maior A C D tal que a seq. {f,} convirja
uniformemente em A.

Peron & Massa Sth
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Proposicao Sf1.7.
eseBCAef,—femA = f,—>femB (unif/pont)

o f— funif. em A = [, — [ pont. em A

Procedimento para estudar convergéncia uniforme:

1. calcular limite pontual f e encontrar o conj. de converg. pontual A

2. procurar B C A tal que f, — f unif. em B.

Exemplo Sf1.8. (gréaficos no )

0 0<z<1
1. (Ex. Sfl.2-1a) 2" — f(x) = {1 - f pontualmente em [0, 1], mas
Tr =

nao uniformemente.
™ — 0 pontualmente em [0, 1), mas nao uniformemente.

" — 0 uniformemente em [0, p] para todo p € (0,1).

2. (Ex. Sfl.2-1c) £ — 0 pontualmente em R, mas nao uniformemente.

£ — 0 uniformemente em [—p, p] para todo p > 0.

3. (Ex. Sf1.2-1d) #2122 % () em R e uniformemente em R.

n’x 0<zxz<1/n
4. (Bx. Sf1.2-1i) fo(x) = n(2—nz) 1/n<z<2/n 5 0em R mas
0 x>2/noux<0

nao uniformemente
De fato, a convergéncia nao é uniforme em qualquer subintervalo da forma

[0, p].
5. (Ex. Sf1.2-1f) fu(x) = Y122 5 12| em R e uniformemente em R.

n
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Sf1.3 Teoremas de passagem ao limite

Definigao Sf1.9. Uma sequéncia de fungoes {f, : A — R}, é dita ser
uniformemente de Cauchy em A se

Ve > 0 existe H > 0: pm > H = |f,(x) — fn(z)| < € para todo = € A.
*

Observacao Sf1.10. Se {f,} é uma sequéncia de fungoes uniformemente
de Cauchy em A, entdo, para cada x € A, a sequéncia numérica {f,(z)} é de
Cauchy. *

Teorema Sf1.11.

(a) se {f.} € uniformemente de Cauchy em A e f, — f pont. em A,
entao f, — f unif. em A;

(b) | {f.} € unif. de Cauchy em A < {f,} converge unif. a alguma f em A.

<

Teorema Sf1.12. Suponha que a sequéncia de fungoes {f,} convirja
uniformemente a f em A;

0) se cada f, € limitada em A entao f € limitada em A

1) se xy € p.a. de A e, para todo n, Ilim,_,,, fn(z) = L, entdo

3 lim f(x) = lim L, € R|, i.e,| 3 lim lim f,(z) = lim lim f,(z) € R

T—Tg n—00 T—T N—00 n—00 T—Tg

2) se cada f, € continua em A entdo f € continua em A

3) se cada f, € integrdvel em [a,b] C A entao f integrdvel em [a,b] e

/abf(x) dv = lim (/abfn(x) dx) <
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CUIDADO: nao vale que se as f, sao deriv. entao f € derivavel!!!

Teorema Sf1.13. Seja {f,} uma sequéncia de fungoes derivdaveis em
um aberto que contém |a,b]. Se

1. {fn(x0)} convergir para algum xy € |a, b]
2. {f}} convirja uniformemente em [a,b] a uma funcgao g,

entao

{fn} conv. unif. em [a,b] a uma funcdo f, onde f é derivivel e f" = g,
ou seja,

(hm fn(x))/ = lim f) (z)| <

n—oo n—oo

Observagao Sf1.14. As afirmacgoes dos teoremas acima poderiam ser falsas
assumindo apenas convergéncia pontual!! *

Observacao Sf1.15.

e {2"} nao converge uniformemente em [0, 1]: o limite nao é continuo.

e {arctan(xz + n)} nao converge uniformemente em R:

lim lim f,(z) =7/2# —7n/2 = lim lim f,(z).

T—r—00 N—00 n—oo r——0o0

V14 n?z?

n

o fulz) =

{fn} converge uniformemente em R mas { f/} ndo converge uniformemente
em R: o limite de {f,} nao é derivavel.
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n’x 0<z<1/n
o fu(lz)=<n2—nz) 1/n<x<2/n
0 x>2/nouxr<0

{fn} nado converge uniformemente em R: a integral do limite nao é o limite
da integral.

1
. f1(z) = o r>1/n

n® z<l1l/n

{fn} nado converge uniformemente em (0, 00): o limite nao ¢é limitado
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Sf2 Séries de funcoes

Chamamos Série de funcoes a soma dos termos de uma sequéncia de fungoes:
dada uma sequeéncia de funcoes f,,, chamamos

e Si(z) = Zzzno fn(z) sequéncia (de fungoes) das somas parciais

e definimos a Série associada a f, sendo

Z fn = lim S, (limite pontual)
k—00

o0

Exemplo Sf2.1.

oo

) Z z" converge pontualmente a S(z) =

n=1

X

—1,1).
_xem( 1)

sin(nx
° E ——— converge pontualmente em R.
n

*

Dizemos que a série converge uniformemente em A se S; converge uniforme-
mente em A, em particular

(0. ¢]
Z fn(z) converge uniformemente em A a funcao S(x), se
n=1

] o
Teorema Sf2.2 [Teste M de Weiestrass].

Se supyeq | fu(@)] < an ed 0" an € uma série convergente,

entao a série Y~ fu(x) converge uniformemente em A. <

k

S@) = fule)

n=1

lim [sup
k—oo | zeA

Observacao Sf2.3. A condicao é apenas suficiente: mesmo nao valendo a
série poderia convergir uniformemente. *
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Teorema Sf2.4.  Suponha que a série S(x) = > | fu(x) convirja uni-
formemente em A.

0) se cada f, € limitada em A entdo S € limitada em A

1) sexy € p.d.a de A e 3lim,_,,, fn.(x) = L, entdo

3 lim (i fn(iv)> = i (3}530 fn(x)) €R

2) se cada f,, € cont. em A entao S € cont. em A

3) se cada f, € integrdvel em [a,b] C A entdo S integrdvel em |a,b] e

/abS(x) dz = i (/b ful) d:z:)

CUIDADO: nao vale que se as f, sao derw. entao S derivdvel!l!

Teorema Sf2.5. Considere a série S(x) = > " fo(x) com f, de-
riwdveis. Se

o > | fulxo) convergir para algum o € [a, b]
o D(x)=> ", f1(x) convergir uniformemente em [a,b],

entdo S converge unif. em [a,b|, é derivdvel e 8" = D, isto é,

(Z fn(w)> =) i@

<

Exercicio Sf2.6. Discuta a convergéncia pontual e uniforme das series a
seguir, e a continuidade e derivabilidade de suas somas.

DU DU DIREE)
o0 . (0. ¢] .
sin(nz) sin(nz)
* 2 D D *
n=no n=nyo
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