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D1 Recordacao sobre Topologia Aula 12

e X conjunto nao vazio.
e 7 colegdo de subconjuntos de X: 7 = {X,}aen.
Dizemos que 7 ¢ uma topologia em X se:
(a) 0, X €7
(b) quXa er, X, €T
(c) nfz'm'ta Xa€T, Xog€T

(X, 7) é chamado espago topolégico.
Os elementos de uma topologia 7 sao chamados de abertos.

D2 Exemplos de topologia
D2.0.1 Topologia induzida pela norma (topologia “forte”, “usual”):

e X ¢ um espaco vetorial normado

e 7: gerada pelas bolas abertas, é o conjunto de todos os abertos de X', onde

um aberto de X é um subconjunto de X em que todo ponto é ponto
interior, ou seja, para cada ponto do subconjunto, existe uma bola aberta
centrada no ponto contida no subconjunto (portanto, depende da norma)

T satisfaz (a), (b) e (¢):
0, X er, UAZ’GT, m Aier, (A eT).
qq finita
T é topologia em X, chamada de topologia induzida pela norma.
D2.0.2 Topologia discreta (“maior” topologia)

e X conjunto nao vazio

e 7 é 0 conjunto de todos os subconjuntos de X: 2% ou P(X)

T é topologia em X, chamada de topologia discreta.

T C 2%, Vr topologia em X
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e A topologia induzida pela norma em um e.v.n. é “muito forte” no
sentido que tem “muitos abertos” e consequentemente “poucos com-
pactos”. Por exemplo, a bola fechada em um e.v.n. de dimensao
infinita ndo é compacta (Teo. de Riesz A5.7):

B;*(0) compacta = dimX < oo (%)

e Muitas solugoes de problemas sao baseadas em max/min de fungoes:
a compacidade tem um papel fundamental e com o fato (x), muitos re-
sultados nao podem ser obtidos diretamente em espacos de dimensao
infinita.

e Por outro lado, uma funcao tem mais chance de ser continua na
topologia induzida pela norma (muitos abertos).

Objetivo: definir topologias “mais fracas” (com menos abertos e
mais compactos) do que a topologia induzida pela norma, que de
alguma maneira “preservem” propriedades de continuidade.

Definicao D2.1. Uma fungao f : (X,7x) — (Y,7y) é continua quando
f~HQ) € 7x para todo Q € 7y *

Definicao D2.2. Se (X, 7) é um espago topoldgico, dizemos que C' C X é
compacto se toda cobertura aberta de C' possui uma subcobertura finita.

se C' C |J,cr Ai onde {A;} C 7 entao existe un subconjunto finito

de indices Iy C Z tal que C C Uiel0 A;

*

Definigao D2.3. Dizemos que um (X, 7) espago topoldgico (ou que a topo-
logia 7) é de Hausdorff se para todo =,y € X com x # y, existem O1,0y € T
disjuntos tais que z € Oy, y € Os. *

D3



AF-D 8 de outubro de 2025

Observacao. X e.v.n., 7q topologia em X, 75 topologia induzida pela norma:
ey, v>remn < VVernVszdnyxr,eV,n>ng

e v, >z em < |z, —z|] =0

Seja (X, T) espago topoldgico
1. V. C X é uma vizinhanca de z € X se

d0ermzeOCV

2. N, C 7 é uma base de vizinhancas de x € X quando

reUer=—dVeN zeVcCcU

3. N C 7 é uma base para 7 quando todo O € T,

O=Jvi, VieN

1€

Definicao D2.4. Se 71, 7 sao duas topologias no conjunto X, dizemos que:

e 7» é mais fina que 7, se 71 C 1
(mais fina se tem mais abertos, “maior”)

e 71 é menos fina que 1, se 71 C T
(menos fina se tem menos abertos, “menor”, “mais fraca”)

Exemplo.
A topologia discreta é mais fina que a topologia induzida pela norma. Y

Nosso interesse: queremos uma topologia menos fina que a topologia in-
duzida pela norma que preserve continuidade.
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D2.0.3 Topologia gerada
e X um espago topoldgico
e g C P(X): uma familia de conjuntos de X

e {7i}icr a colecao de topologias em X tais que g C 7;, Vi € I,
isto é, todo elemento de g é aberto em cada topologia ;.

& ~ ; Loi75, p. 77
® (Nic; 7 ¢ a menor (menos fina) topologia em X que contém g | ]

Denotamos a topologia menos fina de X que contém ¢ por

lg] = ﬁ{n : 7; é topologia em X, g C 7;}
el
e é denominada topologia gerada por g.
Qual é a “cara” da topologia [g]?
e E=gU{0, X}.
e 7 topologia em X tal que £ C 7

Entao, 7 deve conter intersecoes finitas de elementos de &:
o= ﬂAj ; Aje &, Jfinito ) C 7
jeJ

Por consequéncia, 7 deve conter unioes quaisquer de elementos de 7:

7(€) = U B\, ; By,= ﬂ Ajy, Ajy €&, Jy finito p C 7
AEA JEIN

e 7(£) C 7, para toda topologia 7 que contém g: 7(€) C [g].

e 7(£) é uma topologia em Xque contém g: [g] C 7(&). L0175 P
(5) z D 1 g Xq , q [g] (g) [Loi75, p. 77]

9] = 7(€)
Resumindo: dado g C P(X), a topologia gerada por g (a menos fina que
contém g) é aquela formada por (), X e unides quaisquer de interse¢oes finitas

de elementos de g.

IEsta colecdo é ndo vazia, pois 2% é uma dessas topologias
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D2.0.4 Topologia induzida por uma familia de funcoes
e X um conjunto
e {(Y;,7;)}icr uma colecdo de espagos topoldgicos
o F = {y;}ic; uma colecao de fungoes ¢; : X — Y]

a topologia menos fina 7 em X de modo que toda ¢; seja continua,
le.,
(pl_l(QZ) cT, Q; € T, Viel

Le, a topologia menos fina que contém
g={¢/ (W) CX ; Qemn, icl}CPX)

Pela Secao D2.0.3, a topologia menos fina que torna cada ¢; continua, cha-
mada topologia induzida pela familia F, é a topologia gerada por g:

0= U ﬂ %_Al(QM) ; €T, vel, J) finito ;. (D2.1)
AEA jEJ)

Note que, para a topologia induzida por F:

e uma base para ¢ é da forma:

N = { M) : Qen,JcT ﬁnito} (D2.2)

e para cada z € X, obtemos uma base de vizinhancas de = (na topologia o)

considerando conjuntos da forma
-1
ieJ
onde J é finito e cada V; é uma vizinhanca de ¢;(z) em Y;:

N, = { ﬂ %—1(‘/;) : V; é vizinhanca de ¢;(z) em Y;, J é ﬁnito} (D2.3)

1€
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D3 Topologia fraca em e.v.n. X

Objetivo: usar X* para definir uma topologia ¢ em X

“o(X, X™)” serd uma topologia em X induzida por X*

Definicao D3.1 (Topologia fraca). Seja X um e.v.n. sobre K.
Denotamos por [ 7x | sua topologia forte: a induzida pela norma.

Definimos em X a topologia fraca, denotada® por |o = o(X, X*)|,> como

sendo a topologia gerada pela familia
g= {qb_l(A) e X', ACK aberto} C X,

ou seja, a topologia induzida pela familia F = {¢}sex- *

Desta forma todo ¢ € X* serd ainda continuo com respeito a topologia fraca:

A topologia fraca é a menos fina que preserva a continuidade dos ¢ € X*

o(X,X") C1x (D3.1)

“(X, (X, X)) = X* (D3.2)

?“dual”’na topologia fraca se refere a continuidade: cont. na top. fraca <= cont./ltda. na top. forte

Outra base de vizinhancgas para x na topologia fraca o (X, X*) é composta
pelos conjuntos da forma

Vioon(@) ={ye X |pi(ly—2) <eVi=1,., N} (D3.3)

onde € > 0 e ¢; € X* para um numero finito de 1 =1,.., N.

2Denotaremos aqui, quando ndo der confusdo, X, = (X,7) e X, = (X, 0(X, X*)).
3Cuidado: a notacdo varia... em alguns livros muda a ordem.
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Demonstrcwdo. Queremos mostrar que: N, :={V, = V.4 4. () :6>0,¢1,..., on € X}

é base de vizinhancas de =

N, C7t ¢é uma base de vizinhancas de =z € X na topologia 7 se
(xeUerT=3VeENzeVCU)

Af 1 V= Vo on(x) € 0(X, X7) (¢ e ¢; fixados)
QU_CI‘CHIOS: V, é “unido qq de int. finita de elem. da forma f! ;s f€X*, Bab. de K” [Eq.(D2.1)]

yeV, < |oly—x)|<eVi=1,. N(z)]gbl() oi(z)| <eVi=1,.,N
<~ ¢i(y) € B-(¢i(x)) Vi=1,.,N

= y€ ¢ (Belhi())) Vi=1,. N<=>y€ﬂ¢ B.(¢i(x)))

=1 aberto K
N
o [Vogion(@) = ﬂ ¢; H(B-(#;(x))) | que é um elemento de o (X, X*)
i=1

Af.2. Ny i ={Vo =V, on(@):6>0,01,...,6n € X*} é base de viz. de x:

20y

relUer(X, X*)=de>0,04,..., oy EX z eV, CU
e xclUeco(X, X"
e De Eq. (D2.3), é uma base de viz. de x :

{ﬂ¢> .V, 6 viz. de ¢y(x )emK,Jéﬁnito}

ieJ

e 3V e N,; U contém V> z, ie.,

3 {p Y, Cc X*, V; C K viz. de ¢4(x); V = ﬂ¢

e de>0; BEK(qbl(x)) cV, Ye=1,...,N (e = I}linNa‘i)
o tome V, =L, ¢; ' (BX(¢i(x))) € N,
€V, =ML, 67 (BX(u(x)) € Niey i (V) =V.CU
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Proposicao D3.2. Se {z,} € uma sequéncia em (X,o(X,X")), entdo
T, — T se, e somente se, p(x,) = p(x), Yo € X*. <

Demonstracao.
(=) é valida pois cada ¢ é ainda continua na topologia fraca o(X, X*)

(=)

T, >r<=>VVeco(X,X"),V3z,Inyx, €V,n>ng

e Veo(X,X);2eV

e Je > ()79917' PN € ;Xf*; ‘/é#P1r~7@FJ<a:) cV

o Ini;|pi(en —2)| = [@i(zn) — @i(z)| <&, paran=n;  (pi(r.) = @i(2))

e basta tomar ng = max{ny,...,ny}

[]

Proposicao D3.3. Sejam (Z,%) um espago topoldgico e ¢ : (Z,%) —
(X, o(X, X™)) uma funcao. Entdo, 1 € continua se, e somente se, potp : Z — K
é continua, Vo € X*. <

Demonstracao.
(=) é valida pois composta de continuas é continua

(<)

Eq. (D2.1): topologia induzida pela familia F = {¢} e x+:

o(X,X*) = U ﬂ e 5 Q€ Tk, oy € X*, Jy finito

AEA GEJTy
49 finita
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o Veo(X, X"
oV = U ﬂ gpgl(QA) onde ) € ¢, p) € X*
>\€A JEJ)
9 finita
e ' (V)= ) ¢ e ) =J () (erow) () « 27
AEA jeJy AEA jEJy
99 finita 99 finita

e Hipotese: po): (Z,%X) — K continua, Vyp € X*

= (proy) (W) €X
- ﬂ ©x O’QL‘ (Q/\) eXx

JEJ )
finita
= |J () (ero) () €T
AEA jEJy
finita
]
Proposicao D3.4. A topologia fraca o = o(X, X™)
(a) € Hausdorff
(b) se X tem dimensdo finita, coincide com a topologia forte T.
(c) se X tem dimensdo infinita,
(i) € estritamente menos fina da topologia forte T:
1. todo aberto de o contém uma reta,
2. nenhuma bola aberta é um aberto de o
(7i) nao pode ser metrizada <

De fato: 1. a prova fornece que: dado z € X, todo aberto V.4, 4, () €
o(X,X*) contém os pontos z + ty, t € R, para algum y € X. Portanto se
V eo(X,X*) é tal que x € V, entao V contém todos os pontos contém os
pontos z + ty, t € R, para algum y € X.

2. bola aberta nao pode conter uma reta: considere g(t) = ||z +ty| e

reproduza argumento da pagina D27.
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Demonstracao. (a) A topologia fraca ¢ = (X, X*) é Hausdorff

e r,yc X comzx #y

Queremos: 01,0, € o(X, X*) disjuntos tais que x € Oy, y € Os.

Teorema B2.4 [Existem muitos funcionais| Seja X um e.v.n. sobre K.

(c) X* separa pontos: Se x # y, existe f € X* tal que f(z) # f(y).

3 € X* tal que o) # 6()
3 Uy, U, C K abertos disjuntos; ¢(x) € Uy, ¢(y) € Uy (K é Hausdorff)

a saber, basta tomar U; = B:(¢(z;)) onde € = |p(x1) — ¢(x2)|/2

€ ¢ HU) =01, y€ ¢ (Uh) =0

pag. D7: todo ¢ € X* serd ainda continuo com respeito a topologia fraca

01,02 GO’(X,X*) eOlﬂ()g:@

z601ﬂ02:>qb(z)€U1ﬁU2 e

(b) Se dim X < 0o , a top. fraca o coincide com a top. forte 7.
e Eq. (D3.1):0CT

Af. 1.7Co
eUcT

o fixe g € U (U é viz. de x¢ na top. forte)

e 3r>0; By(xg) CU
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Queremos: U € o, i.e., U viz. de xy na top. fraca, i.e., devemos encontrar

Af. 2.3e>0,01,...,02€ X" Vey,  o(z0) C Br(x0)

precisamos encontrar € > 0, 1, ...,p? € X7
T € Veg,.0(T0) = = € By(19)

wi(z) — @i(zo e (e =7,p; =7 x— x| <r
|0i(2) — @i(zo)] <& (e =7, 0 =7) = | I <

e {e1,...,6e,} base normalizada de X (dim X =m < c0)
e cada x € X é escrito de maneira Unica

Z T)e;, () eK

=1
e v X > K:xr pi(x)=aix), i=1,...,m

o p; € X*, i=1,... m [Verifiquel

m

D _(al

i=1

< Z jai(z) = ai(zo)| [lei]
m

:Z —@i(xy)| <em=r

=1

[ = ol =

o 1€ Ve o p.(0) =z € B(x0)
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(c)-(i) Se dim X = oo, a top. fraca o é estritamente menos fina da
top. forte 7:
1. todo aberto de ¢ contém uma reta,
2. nenhuma bola aberta é um aberto de o.

x bola aberta nao pode ser um aberto na top. fraca pois nao contém reta

. 0 & 7: bola aberta é conj. aberto na topologia forte e nao é na top. fraca
Precisamos mostrar que: todo aberto de ¢ contém uma reta.
elUco

pag. D& z e U e€o(X,X*)=3e>0,¢1,...,0n € X5 2€V, CU

o fixadoxr e U, de>0,¢1,...,0n € X7
2 € Vegron(@) ={y € X: |pily—a)|<eVi=1,.,N}CU

Basta mostrar: V, := V., .. () contém uma reta, i.e., que para

algum y € X \ {0}, v +ty € V,, vt € R

r+tyeV, <= |pi(z+ty—2a)| <e<=|pi(ty)] <e

= [tllpily) <e, Vi=1,.,N,

que é seguramente verdadeira se ¢;(y) =0, Vi=1,.., N

Afl. 3y e X\ {0}; pi(y) =0, Vi=1,..,N
e T: X Ko T(x) = (p1(2),...,0on(T))
m 71" € linear

m 7" nao é injetora (N(T') # {0}):

caso contrario:
T:X — T(X) é isomorfismo e dim X = dim7T(X) < N,
mas dim X = oo
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(c)-(ii) Se dim X = oo, a top. fraca o ndao pode ser metrizada.

e supor, por contradicao, que existe uma métrica d em X que induza o

Objetivo: escrever X* como uniao enumeravel de conjuntos nunca-
densos, ou seja, X" seria de la. categoria nele mesmo.

Definigao. (pag. A9) Um conjunto A C X é dito de primeira Categoria
em X se A é unido enumeravel de conjuntos nunca-densos F; C X (F, =) %

Mas X* é Banach, e portanto ele é de 2a. categoria nele mesmo.

Teorema [das categorias de Baire] A2.21 Todo espago métrico completo

é de segunda categoria nele mesmo.

e considere a base de vizinhancas de 0 € X composta pelos conjuntos:

1
Ay = {xEX:d(x,O)<E}, keN
03€>O,g0’f,...,g0’fv(k)€X*; (pois Ay € o)
e,w’f,...,@f\,(k)(o) C A%
e dada p € X*, Ik € N; (pois V1,(0) € o)
A% C VL@(O)

[

N N € Vo, 0 € A, CVi(0)  (D34)

1=1,..,N(k)

Lema D3.5. Se X é ev.ne ¢, ¢1,.., 0, € L2(X,K) com

ﬂ N(¢i) € N(9),
=1

"

entao ¢ é combinacao linear dos ¢;
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supor x € ﬂ N(eh) ex ¢ N(p)
i=1,...N(k)

— gof(x) =0,Vi, x € V1,<p(0) e (,0(.%') =a# 0 (por Eq. D3.4)
= ¢ () = 0,Yi, |p(x)|=la] <1

mas:
F(r) = 0,¥i = oF(\z) = 0,Vi, YA = Az € V1 ,(0), VA
e

AN eK; |p(Ax)| = |hal >1 e

e o é combinacao linear de ©f, .. ., goéf\,(k) (Lema D3.5)
LpeX = pelgl,..., Ol

keN

Af2. Fy = [oh, ..., gp’f\,(k)] sdo nunca-densos em X*, i.e, Fy =0

m F}. é subespaco fechado de X* (pois dim Fj, < 00)
Corolario A5.4 Subespacos de dimensao finita de um
e.v.n sao fechados.
m I}, é subespaco préprio de X* (pois dim X* = 00)
—
n [ =F/ =10

Exercicio A3.14 Se S é um subespago préprio de um

e.v.n. X, entao S’ = 0.
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Aula 13
Lema D3.5. Se X é ev.ne ¢, ¢1,..,0, € L2(X,K) com
M M) € N),
i=1,..,N
entao ¢ € combinacao linear dos ¢; <
Demonstracao.
T:X =K'z Tr=(¢1(2),...,0n),d(x))

e p=(0,...,0,1) ¢ R(T) (pela hipétese)

e R(T) s.e.v. fechado de KN*! (pois tem dim. finita, C. A5.4)

o 3¢ e (KN ¢lpery =0 e (p) #0 (Teorema B2.4-(a))

Teorema [Existem muitos funcionais] B2.4 Seja X um e.v.n sobre K. [a.]
Se M é um subespaco fechado de X e zp € X \ M, entao existe f € X* tal que
flar =0,e  f(xo) = d(zo, M) = infenr |20 — m|| > 0.

N+1

(x) =v(xy, ..., xN41) = Z Aizi, onde Ay = (0,...,0,1) #0

1=1

e r c X:

N
0=(Tz) =(d1(2),...,on(2), (x)) = Z Aidi(x) + An10(2)
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Exercicio D3.6. Mostre que

+: Xox Xy, — X, (myy)—ax+y
 Kx Xy — X, 0 (N x) = Az

sao continuas (use as bases de vizinhangas!) *

Notacao de convergéncia fraca e forte. FEscreveremos:
o [z, — x| (x, conv. fracamente a x) quando a convergéncia é na top. fraca,

. (2, conv. fortemente a x) quando a convergéncia é na top. forte

Observagao. Como a topologia fraca é de Hausdorff (Proposigao D3.4), se
uma sequéncia converge fracamente, entao seu limite é nico. *

Proposicao D3.7. Seja {z,} uma sequéncia em X. Temos que:

i) T, ~x <= ¢(x,) > o(xr) V ¢ € X*
i) T, > = T, >
iii) x, = x = {||z,||} € limitada e ||x|| < liminf ||z,||
w) x, =T e d, = ¢ em X* = ¢,(x,) — o(x). g

Demonstracao.
i)z, =2 <= o¢(x,) = o(xr) V ¢ € X" éa Proposicao D3.2:

Se {z,,} é uma seq. em (X, 0(X, X*)), entdo z, = x <= ¢(x,) — ¢(x), Vo € X*.

D17



AF-D 8 de outubro de 2025

i) x, = v = a seq. {||z,]|} é limitada e ||z| < liminf ||z,||

Queremos: {||z,||} limitada, i.e., 3 ¢; [|z,]| < ¢,Vn, ou equivalente-
mente que o conj. B ={z,:n €N} C X seja limitado

Corolario B4.3(LU-Banach-Steinhaus). Se X é um e.v.n. sobre K e B C X:
¢(B) = {¢(x), = € B} limitado V ¢ € X* = B limitado.

Afl. ¢(B) = {¢(x,), n € N} é limitado V ¢ € X*
e pc X¥

T, — T N d(xy) = ¢(x) = {o(z,), n € N} limitado

Af2. |lz|| < liminf ||z,]|

Exercicio B2.5. ||z||y = dr)rel%gi |o(x)|
6]l x=1
e e X% [[@fly. =1
o (z) = lim ¢(x,) (por 1))

o [o(zn)| < @l [[znll = llznl]

o) = lim|g(x,)| = liminf |¢(x,)| < liminf ||z,
= ||z|| < liminf ||z,||

iv) z, =~z e¢, > ¢em X* = ¢,(x,) = ¢(z)

Af3. Ve > 0,3 ng; |pn(x,) — od(x)] < e, n > ng

Temos:
et =5 $le,) = Hlx)

e, > pem X* = ||¢p, — || =0
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|On(2n) — @) < [Pn(zn) = dlzn) [+] o(zn) — o(2)]

< 9w =9l o] +[9(e) = @)
J/ limitado I
0

Exercicio D3.8. “ Mostre que, se p € (1,00), a sequéncia e, = (6;,)
converge fracamente mas nao fortemente em /,,.
O que pode dizer para os casos p=1e p = o0?
O que pode dizer da sequéncia ¢, = %2?21 e; 7 *

®a reciproca de Proposi¢ao D3.7-ii) ndo é vélidal

Teorema D3.9. Sejam X eY ewvn. eT € L+(X,Y). Entao, sao equiva-
lentes as continuidades dos operadores

(@) T: X, =Y, x—Tx
b)) T:X,—=Y,:x—Tx
(¢ T: X, —=Y,:x—Tx <

@ = 0=0= 0
@ imgta @
@ simila__r_g):m) @
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Demonstracao. (a) = (b)

o I': (X,7x) = (Y, 7y) ¢é continua
Queremos: T : (X,0(X, X")) — (Y,0(Y,Y™)) continua:

Proposiciao D3.3. T: (Z,%) — (Y,0(Y,Y*)) é continua < poT : (Z,%) —
K é continua, Yy € Y*.

ou seja, po T : (X,0(X,X")) — K continua Vp € Y*

e poT: (X, Tx) — K é continua Vo € Y* ie., poT € X* (top. forte)
. poT é continua na top. fraca o(X, X*), Vp € Y* (def. top. fraca)
(b) = (c)

o :(X,0(X,X") — (Y,o(Y,Y")) é continua
Queremos: T : (X, 7x) — (Y,0(Y,Y")) continua:

Proposicao D3.3. T : (Z,%) — (Y,0(Y,Y*)) é continua < @oT : (Z,%) —
K é continua, Yy € Y*.

ou seja, poT : (X, 7y) — K continua Vy € Y*

e dada p € Y
e v:(Y,0(Y,Y")) — K é continua (def. top. fraca)

e poT:(X,0(X,X")) = K continua

(X, 0(X, X*)* = X* (D3.2)
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() = (a)
o I:(X,7x) = (Y,o(Y,Y™)) é continua

e poT :(X,7x) — K é continua, Vp € Y*

Proposicao D3.3. T: (Z,%) — (Y,a(Y,Y™)) é continua <= @oT : (Z,%) —
K é continua, Yy € Y*.

Queremos: T : (X,7y) — (Y, 7y) continua
Af.1. T é limitado, i.e., [|[Tz| <c¢, Ve X, |z| <1

Coroléario B4.3(LU-BS). Se Y é um e.v.n. sobre Ke B CY:
¢(B) = {¢(x), x € B} limitado V ¢ € Y* = B limitado.

e B:={Tx:zeX,|z|| <1} CY
Queremos: B limitado, pois dai 3 ¢; ||b|| <,Vb € B
Basta mostrar: ¢(B) é limitado, Vy € Y*

@(B) ={p(Tz) :x € X,||z|| <1} é limitado, Vi € Y*
= |(poT)(@)[[ <c, Ve e X |z <1,, Vo eY”
< poT :(X,7x) — K¢ limitada, Vy € Y*

< poT:(X,7x) = K é continua, Vo € Y*
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D3.1 Convexos na topologia fraca

e X éum e.v.n. de dimensao finita e C' C X:
C' é aberto/fechado em o(X, X*) <= C ¢ aberto/fechado em 7x

e X éum e.v.n. de dimensao infinita:
C' é aberto/fechado em o(X, X*) = C é aberto/fechado em 7x

m bola aberta (é convexo)
- é conj. aberto na topologia forte
- nao é conj. aberto na topologia fraca (Proposicao D3.4)

m complementar da bola aberta (nao é convexo)
- é conj. fechado na topologia forte
- nao é conj. fechado na topologia fraca

m bola fechada (é convexo)
- é conj. fechado na topologia forte
- é conj. fechado na topologia fraca (Teorema D3.10)

m esfera (nao é convexo)
- é conj. fechado na topologia forte
- nao ¢é conj. fechado na topologia fraca (Corolario D3.11)

C' convexo:
C' é aberte/fechado em o (X, X*) <= C ¢é aberto/fechado em 7x

Teorema D3.10 [Mazur]. Se X ¢ um e.v.n. sobre K e C C X € convezo,

sao equivalentes:

a) C fechado na topologia forte

b) C fechado na topologia fraca

c) C coincide com a interse¢ao de todos os semiespagos fechados que o contém.
<

Demonstracao.
b) = a) como o(X, X*) C 7x:
C fech. na top.a fraca = C¢ ab. na top. fraca = C°¢ ab. na top. forte = C' fech. na top. forte
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a) = b) Caso 1: K=R

e (' convexo é fechado em 7x

ey X\C
Af1. 3V eo(X, X);z0eV e VCX\C, ie, VNC=0

VeoX,X")«<=V= () ¢ 0), 0; C R
Finita aberto

peX*

Teorema B3.4 [Hahn-Banach - Forma Geométrica 2 | Sejam X um e.v.n.
real e C, B C X conjuntos convexos, nao vazios e disjuntos. Se C é fechado
e B é compacto, entao existe um hiperplano fechado que separa C' e B no
sentido forte: 3 p € X*;p|lp > a+e>a>a—e€> y|c.

e B ={xp} é convexo, compacto e BNC = ()

e Jpe X* p(xg) >a >¢x), el

90(370) < (047 OO) = Tp € Qp_l((a? OO))

o V= ((a,00))

V € o(X, X¥) pois (a, 00) é um aberto em R
o€V
V' N C = () pois caso contrario ¢(x) > « para algum z € C

4este é de fato o semiespaco {z € X : ¢(z) > a}
ainda C ndo intercepta tal semiespaco, de fato, C' C ¢~ ((—00, a))
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b) = a) Caso 2: K=C

e (' convexo é fechado em 7x

o(X,X™)

Queremos: C é fechado na o(X, X*): C =C

Secao B2.2: X e.v.(n.) sobre C, | Xy | e.v.(n.) sobre R obtido de X limitando

a multiplicagdo aos escalares reais.

T = (Caso 1)
Basta mostrar: O~ ) = o7 X=X
D)

o OPERXD) _ o o X
C

e 2" (XX,

. todo V € o (X, X*) tal que xy € V, temos V N C # (), em particular,
para todo € > 0,n € Ne ¢1,...,¢, € X* temos V., o (x0) NC # 0

.....

Queremos: todo V € o (Xg, Xi) tal que zp €V, temos VNC 7§ 0, basta:
para todo e > 0,n € N e ¢,...,1, € X temos V., 4 (xg) NC # 0

L

ec>0ey,..., 0, € Xp

Secao B2.2: ¢ € L(Xg,R) = f(x) := ¢(z) — i¢(iz) € L(X,C)

o i(x) =v¢(x) —i(iz),re X,j=1,...,n
e p; e X' g=1,...,n
e T V., 0. ()N C
Af1. T e Vg u, (x0), 16 [ (T—x0)| <e, Vj=1,...,n

9 (T = 20)| = Re(p)) (T = x0)| < | (T —wo)| <€ Vi=1,....n
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C C X convexo é fechado <= (' coincide com a intersecao de todos os

semiespacos fechados que o contem: C' = ﬂ H
H semiesp.fech.
CcH
(=)

interseccao qualquer de fechado é fechadol™7 P- 24]

(=)
e (' C ﬂ H ok!

H semiesp.fech.

CCcH

Afl. () HcCC, ie,C°C N H

H semiesp. fech. H semiesp. fech.
ccH ccH
e o X\C
Caso 1: K=R

feX* [f=a]l:={ze€X: f(xr)=a}=f"'a): hiperplano fechado

e Jpec X5 CCyp(—o0,a]) =W (pag. D23)

a)=0b) Caso 1: K=R
e B ={x0} é convexo, compacto e BNC =)

e Jpe X* p(xg) >a > p(z), xeC

o(z) € (—00,a) C (—00,a] =z € ¢ 1((~00,a]), z€C

05130¢W

e W é um semiespaco fechado

H semiesp. fech.
CcH
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Caso 2: K=C

f e X" = Re(f),Sn(f) € (Xr)" e os semiespagos em X sao definidos
através dos funcionais reais, por exemplo:

{z € X : Re(f)(x) > a}: é um semiespago fechado
e Jpe (Xr)s CCyi((—o0,a]), m ¢ ¢! ((—00,a]) (Caso 1)
o Y(z):=p(r)—ip(ir), r € X
e CC{re X :Re(¥)(x) =p(x) >alexy¢{reX: Re(v)(x) > a}

H semiesp. fech.

CcH
[]
Corolario D3.11. Se X tem dimensao infinta, entao
S—XO'(X,X*) _ BXT

e logo SX ndo é fechado na topologia fraca. <
Demonstracao.

C

o SX C BX-

S—XJ(X,X*) c BXTJ(X,X*) bolaiech. W
CONvexro
D)
o v € BX
——0(X,X*)

o |[z]|=1=2€ 8% CS¥

o flaf < 1:
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e Veo(X, X)) comzeV

Proposigao D3.4 Se X tem dimensao infinita, o = o(X, X*) é estritamente

menos fina da topologia forte 7: [1.] todo aberto de o contém uma reta,

e dJyeX;ox+tyecV,VtelR (ver Af.1,p.D13)
Basta mostrar: 3¢ c R;z + ty € S¥

vty €St = |z +ty|=1

g:[0,00) = [0,00) st g(t) = ||z +ty|| ¢ tal que:
m ¢ ¢ continua
w g(0) = [l=] <1

m lim g(t) = o0 pois g(t) = [¢[ [ly[| — [|=]]

t—0o0

S3teR\{0};9(t) =1 (TVI)

]

Aula 14

Definicao D3.12. Dado um conjunto A C X, definimos a envoltéria con-
vexa, ou o convexificado de A, denotado por co(A), como sendo o menor
convexo de X que contém A:

N N
co(A) :{Zmi: NeN, Y N=1 X\=>0, aieA} *

As combinacoes do tipo do conjunto acima sao chamadas combinacoes
lineares convexas de elementos de A.
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Corolario D3.13. Sex, — x em um e.v.n. X, entao existe uma sequéncia
de combinacoes lineares convexas dos x, que converge fortemente para x. <

Demonstracao.

o1, — 1, le.,
VVeoX, X", xeV,IAng z, €V, n>mnyg

o VVeo(X, X)), xeV,IxreVn{{z,}}, ie,

— (X, X"
xr € {x,} ( )

o {z,} Cco{x,}) e co({z,}) é convexo:

v e Tl TR )

VVerx, zeV,dzeVnco({x,})
e VmeN,3 2z, € Bi(z)Nco({zr,})

n—oo
0

||Zm_37||< — . Zm =

1
m
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D4 Topologias em X*

e topologia forte, 7x+: induzida pela norma de X*

topologia fraca em X e.v.n. é a topologia menos fina que 7x, a qual é a
induzida pela familia F = {g}4ex~

o(X,X") é a topologia em X induzida por X*,
e que preserva a continuidade de g € X*
e topologia fraca: a topologia menos fina que 7x+, a qual é a induzida
pela familia F = {g}gc(x+)-
“o(X*, (X™)")” é a topologia em X™ induzida por (X*),
e que preserva a continuidade de g € (X™*)*

(X*)* =77

e topologia fraca™: a topologia menos fina que o(X*, (X*)*), a qual serd
a top. induzida por familia de fungdes F = {g;}ge7

“o(X™,7)” é a topologia em X* induzida por “?7
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D4.1 Bidual

Seja X um e.v.n. sobre K, o

e dual de X é o e.v.n.:

X" = L(X,K), com ||f]

x = sup |f(z)|
rzeX
]l x <1

e bidual de X ¢é o dual de X* que é o e.v.n. dado por

X" =(X")"=LX"K)={®: X* > K: & élinear e limitada},

com
|| e = sup [®(f)].

fex*
1/ llx <1

Dado x € X defina 2 : X* — K por

#(f) = f(z), Vfe X" (D4.1)

e 7 ¢ linear
e 7 ¢ limitada
. Ez.B2.5
xe = sup |2(f)]= sup |[f(z)] =" |lwlx

fexx fex*
([l <1 [l <1

||

e para cada x € X, existe uma tunica correspondente funcao &
linear limitada em X** na forma (D4.1)

Portanto,

e a funcao J : X — X* 12+ J(x) = = estd bem definida.
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Teorema D4.1 [Mergulho candnico]. Seja X um espaco vetorial nor-
mado sobre K. Entao a aplicacao

J: X=X "z~ Jx) =2

¢ um merqulho 1sométrico de X em X**, i.e., € um isomorfismo isométrico de
X em J(X). J € dito mergulho candnico de X em X**. g

J é linear

—_—

J(a+ky)(f) =+ ky(f) = f(a+ky) = f(2)+kf(y) = 2+ky,Vf € X

J é injetora
J(@)=J(y) = fle—y)=0Vfe X' =a=y

Teorema [Existem muitos funcionais] B2.4. X e.v.n. [c.]

X* separa pontos: Se x # y, existe f € X* tal que f(z) # f(y)

]

o = |2 e = M2l x

J é limitada:

”‘]HL(X,X**) = sup | Jz| <1

zeX
]| <1
Definicao. Um e.v.n X ¢é dito reflexivo se J(X) = X**. *
Proposicao D4.2. Se X ¢ reflexivo entao
e X ¢é Banach
o [1fll- = max | /(o) =
lf=1
Demonstracao. Exercicio. [

D31



AF-D 8 de outubro de 2025

D4.2 Topologias Fraca e Fraca*

Definicao D4.3 (Topologia fraca*). Seja X* o dual de um e.v.n. X.
Denotamos por:
T = Tx- | sua topologia forte (a induzida pela norma)
e por:

o = o(X*, X*) | a topologia fraca (a induzida pela familia F = {®}gecx+).

Definimos® a topologia fraca*, denotada por [o* = o(X*, X)| ¢ | como

sendo a topologia gerada pela familia
F={(Jz)"(A): € X, ACKaberto} C X*,

ou seja, a topologia induzida pela familia F = J(X) = {Jz}.ex. *

Desta forma todo ® € J(X) serd ainda continuo com respeito a topologia
fraca®.
Analogamente toda mapa ¢ € X* — ¢(x) (avaliagio em v € X fizado) serd
continua com respeito a topologia fraca®.

J: X — X
r +— Jx)=o: X*—>K
pr—  ®(d) = (Jz)(0) = ¢(2)

A top. fraca® é a menos fina que preserva a continuidade dos ® € J(X)

oc*=0(X"X)Co=0(X"X") C 1y (D4.2)

o(X*, X) = o(X*, X*) se s6 se X é reflexivo.Froposicio Di4

®Denotaremos aqui, quando nao der confusdo, X* = (X*,7), X! = (X*,0(X*, X**)),
Xi = (X%, 0(X*, X)).
6pode haver um abuso de notagao/linguagem: uma notagao mais rigorosa poderia ser (X*, J(X))
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Pela definicao (veja Eq. (D2.3)), uma base de vizinhangas para ¢ € X* é
composta pelos conjuntos da forma

ﬂ(Jx)*l(Oi) : O; C K vizinhanca de (Jz)(¢) = ¢(x) em K, I finito.

Uma outra base de vizinhancas para ¢ € X* é composta pelos conjuntos
da forma

‘/;57$1,--,$N(¢) = {f € X" |f($2) - ¢($2)| <eVi=1,., N} (D43)

onde € > 0 e x; € X para um numero finito de ¢ =1, .., N:

N
Ver,on(®) = [ (J2:) 7 (B(9(2))

aberto K

N
Vesron (@) = {y € X+ |0i(y) — di(@)| < e Vi = 1,., N}y "= () 67 (B (9i(2)))

i=1 aberto K

onde € > 0 e ¢; € X* para um numero finito de ¢ = 1,.., N.

Proposicao D4.4. A topologia fraca* o* = o(X*, X)
(a) é Hausdorff,

(b) se X* tem dimensao finita, coincide com Tx» e com o(X*, X*).

se X* tem dimensao infinita,
(C) e X é T@ﬂeﬂi’lUO, cotncide com O(X*, X**) e logo nao pode ser metrizada
(d) e X nao é reflexivo

1. € estritamente menos fina da topologia fraca o(X*, X**).
Em particular [ = 0] € um (convezro) ndo fechado sempre que

® ¢ J(X).

2. nao pode ser metrizada <
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(a) A topologia fraca® ¢* = o(X*, X) é Hausdorff.
Exercicio!

(b) SedlmX* <OO’ entao : U(X*’ X) : TX P1;34 U(X*’ X**) ............
e Eq. (D4.2): 0* C 7x=

Af. 1. 7« C o*
o U € 7x-
o fixep e U (U é viz. de ¢ na top. forte)

e 37 >0; BX(¢p)CU

Queremos: U viz. de ¢ na top. fraca®, i.e., devemos encontrar
e>0,21,...,17 € X;

Vi (8) == {f € X" ¢ |(f = )(@)| < ¥i=1,.7} CU

Af. 2. 3e>0,21,...,20 € X; Vey, 0(0) C BX ()

ceey

precisamos encontrar € > 0,1, ...,27 € X;
f € Vepr,an(0) = f € B} (¢)
[(f=0)(xi)| <e(e =02, =2)Vi= ||f — ¢llx. = sup |(f—9)(z)| <r

rxeX
2l x<1
e {e1,...,¢y} base de X (dim X =m < o0)
e cada x € X é escrito de maneira Unica

r=> " a;(z)e, afx)eK

0i: X > K:z— pi(x)=a;x), i=1,...,m

i c X*7 1= 1, oo, é tal que SO’L(e]) = 5” [base dual] .

m

x = Z wi(r)e;
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IA

C=const. ;éO

f€Veua(9) = f € BX ()

If = @llx- = sup [(f=¢)(@) < C max |(f—

1<i<n
II»”CHX<1

D35

)| [(f = ¢)(e)]
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(Z i |x||> max [(f = 6)(ei)
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(c) Se X é reflexivo, a topologia fraca* o¢* = o(X*, X) coincide com o =
o(X*, X*).

o J(X)=X" (X é reflexivo)
e 0" = 0(X* X) é atop. induzida pela familia F = J(X) = {Jx},ex

e 0 = o(X* X*) é atop. induzida pela familia F = {®}pex+

J: X — X**
x +— Jx)=d: X*=>K

(d)-1. Se X nao é reflexivo, a topologia fraca® ¢* = o(X*, X) é estritamente
menos fina da topologia fraca o = o (X, X*).

e 0 mergulho canonico J nao é sobrejetor (X nao é reflexivo)
e existe T' e X**\ J(X)
e T é continua na top. fraca o = o(X*, X**) (def. top. fraca)

. T7(0) €0, VOCK

Af. T nao é continua na top. fraca® o* = o(X*, X)

o T7HO) ¢ o*, para algum O Cb K

Lema D4.5. Seja X um e.v.n. sobre K. Se a fungao 7" : (X*,0%) — K é linear e
continua, entao T' € J(X): existe x € X tal que T = Jx, i.e,

T(¢) = o(x), Voe X
De fato, as provas acima fornecem que: X é reflexivo <— o¢* = 0.

Em particular [ = 0] é um (convexo) nao fechado sempre que ® ¢ J(X).
Exercicio. [Bretl, Corollary 3.15, p. 65]
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(d)-2. Se X nao é reflexivo, a topologia fraca® o(X*, X) nao pode ser
metrizada
Exercicio.

Lema D4.5. Seja X um e.v.n. sobre K. Se a fung¢ao T : (X*,0*) - K ¢
linear e continua, entao T € J(X): existe v € X tal que T = Jz, i.e,

T(¢) = ¢(x), Voe X"

<
Demonstracao.
o V:=T1BY0)) € o
e p=0cV

e de>0,2q,...,2, € X;
‘/57561 ~~~~~ In(o):{fEX*7 ‘f(xl)‘ <87 z':l,...,n}cv

e ,:=Jr;: X* 5K, 1=1,...,n sao lineares

Lema D3.5. Se X ée.vine
¢7 ¢17 "7¢n S E’?(X,K) com
J: X — X

ﬂ N(¢;) € N(¢), . — J@)=®: X*—>K

i=1,.,N

entdao ¢ é combinacao linear

dos ¢;

Af.1. Basta mostrar que ﬂ N(®;) € N(T) pois dai teremos:
i=1,..,N

existem A, ..., \, € K tais que:

1=1 1=1 1=1

onde x:=3% " Nz, € X
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= af € Vey. ., (0) CV =T"4B{0), VaekK

— o] ITf] = [T(af)| <1, VaeK

[]

Observagao. Como a topologia fraca* é de Hausdorff (Proposigao D4.4), se
uma sequéncia em X* converge na top. fraca®, entao seu limite é tnico. *

Notacao D4.6. Escreveremos| f,, — f | (f, converge fraco-estrela a f) quando

a convergencia € na topologia fraca* *

Proposicao D4.7. Seja {f,} uma sequéncia em X*. Temos que

i) fo = [ = falz) = f(z), YoeX.
i) Se ||f, — fllx- — 0, entio f, =~ f ese f,— f, entio f, — f.
iii) Se X € Banach e f, = f, entio {||f.||} ¢ limitada e || f|| < lin_1>inf | frll-

w) Se X ¢ Banach e f, = f e x, — x, entdo f,(z,) — f(z). 7

<

"Coroldrio B4.4 (LU-B-S). X Banach e B C X*. Se {¢(z), ¢ € B} éltdo V = € X = B ltdo.
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Exercicio D4.8. Prove a Proposicao acima *

Exercicio D4.9. Mostre que a sequéncia t, = Tr"(1) = (1,..,1,.0...)
em [, nao converge forte, converge fraco-estrela a 1 (e nao converge fraco).

*
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D5 Compacidade e Teorema de Banach-Alaoglu

e na topologia forte 7x+ nao é compacta quando o espago tem
dimensao infinita (Teorema de Riesz A5.7):

B (0) compacta = dimX* <oo = dimX < oo

e na topologia fraca® o(X*, X) é compacta:
Teorema de Banach-Alaoglu D5.2

e na topologia fraca o(X*, X**) é compacta?
Spoiler: Teorema de Kakutani E1.8: quando X for reflexivo

Exercicio D5.1. Mostre que em espacos topologicos
(a) se f é continua e K é compacto entao f(K) é compacto

(b) K compacto implica K fechado

(precisa Hausdorff: tome um ponto p no complementar e mostre que
¢ interior construindo duas familias de abertos A, N B, = () com
{A;}zer que cobre K epe B, Ve € K ...)

(c) se F''C K com F fechado e K compacto entao F' é compacto
(adicionando F° uma cobertura aberta de F' cobre K ... )

*

O resultado mais importante, e principal motivacao para a introducao das
topologias fracas é o seguinte:

Teorema D5.2 [Banach-Alaoglu]. Seja X um e.v.n. A bola fechada
BX*={fe X*:|fll <1} é compacta na topologia fraca* o(X*, X). <

A sua prova depende do Teorema de Tychonoff
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e Dada uma familia de conjuntos {X,}ac4, 0 produto cartesiano da
familia é o conjunto

P=|]][Xo ={f:A-> | JXo: fle) € Xo, Va< A}

acA acA

= {2 = (Ta)aca : Ta € Xq, Vo€ A},

Denotaremos este conjunto por X A quando todos os conjuntos X,
sao copias de X, em particular,

KX={f: X >K:f(z) €K, Vo€ X}={y= yu)eex: ¥z €K, Vze X}.

e Sejam |73 HXQ — Xp 1 @ = (Ta)aca — T3] as projegoes do

a€A
produto em cada fator.

T KX 5 K f = m(f) = fx)

e Se cada X, é dotado de uma topologia 7., podemos colocar em [] X,

a topologia produto (denotada por |[[,cs7a||Il7xx|): gerada

pela familia

F={r'(U): a€A Uer}.

Uma base de vizinhangas para = € [[ X, é composta pelos con-
juntos da forma

‘/570417~7CYN(I) = {y S HXa : ‘xai - yai| <eVi= 1, ,N} (D51)
onde € > 0 e a; € A para um numero finito de s =1, .., N.

base de vizinhangas para ¢ = (¢(z))ex € KX

va,al,..,aN((p) = {¢ € KX : ‘w(az) - (,O(Oéi)’ <eVi= 17 ‘-7N}

com € >0 e a; € X para um numero finito de i =1,.., N
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Teorema D5.3 [Tychonoff]. (Usa Azioma da Escolha!)
Se cada espago topoldgico (Xu, Ta) € compacto entdo (HaGA Xo, [Toea Ta)
¢ compacto. <

Prova do Teorema de Banach-Alaoglu D5.2:

BX ={fe X" |fll <1} € compacta na topologia c* = o(X*, X).

e Seja T : (X* 0*) = (KX, J[x) : ¢ = T = (¢(2))rex
Af. 1. T é mergulho topoldgico
m T’ é injetora
m 7" é continua (por D5.2)
n T (T(X),[]x) = (X*,0%) é continua  (por D5.3)

At 2. T(BY') C [ Lex Bj;;(0), 0 qual é um compacto (T. Tychonoff)
Af. 3. T(BX") é fechado, logo compacto (Ex.D5-(c))
o BX" = T_l(T(BX*)) é compacto na top. o* (T~ é continua, Ex.D5-(a))

|
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Aula 15

T:(X",0") — (KX,HT]K) 1 ¢ =T = (d(x))rex

Prova da Af. 1.: T é mergulho topologico.
o T éinjetora: To =Ty = ¢(x) =Y(x), Ve € X = ¢ =1

e para as continuidades de T e sua inversa T ! : (T'(X), [ &) — (X*, 0%):

Proposicao D3.3 ¢ é continua se, e somente se, pov : Z — K é continua, Vi € X*.

(Z,%) —Y= (X, 0(X, X*)) —> (K, %)

\/

ot

Lembre: a top. fraca o(X, X*) é a induzida pela familia {¢},cx=

De fato, resultado andlogo vale em geral trocando o esp. (X,o) pelo esp.
topoldgico (Y,0) e trocando ¢ por todas as fungoes que define 6 a menor
topologia que as deixa continuas, por exemplo,

(Z,%) — > (KX [] k) —=> (K, 7x) (D5.2)
\_/’

wpoT

T é continua <= 7w, ol é continua para todo x € X
Lembre: a top. produto [[ 7k é a induzida pela familia {7;},cx, ou ainda,

(Z,%) — L= (X*,0%) —L2= (K, 7%) (D5.3)
\_/

JxoT

T é continua <= Jzx ol é continua para todo x € X

Lembre: a top. fraca* ¢* é a induzida pela familia {Jz},ex

e 7' é continua (por D5.2)
(X%, 0%) L= (KX [T mx) == (K, 70) - ¢ w = (6(2))rex 5 6(2)
— Y
ol

n 7,0 T(0) = ¢(x) = Ju(p), Vo € X
mm, 0T =Jx € J(X), a qual é continua na top. ¢ (Def top.frac* D4.3)

m 7, o1 é continua para todo z € X
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o T~ ! ¢ continua (por D5.3)
(T(X), TTm) > (X*,0") 22 (Kome) : w = (wa)aex > (65 wy) 23 J2(0) = 6(x) = w,
v
JxoT 1

m JroT Hw) =w, = m.(w), Vw € T(X)
m JroT ! =7, aqual é continua na top. []rkx (Def top.produto)

m JxoT ! é continua para todo z € X

[l
Prova da Af. 2.: T(BX") C [Lex %.
e pc BY
Queremos (¢(z))zex =T € [[,ex Bﬁﬂ(())
H{%z{f:X—)K:f(x)GW, xeX}
z€
e Basta mostrar que ¢(z) € B‘]i‘ (0), x € X: |p(x)| < ||z|,Vz € X
p € BX = ¢y = sup @ oy @y g s
= Il ]l
[l

Prova da Af. 3.: T(BX") € fechado.

e pc T(BX) Cc K¥:

@EOGHTKxﬁOﬂT(ﬁ)#Q

Queremos (¢(x)).ex = ¢ € T(BX"), i.e,

1 f e BX cx«, i.e.,, f: X — K linear ltda. com ||f||y. <13 Tf =
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T:(X*0%) = (KX [ [w): 0= Té = (6(2))aex = (¢: X = K)

Tf=¢ <= ([(2))wex =Tf =9 = (p(@))rex == [ = ¢

e Basta mostrar que ¢ é linear e |p(z)| <1 para todo xz € X, ||z]| <1

@ € linear:
plr+y)=el)+ely), YeyeX
e(Ar) = Ap(x), Ve X,AeK

e dados z,y € X e £ > 0 considere
Veayary(p) ={0: X = K [¢(a) —p(a)] <&, a=2z,y,2+y}

o Voryary(p) € I]mrx (Eq. D5.1)

® 3¢ € Veuyary(p) NT(BY)

oz +y) — o(z) — (y)| =
Y linear

) =
= ez +y)-vlety)+ole) +ily) —e(@) = ey
< e +y) =+ y)l + [¢() = el@)] + [Py) — o)l

VeV
< 3e

e dados x € X, A € K e e > 0 considere
Veupa(@) ={: X = K; [¥(a) —p(a)| <e, a=x,Az}

¢ m,m(@) S HTKX (Eq. D5.1)

e 3¢ € Veprle) NT(BXY)

lp(Az) = Ap(a)] = Jp(ha) v (Ar) + A(x) — Ap(x)
< e(Az) =Y (Ax)| + [M|9(z) — p(x)] < e+ |Ale
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|o(x)] <1 para todo z € X, ||z|| < 1

e dados x € X, com ||z]| <1 ee > 0 considere
Vealp) ={¢: X = K; [¢(2) — ¢(x)| <e}

o Voulyp) € [ mix (Bq. D5.1)
© 3¢ € Vou(p) NT(BY)

W linear [l <1
(@) < lo(z) @)+ @) < et Yl = etlz] <e+1

O

Exercicios

Exercicio D5.4. A topologia fraca* o(X*, X) em X* é a topologia em

X* induzida pela topologia produto [] & de K*: o(X*, X) = mxx|x- %

D6 Mais coisas..

Observagao D6.1. Os Corolérios do Teorema da Limitacao Uniforme B4.4
(resp. B4.3) podem ser reformulados concluindo que um conjunto limitado na
topologia fraca® (resp. fraca) é fortemente limitado. *

Corolario B4.3 Se X é um e.v.n. sobre K e B C X, suponha que ¢(B) = {¢(x), = €
B} seja limitado V ¢ € X*. Entao B é limitado.

Cororélio B4.4 Seja X um espago de Banach e B C X*, suponha que {¢(x), ¢ € B}
seja limitado V = € X. Entao B é limitado.

Exercicios

Exercicio D6.2. Faca os exercicios 3.1,..,3.5 (p. 79...) do [Brell]
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