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Lc.1 Definicao de derivada

Sejam f: Dy CR —=Re|pe Dy|um ponto de acumulacao de Dy.

e Se existir

lim f(p+h) —f(p) — limM:L cR,
h—0 h X—p X—Pp
entao dizemos que

m [ é derivavel (ou diferencidvel) em p,

m L é a derivada de [ em p; notacao: f'(p) := L.

e Se o limite nédo existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é derivavel (ou diferenciavel) em p.
e Se f é derivavel em todo p € AN A" dizemos f é derivavel em A C Dy,

e se f ¢ derivavel em todo p € Dy N D} dizemos f é derivavel.

Observacao Lc.1.1. Seja p € Dy é ponto de acumulagao de Df.l

1. f é derivavel em p se e somente se existem L € R e p: D* — R tais que

flp+n) = f(p) +[L+p(h))h,  com lim p(h) =0.

f(p+h)—hf(p)—Lh’ h 0

0, h=0
f é derivavel em p se e somente se 4L € R tal que p é continua em 0.

2. Seja p(h): D - R:hw— p(h) = (L e R).

3. A saber: se f é derivavel em p, entao L = f'(p). *

A fungao derivada de f é dada por: f': Dy — R :p — f'(p) onde
Dy={peDy: pép.a. de D;e f é derivavel em p}

'D={heR:p+heDs}, D*={heR:p+heDs}\{0}
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Lc.2 Teoremas estudados em Calculo 1 - Revisao

Teorema [Relagao diferenciabilidade/continuidade].
Seja f: Dy —+ R ep e Dy um ponto de acumulagao de Dy.
Se f é derivavel em p entao f é continua em p. <

Lc.2.1 Operacoes e Regras de derivagao

Teorema [Operagoes com derivadas].
Sejam f,g: D — R, p € D ponto de acumulacao de D e k € R.
Se f e g sao derivaveis em p, entao

e ftyg, kf, fg sao derivaveis em p,

e f/g é derivavel em p, desde que g(p) # 0,

e vale
(fx9) ) =f(p)£d (D),

Teorema |[Derivada da composta - Regra da cadeial].

Sejam
f:Df—=R, g:D,—R, Im(f)C Dy,
f derivavel em p, g derivével em f(p).
(p € Dy um ponto de acumulagao de Dy, f(p) € D, um ponto de acumulagéo de D,)
Entao go f é derivavel em p e vale (go f)(p) =4 (f(p) - f'(p). <

Teorema [Derivada da inversa].
Sejam f : A — B continua e bijetora, onde A é um intervalo ou um compacto
(ZOL(]O f—l é Conm/nua)[ver Coroldarios Lc.3.7eLc.3.11]7 e o € A um p.a. de A.

Se f derivével em zg e f'(z9) # 0 entao f~! é derivavel em vy, := f(zg) e
1 1

V00 = 500 = T

Peron €& Massa Le.3



AR-Lc. 10 de abril de 2026

Exemplo Lc.2.1. Qualquer funcdo obtida via soma, diferenca, produto, divisdo ou com-
posicao de funcoes derivdveis, é derivavel. Todas funcées elementares siao derivaveis. En-
contre o dominio da fungao derivada de f: R — R : x — f(x) = sin(z)y/z. %

Lc.2.2 Outros Resultados

Teorema [de Rolle].
Seja f : [a,b] — R continua. Se f derivavel em (a,b) e f(a) = f(b),
entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0. <

Teorema [do Valor Médio].
Seja f : [a,b] — R continua. Se f derivavel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b)

tal que f'(c) = W <

v v
| | T Plefie)

-\\ y .‘ ~—
N Ala, fla))

B(}J, fib)

0 a C b x 0 a Cy c, b X 0 a c b x 0 a € s b

Fonte: Stewart. A reta tang. ao graf. de f em (¢, f(c)) é paralela a secante (a, f(a))(b, f(b)).

Teorema [de Cauchy].
Sejam f, g : [a,b] — R continuas em [a, b] e derivaveis em (a,b): entao existe
c € (a,b) tal que f/(c)[g(b) — g(a)] = ¢'()[f(b) — F(a)].
<

Na fig. da esquerda, as retas secantes sao paralelas e também as retas tang. aos graficos de f e g em
(c, f(c)) e (¢,g(c)). Na fig. da direita, a reta secante ao graf. de f é mais inclinada que a reta secante
ao graf. de g, e a inclinacdo da reta tangente ao graf. de f em (¢, f(c¢)) é maior que a inclinagao da
reta tangente ao graf. de g em (¢, g(c¢)) na mesma proporgao das inclinagoes das secantes.
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Relacao entre ' e f

Corolario [Crescimento/Decrescimento].
Seja f : [a,b] — R continua em [a, b] e derivivel em (a, b):

e se f/(x) >0em (a,b), entao f é estritamente crescente em |[a,b],

e se f'(x) >0 em (a,b), entao [ é crescente em |a, |,

e se f'(x) <0em (a,b), entao f é estritamente decrescente em |[a, ],
e se f'(x) <0em (a,b), entao f é decrescente em |[a, b,

e se f'(x) =0em (a,b), entao [ é constante em |a, b].

e se f ¢ crescente (ou estr. cresc.) em [a,b] entao f'(z) >0 em (a,b),
e se f ¢é decrescente (ou estr. decresc.) em [a,b] entao f'(z) <0 em (a,b).

<

Lc.2.3 Derivadas de ordem superior
Sejam f: Dy — R derivdvel k vezes em Dyx) € p € Dy um p.a. de Dpw.

e Se existir

&) () — £k
L E9(8) — £ (p)

=L eR,
t—p t—p

entao dizemos que

m f é k+ 1 vezes derivavel em p,

m L é a derivada (k + 1)-ésima de f em p; not.: f&+(p) = L.

e Se o limite nado existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é k + 1 vezes derivavel em p.

A funcdo derivada (k+1)-ésima de f: f&*1 : Dpggry — R :p = £FEY(p),

Df(k+1) = {p € Df(k) . p é p.a. de Df(k) e [ ék+1 vezes deriv. em p}
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Dado um conjunto A C Dy C R

e se f é continua e tem todas derivadas até ordem k continuas em A dizemos

f é de classe C* em A, f € C¥(A).

e se f é continua e tem derivadas de todas as ordens continuas em A dizemos

f é de classe C* em A, f € C®(A).

Observacao Lc.2.2.

1. As funcgoes elementares: polinomial, exponencial, logaritmica, trigo-
nométricas e hiperbdlicas sao de classe C* em seus dominios naturais.

z?sin(L), z#0

2. A fungdo f: R - R:z— f(x) = é derivavel em R

0, xr=0
porém [’ nao é continua em 0. (ver Exerciciol0, Lista 4)

3. Exercicio 11, Lista 4:

Teorema Lc.2.3 [de Darboux, Valor Intermed. para derivadal.
Sejam f: I — R derivdvel em um intervalo I, [a,b] C I e~y € R tal que

flla)>y>fb)  ou  fla)<y<f(b)

entao existe c € (a,b) : f'(c) = 1.
Em particular f' assume todos os valores entre f'(a) e f'(b). N

Note: O Teorema de Darboux nao pede que a derivada seja continual!

TVI: Seja g : [a,b] — R continua, e seja v € R entre g(a) e g(b), entdo existe

c€ (a,b): glc) =7.
Em particular g assume todos os valores entre g(a) e g(b).

Pelo TVI: se f é de classe C' em um intervalo I, dados a < b em I: e
v € R estéd entre f'(a) e f'(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = .
Em particular f” assume todos os valores entre f/(a) e f/(b).

Uma consequéncia: Se uma funcao g possui descontinuidade em um ponto
onde os limites laterais sao distintos (possui “um salto”, como a funcao degrau),
entdo nao existe funcdo f derivavel tal que f' = g.

*

Peron €& Massa Lec.6



AR-Lc. 10 de abril de 2026

Lc.3 Formula de Taylor

Lembrando 1: Uma fungao f : Dy — R ser k vezes derivavel em p significa
que p € Df(k—l) C---CDpC Dy, pép.a. de Df(k—l), f é k —1 vezes derivavel
em D e que existe f)(p).

Lembrando 2:
Se existe f'(p) entdo a reta tangente ao grafico de f em (p, f(p)) é dada pela
funcao

Tp(z) = f(p) + f'(p)(x—p), z€R

e satisfaz
Ep(x) :=f(x) — Tp(x) = o(x — p) quando x — p, (Lc.3.1)
isto é,
E - T
tim 28y S0 = D@)
Top X —p  aop r—0p
Logo,

T, € o unico polinomio de grau no mdximo 1 que satisfaz (Lc.3.1) e tal que

T,(p) = f(p),  T,p) =),

() polinémio de grau no maximo 1, Q(z) = a + b(x — p), com

f(z) — Q(z) = r(x) onde lim,_,, % =0

p

e r ¢ derivavel (logo, continua) em p

e r(p) = limr(z) = lim riz)
T—p Tp X — P

(z—=p)=0 = a=f(p)

o (o) = i ) =) @) B o]
(p) =lim —— = =lm o5 =0 = =1
Q=T

Peron & Massa Le.7



AR-Lc. 10 de abril de 2026

Pergunta 1) ;Se f é k vezes derivavel em p, existe polinémio T de grau no
maximo k tal que

TU(p) = f9(p) para todo j = 0,....k ? (Lc.3.2)

o T(z)=ap+ai(z —p)+as(x —p)> + ...+ ap(x —p)* tal que:

m T(p) = f(p) = | a0 = f(p)

Resposta 1) SIM:
Se f é k vezes derivavel em p, existe um unico polinémio de grau no méaximo k
satisfazendo (Lc.3.2) que é dado por:

f(e)
2

@+ TPy Py

Tfp(x) = f(p) + f'(p)(z — p) + 31

chamado de Polinémio de Taylor de ordem ki da funcao f no ponto p.

Pergunta 2) ; Vale uma propriedade analoga a propriedade (Lc.3.1)-(k = 1):
f(z) — Tﬁp(x) = E,(z) = o((x — p)¥) quando x — p ?

Pergunta 3) ; O polinémio de Taylor é o tinico polindémio de grau no maximo
k que satisfaz

f(x) — T]If,p(x) = E,(z) = o((x — p)*) quando x — p?
Respostas 2 e 3) SIM:

Peron & Massa Le.8



AR-Lc. 10 de abril de 2026

Teorema Lc.3.1 [P.d.T. com resto de Peano].
Se f é uma funcao k vezes derivavel em p, entao

fla) =T}, (2)

—0.
w=p (x—p)k

Em outras palavras,
E,(z):= f(z) — Tﬁp(x) = o((z — p)*) quando = — p. (Lc.3.3)

Além disso, T}“p(x) é o tnico polindmio de grau no maximo k£ com esta
propriedade. <

Lema Lc.3.2. Seja r uma funcao k wvezes derivdvel em p.
Entao,

@)

rU(p) =0, j =0....,k, se e somente se lim -

v=p (T — p)

1. Ey(z) (que depende da ordem k) é o erro que se comete quando usamos o
valor do polinémio de Taylor Tﬁp de ordem k avaliado em =z, T]’f,p(x), para
obter uma aproximacao do valor da fun¢ao f em z, f(x).

2. Por (Lc.3.3), podemos inferir:
(a) para x € Dy, menor é o erro cometido na aproximacao de f(x) quanto

maior ¢ a ordem do polinomio de Taylor usado;

(b) quanto mais préoximo x estd de p, menor é o erro cometido na apro-
ximagao de f(z) quando utilizado um polinémio de Taylor de dada
ordem.

T, hi

7 .
T3

)
:
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Pergunta 4) O erro é conhecido?

Resposta 4) SIM e NAO:

Teorema Lc.3.3 [P.d.T. com resto de Lagrange].
Se, para um 6 > 0, f é k + 1 vezes derivavel em Vs(p), entao dado x €

Vs(p) \ {p} existe ¢, € (p,z) (resp. c, € (z,p) se x < p) tal que

E, N (a) = f(z) = Tf,(x) =

Nota.

1. Os polinomios de Taylor podem ser usados para dar aproximacoes dos
valores da funcao numa vizinhanca de um dado ponto p:

flo) = Tf (), = =p.

2. Se k=0, o Teorema do P. de Taylor com resto de Lagrange é o T.V.M:

f'(0)
1

fla) = Tp,(x) = f(x) = f(p) =

Para k£ > 1, ele pode ser visto como uma generalizacao do TVM.

(z —p).

3. Se as derivadas até ordem k + 1 de f sao limitadas numa vizinhanca de
p, podemos usar o Teorema do P. de Taylor com resto de Lagrange para
obter uma estimativa do erro E;t!:

Se |f*+D(z)| < M, para todo x € Vs(p) \ {p}, entdo

M
(k+1)!

By ()] < pl*!

, = € Vs(p) \ {p},

|z —

Peron €& Massa Le.10
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Lc.3.1 Alguns exemplos de Polinomio de Taylor

1. Considere f(z) = cos(x).
(a) Calcule os polinomios de Taylor de ordens 1, 2, 3 e 4 no ponto 0 de f.

(b) Calcule os limites abaixo usando, respectivamente, o polinomio de Tay-
lor de ordem 2 e de ordem 4 em torno de 0 de f:
cosx — 1 . cosxr —1
im ———, lim ———.
z—0 2 z—0 x4
(c) Calcule o valor aproximado para cos(0.01) e dé uma estimativa do erro
cometido quando usado: o polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto
0 e o polinomio de Taylor de ordem 2 no ponto 0.

2. Qual um polinomio de Taylor adequado para calcular um valor aproximado
de sin(1) com erro < 107°7

Peron €& Massa Le.11
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Lc.4 Integral de Riemann e Teorema Fundamental do

Calculo

Lc.4.1 Definicao de integral (definida) de Riemann

Seja a seguir sempre f : [a,b] — R limitada (com [a,b] limitado);

logo existem m, M tais que m < f(z) < M, Vz € [a,b].

Uma Particao de [a,b]  é um conjunto finito de pontos da forma

P ={zxp,....xp: a=290 <21 <x2<..<Tp_1<Ty=>b};

também denotamos por A,z = x; — x;_1.

Dadas f e & definimos

Soma inferior associada a f e #:

s(f,®) = ZmiAix, onde m; = inf {f(x) : x € [x;_1, %]} ;

i=1

Soma superior associada a f e #:

S(f,®) = zn:MiAix, onde M; =sup{f(z): = € [x;_1,x;]}.

i=1

Soma Superior (regular) = 2.3

Soma inferior (regular) = 2

Soma superior (irregular) = 2.4

Soma inferior (irregular) = 1.9

Figura 1: Ver no : aproximagoes da “area” por retangulos regulares e irregulares

Peron & Massa Le.12
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Algumas propriedades:
1. mb—a) < s(f,2) < S(f,P) < M(b— a)
2. se P; C Py entao s(f,P1) < s(f,Pe) < S(f,P2) < S(f, %)
<

3. para quaisquer P35, Py vale s(f, P3) < S(f,Ps)

Por consequéncia, fixada f, consideramos

sups(f, ?) :=sup {s(f, P) : P particao qualquer de [a, b},
P
iIgl)fS(f, ®P) = inf {S(f,P) : P parti¢do qualquer de [a,b]} :
ambos existem e vale

sups(f, ®) < inf S(f, P).
I7) @

Definigao Lc.4.1 (Integral de Riemann). Seja f : [a,b] — R limitada.
e se sups(f,P) = iI}f S(f,®) dizemos que
P iy

m / é Riemann integravel em |a, b],
m [ :=sups(f,P) = i%fS(f,@) é a integral definida (de Riemann)
1z

b
de f em [a,b)]: [:/ f;
e se sups(f,P) < iI}f S(f,®) dizemos que
P f

» f nao é Riemann integravel em [a, b]. *

Em geral, define-se as integrais superior e inferior, respectivamente, por

[ r=ugsio). [ f-sws(ro

—a

0 S
Exemplo Lc.4.2. f:[1,4] — R dada por f(z) = {3; r e Q *
,  C.C.

Peron €& Massa Le.13
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Proposicao Lc.4.3 [Integrabilidade em subintervalos].
Seja f: Dy — R limitada.
1. Se [a,b] C Dy e f € integravel em [a,b] e [, 3] C |a,b], entao f é in-

tegravel em o, f].

2. Se [a,b],[b,c] € Dy e f € integrdvel em [a,b] e em [b,c|, entao f é in-
tegravel em |a, ] e vale

c b ¢
/f:/f+/f
a a b

Se f ¢é integrével em [a, b], definimos

a b a
/f::—/f e /f::O.
b a a

Desta maneira a formula [ f = [ Lb f+ [, [ vale seja qual for a ordem
de a,b,c (desde que tudo faga sentido!?).

Lc.4.2 Teoremas de integrabilidade
(Seja f : [a,b] — R limitada, m, M tais que m < f(z) < M, Vx € [a,b] ).

Teorema Lc.4.4 [caracterizacao da integrabilidade].
f é Riemann integravel em |[a,b] se e sé se vale

Ve>0 3% :S(f,P)—s(f,P) <e.
Em outras palavras,

Ve >0 3@:{1‘0,...,%”} :Z(Mi—mi)Aix<5.

1=1

0, xF#2

Exemplo Lc.4.5. f:[1,4] — R dada por f(z) = {3
y L=

2por exemplo, admitindo integrabilidade no intervalo maior
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Teorema Lc.4.6 [integrabilidade das continuas].
Se f é continua em [a,b] entao f é Riemann integravel em |[a,b]. <

Teorema Lc.3.19. Sejam f : Dy — R uma funcao e Dy compacto. Se f é continua,
entdao f é uniformemente continua.

Teorema Lc.4.7 [integrabilidade das continuas por partes].
Se f:|a,b] — R é limitada e continua exceto em um numero finito de pontos,
entao f é Riemann integravel em |[a, b].3 <

Lema Lc.4.8 [integrabilidade por aproximacao]. Se f :[a,b] — R é uma
fungdo limitada e integrdvel em todo intervalo [c,d] com a < ¢ < d < b, entdo f €
integrdvel em [a, b]. <

Teorema Lc.4.9 [integrabilidade das mondtonas|.
Se f:|a,b] = R é mondtona entao f é Riemann integravel em [a,b]. <

Algumas propriedades da integral (Exercicio 31, Lista 4)

ese f : [a,b] — R é limitada e integravel, e g : [a,0] — R ¢é tal que
{z €la,b]: f(x)# g(x)} contém um nimero finito de pontos, entao g
é integravel e fabf = ffg

e se f,g: [a,b] — R s@o limitadas e integraveis, entao:
1) f >0 em [a,b] implica fabf >0;
2) f =0 em [a,b] implica fff =0,
m f >0 e continua em |[a,b], com fabf =0, implica f =0 em [a,b];
3) af+pPg é integravel e f; (af +Bg) =« <fabf) +0 (f;g> ,a, 8 €R;
4) f > g em |a,b] implica fabf > f;g;

IIENTE

5) |f| é integravel e

6) fg é integravel.

3De fato, o conjunto dos pontos de descontinuidade pode ter medida nula, ver Elon, T. 20, p. 273
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Lc.4.3 Teorema Fundamental do Calculo Integral

Definicao Lc.4.10. Seja f : [a,b] — R limitada e integravel e ¢ € [a,b].
Chamamos Funcao integral a funcao

Fcz[a,b]—>R:xl—>/xf.

Observe que para outro ponto d € [a, b] vale

Fy(x) / / f+ F.(x
Teorema Lc.4.11.

Se [ :[a,b] — R é limitada e integravel, ¢ € [a,b] e

Fcz[a,b]%R:xl—)/xf

entao vale
(a) F. é limitada e (uniformemente) continua

(b) se f é continua em p € [a,b], entao F,. é derivavel em p e vale

EFl(p) = f(p).

Demonstracao. Tarefa!

Exemplo Lc.4.12.

f limitada, integravel, F,. continua; f continua, F. derivavel *
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Definicao Lc.4.13. Dadas f, ' : I — R, sendo [ intervalo, se F' = f em [
dizemos que F' é primitiva de [ em /.

*
Vale:

e se F' é primitiva de f em [ entao F' + ¢ também, V¢ € R;
e se F, (G sao primitivas de f em I entao ' — G = const
Teorema Lc.4.14 [Teorema Fundamental do Célculo].

Se f :[a,b] — R é continua, ¢ € [a,b] e F,:[a,b] = R: x|—>/ f, entao:

(a) F. é derivavel em [a,b] e F! = f em |a, ],

(i.e, F. € primitiva de f em |a,b)).

b
(b) se G é uma primitiva de f em [a,b] entao / f=G() — G(a).

(notacao: G(b) — G(a) = G(x) b)

a

Definicgao:
Indicaremos com [ f a integral indefinida de f: a familia (conjunto) de
todas as primitivas de f (num certo intervalo fixado):

Jr-{([ ) mres)

cuidado:
o f;f ¢ um numero,
) fax f é uma funcao,

e [ f é uma familia de fungdes.
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