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C1 Transformacgoes lineares nao limitadas

e X.Y em.: continua = fechada
e (TGF) X,Y Banach: linear fechada = continua/limitada

. X, Y Banach, T € £7(X,Y): fechada <= limitada

as unicas transformagoes 7' : D(T) C X — Y lineares fechadas que
nao sao limitadas estarao definidas em subesp. vet. préprios de X

e Por que considerar aplicacoes fechadas?
x aplicagoes de interesse sao fechadas

x ser fechada é hipotese mais do fraca que ser continua e ainda assim
obtém-se resultados importantes

Exemplo. Considere a norma uniforme || f||«~ = sup |f(x)|, o operador
x€[0,1]
diferencial
T: (Cl([07 1])7 HfHOO)naog Banach — (C<[O7 1])’ HfHOO)B(mmh : f = f/
é linear, nao é limitado mas é fechado. *
Pergunta:

Consegquimos X Banach de modo que C*(]0, 1])5'?')( e o operador diferencial
T :CY[0,1]) € X — C([0,1]) ainda € fechado?
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Sejam X, Y espagos de Banach.

Definigao C1.1 (Trans. lin. “ndo-limitada”). Uma transformacao linear
“nao-limitada” de X em Y é uma transformacao linear 7 : D(T) — Y, onde
D(T) é um subespago de X.

Chamamos
e D(T) é o Dominio de T,
¢ G(T)={(z,Tx) e X xY :2€ D(T)} C X xY éo Gréficode T,
e RT)={Tz €Y :x€ D)} CY éalmagem (Range) de T,

e N(T)={x € D(T): Tx =0} é o Nicleo de T.

e densamente definida se D(T') é denso em X (D(T) = X)
e limitada se 3 ¢ > 0 tal que ||Tz||y < c||z|x, Vx € D(T)
e fechada se G(T') é fechado em X x Y

Comparagao:
o T' € L7(X,Y) é fechada se G(T') é fechado (pag. B23):
mse X XY 3 (x,,T(z,)) = (x,y) € X xY entaoy =Tz
m equivse X XY 3 (z,,T(x,)) = (0,y) € X XY entao y =0
e 7' nao-limitada é fechada se G(7') ¢é fechado em X x Y

mse D(T) XY > (z,,T(z,)) — (x,y) € X xY entdo x € D(T) e
y="Tx

09X Y sdo e.v.n. sobre K e somente isso bastava para a definicao.

C3



AF-C 26 de setembro de 2025

C1l.1 Exemplos Aula 9

Exemplo C1.2. Considere o operador diferencial T : f +— T f = f'.
1. T: C([0,1]) — C([0,1]) estd mal definida
2. T: SCl([O, 1), | fllc) = (C([0,1]), | fllc) € linear de X em Y, nao ¢ limi-

X nao grBanach Y BXnach
tado mas é fechado.
3.7 = (CY[0,1]),|Ifll =sup|fl+sup|f]) —  (C0,1]),[Ifll=) ¢
X B?L?Lach Y B?I;L(LC}L

linear de X em Y limitado/continuo e fechado (TGF B4.14)

4. T : CH([0,1]) C Y = Y é um operador linear “ndo-limitado” de ¥ em
Y que nao ¢é limitado mas ¢é fechado.

*

Exemplo C1.3. Considere o operador identidade T': x — Tz = x.

1. T : X — X é: linear limitado e fechado

Ss.e.v _

2.T: D(T) & X— X tal que D(T) = X (densamente definido) é: linear
nao-limitado de X em X que é limitado mas nao é fechado.

*
C1.2 Fechadas
Proposicao. Sejam X,Y espacos de Banach, T : D(T) cx — Y linear.
e Se D(T) € fechado em X, entao T € fechada se e sé seT € limitada.
e Se T ¢ fechada e limitada, entao D(T) € fechado em X.
<
Demonstracao. Exercicio. ]
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Observagao C1.4. Se T : D(T) C X — Y é linear limitada e densamente
definida, podemos estendé-la a uma tnica transformacao linear limitada em X.
Neste caso, se D(T) # X entao T nao é fechada.

exc X=DT),3{x,} < DT);x, >2x€X
o definaT: X — Y :2+— T(x):= lim Tz,

n—oo

Afl. lim Tz, =y € Y é tnico

n—oo

Af.2. T é linear, limitada e T|D(T) =T
Af.3. T é tinica

*

As aplicacoes de interesse estao relacionadas principalmente com trans-
formacoes lineares densamente definidas e fechadas.

Observacao. O Teorema da aplicacao aberta e algumas de suas consequéncias
se estendem ao caso de T fechada:

Teorema da Aplicacao aberta para 1" fechada

Sejam X, Y espacos de Banach e Fe LLXY} T : D(T) cx — Y linear
fechada.

e se T é sobrejetora, entdao T' é aberta (se A é um aberto de X entao
T(AN D(T)) é aberto).[T80 p-212]
Além disso, existe C' > 0 tal que para cada y € Y pode-se encontrar
x € D(T) tal que

[zl < Cliyll e y=Tu.

e se T é bijetora, entao 7! é continua: T-1 € L(Y, X).
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Exercicio C1.5. e Considere T": (coo, || |l;) = 41 : (z) — (izy)

é bem definido? limitado? continuo? fechado?

e Considere T : cog cg, — 012 (x;) > (izy)
¢ limitado? densamente definido? fechado?

e Considere T': cop oy — Kt () — Y o)
¢ limitado? continuo? fechado?

o Considere T': coo c(ey,) ||I) — Kt (i) = 221 2
¢ limitado? continuo? fechado? *
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C2 Adjunto

Definicao C2.1 (Adjunto (de continuo)).
Sejam X, Y espagos de Banach e T' € L(X,Y). Definimos o adjunto de T

como
T YY" > X" :¢pr—>opoT.

T:D(T) ¢ X —Y linear densamente definido

T* . DT CY* > X* : g Trg=f =07
e D(T%) =77 seja s.e.v. de Y*

e tenhamos a garantia de que dada g € D(T*), 3! f € X* tal que
T"g=f

Definigao C2.2 (Adjunto (de nao-limitado)).
Sejam X, Y espacgos de Banach e T : D(T) cx — Y uma transformacao
linear densamente definida. Definimos o adjunto de 7' como

T*:D(T*) C Y* - X*:gTg=f

S.e.v.

onde
D(T*)={geY*:goT:D(T)— K é limitada}

e f = goT é aunica extensao linear continua em X (Obs. C1.4) de goT. %

Vale entao

(T*g)(z) = f(x) = (goT)(x)=g(Tx) V ze€ D(T), ge D(T*).| (C2.1)

Se para f € X* substituirmos a notacao f(x) por (f,z)x~ x, a relagdo acima
torna-se:

<T*g793>X*7X = <g;T$>Y*,Y YV =€ D(T), g < D(T*)
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Teorema C2.3. SejaT : D(T) cx — Y wma transformacao linear densa-
mente definida (X,Y Banach). Entao

(a) T* € linear e fechado.
(b) Se T € fechada entao D(T™*) separa os pontos de Y :

Yy € Y\ {0},3 g € D(T"); g(y) #0.!

Spoiler: Se Y ¢ reflexivo entio D(T*) é denso em Y*. Podera ser definido o adjunto do

adjunto.
(¢c) SeT € L(X,Y) entao T* € L(Y*, X*) e |T| = || T <

Demonstracao.
(a) T™ é linear:

e MK, g1,90 € D(T*) =3 fi1, fo; THg; = f;,i=1,2
fi1+ Afa é a tnica extensao linear continua de (g1 + Agy) o T’

(a) T™ é fechado:

e D(T*) x X*3 (gn, T*gn) — (g9, f) € Y* x X*

Temos g, € D(T™) e :

(i) g = gem Y* <= ||g, — ¢|

y- = 0= lim g,(y) = g(y), y €Y
(ii) T%gy, — fem X* <= || T%gp, — fllx- = 0= lim T7g,(z) = f(z), v € X
n—oo

, mas g(Tx) =777

erxecDT)=y=TxeYe

g(Tx) 9 lim g,(Tx) ) lim T%¢g,(x) @) f(x) (%)

n—oo gnED(T*) n—o00

o [9(Tx)| = [f(2)] < | flx- 2l x para todo x € D(T)
C.g € D(T)

Portanto, se g(y) = 0 para toda g € D(T*), entdo y = 0.
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e Por (*):
. (C2.1)
Irg(z) =" g(T(x)) = f(z), Ve D)
9eD(T™)
.. em particular, 7%¢ ¢ linear limitada em D(T) e vale:
x _ x (€21 .. ) 1 fex:
Tg(x)= lim T"g(w,) b A 9T (xn) = lim f(z,)" = f(z) VzeX
pois

reX=DT)=z=limuz, z,€DT)

n—oo

Aula 10

(b) Se T' é fechada entao D(T™) separa os pontos de Y
Teorema B2.4. Se M é um subespaco fechado de X e zp € X \ M, entao 3 f € X,

flu =0, |fllx-=1 e f(xo)=d(xo, M) = nirelsz [zo —m|| > 0.
(@, )l xxy = Nzl x + [lylly (p.A13)

ey €Y \{0}

e (0,70) ¢ G(T) que é s.e.v. fechado de X x Y

e I fe(XXY), fley =0, [[fllxxyy=1 e f(0,5)=d>0.
e Note: f(z,y) = f(z,0) + f(0,y) para todo (z,y) € X x Y

e h: X > K:z— h(z)= f(2,0) estd em X*

¢ g:Y = K:y—g(y) = f(0,y) estd em Y e g(yo) # 0

9(Tx) = £(0.Tx) = f(&.,Tx) — f(z,0) "“2™" 0 — (), =€ D(T)
(goT)(x)=—h(z), xe€D(T), ehélimitada em X
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()T e L(X,)Y) =T e L(Y*, X*) e |T|| = ||T7|

o D(T*)={g€Y*:goT: D(T) — K é limitada} ' L% Y*

e 26X =D(T); x| <legeY* =DT)

. (C2.1) gey'® TeL
T7g(x)| =" |gT(z)] < glly- 1 T=lly, < Ngl T [z < [|T] [lg]]

C

o |[T7] = sup [[T"g]|
lgll<1

S AT < T

o [T = sup [[Tzlly e [Tz|y = sup [f(T)

] <1 £ lly«=1
Exercicio B2.5. Se X é um e.v.n. néo trivial, vale ||z| y = max |f(2)].
E *
£l xx=1

*

f@a) L) <1 e

S AT < T
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Exercicio C2.4. Sejam p € [1,00) e ¢ = ]% € (1,00]. Entao o dual

de £, é isometricamente isomorfo a £, (£,)* =~ £,. M P-44] *

Exercicio C2.5. Calcule o adjunto dos operadores

1. T:R" = R™:x+— Ax sendo A uma matriz m x n

2. T:D(T) ci, = by : (z5) = (277 xy)

3.1 D(T) cl, 7 0y : (.%'J) — (xj-&-l +I‘J)

4. T : D(T) co, — b1 : (1, 29,23, ..) — (0, 1, T2, T3, ..)

5. T :D(T) coy > lo:x— 21

6. T:D(T) cp, > l3: 20— 21 *

Exercicio C2.6. Dados S € L(X;Y), T € L(Y;G), prove que
(ToS)* = S*oT™. Deduza que se T' é um isomorfismo topolégico (resp. iso-
morfismo isométrico), entao 7™ isomorfismo topoldgico (resp. isomorfismo
isométrico). *

Exercicio C2.7. (X x Y)* &~ X* x Y* (isometricamente isomorfos).

’ *

Ty — by y— T(y) = ¢, onde ¢>y:€p—>K:x»—>¢y(a})=Zijj=<y,a:>
j=1

T (X xY)* = X* xY*: f s (h,g) onde f(z,y) = f(z,0) + £(0,y) = h(z) + g(y)

(h,9)(z,y) = h(z) + g(y)

<(h7g)7 (Ivy» = <h7x> + <g7y>
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C3 Relacoes de Ortogonalidade

Sejam X um e.v.n. sobre K, M C X e N C X* (subconjuntos). Definimos os
conjuntos ortogonais? de M e N, resp., por

Mt ={feX*: f(x)=0, Vo e M}
N*={reX:f(z)=0, Vf€ N}

Proposicao C3.1.

(a) M+, N* sio subsepacos fechados (de X* e de X resp.)

(b) se M, N sdo subespagos (de X e de X* resp.), entdo vale
(MH)*=M e (NH+ >N

(Spoiler: se X ¢ reflexivo entdo (N*)* = N)

<
Demonstragdo. (a) Exercicio.
(b)
o (MHr={re X: f(x) =0, Vfe& Mt} é fechado (por (a))
erveM=— f(z)=0, Vfe Mt (def. de M™)
o v € (MH* (def. de (M*1)*)

e supor que 3 79 € (MH)*\ M Cc X\ M

___ fechado —
Teorema B2.4. M~ C Xexoe X\M,3 feX* fliy =0, f(zo) > 0.

S.e.v

e I fe X flr=0e¢ f(xo) #0= f €M e f(xg) #0
e g€ (MHre fe Mt = f(xg) =0

2A notagdo mais comum é N=.

C12
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o (NHt={fe X*: f(x) =0, Vo e N*} é fechado (por (a))
e fe N= f(z)=0, Vx € N* (def. de N*)
o fe (N (def. de (N*)4)
[]

Exercicio C3.2. Faca o exercicio 1.16 (p. 24) do [Brell]. ¢ *

Exercicio C3.3. Se M;, M, sao subespacos vetoriais do e.v.n. X com
M; C My e N1, Ny subespacos vetoriais de X* com Ny C Ny, entao
Mt C Mjt e N} C N, *

Exercicio C3.4. (!) Mostre que, se M é subespaco de X
M+ = {0} — M=X
Mostre que o mesmo nao vale para N* e X*. *

Exercicio C3.5. Sejam Y e Z subespacos vetoriais fechados do e.v.n.
X, entao

YNZ=(Y"+25*, (C3.1)
YtnZzt= (Y +2)*+, (C3.2)
YNZ)-ovYLl4+ 2zt YrtnzHr=Y+Z. (C3.3)

X = {1, X* = loo, N = cp s.e. fechado de lo, (Ex. A3.17): N*= {0} = (NHL =l € N =c

C13
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Os graficos de T' e T™ estao ligados por uma relagao de ortogonalidade.

Proposicao C3.6. Sejam X,Y espacos de Banach e T : D(T) cx — Y
uma transformacao linear densamente definida. Seja

T Y'x X" X" xY":(g9,f)—~ (—f,9)

entao,

G(T)" ={(-T"9,9): g€ D(T")} = T(G(T")). <

Demonstracao.
A sequnda igualdade seque da definicao de imagem.

¢ G(I")={(g9.f) EY*x X*: f=T"g, g€ D(T*)}
={(9,T"g) € Y* x X*: g € D(T*)}

Para a primeira igualdade:

e G(T)r={he (X xY) :h(a) =0, a=(z,Tx) € G(T)}
={(f,9) e X* xY": (f,9)(z,Tx) = 0, x € D(T)}
2
(-T"g,9) € G(T)*", g€ D(T*) <= (-T"g,9)(z,Tz) =0, € D(T), g € D(T")
— —T"g(x)+9g(Tx)=0, z€ D(T), ge D(T7)
Sy —g(Tx)+9g(Tx) =0, x € D(T), g€ D(T*)V

(f;9)(@,Tx) =0, x € D(T), g €Y~

(f,9) €G(T)"

<— f(x)=—g(Tz), € D(T), ge Y~
f ltda T)

goT ltda ’

f(x)=—g(Tx), © € D( g € D(T™)

EY fle) = T (gx), © € D(T), g € D(T")
—  (f,9)=(-T"g,9), g€ D(T*)V

~
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Teorema C3.7. SejaT : D(T) cx — Y linear densamente definido. Entdo
ix) N(T) C R(T*)*

i) | N(T*) = R(T)* | elogo iv)|N(T*)*= R(T)

Se T € também fechado entao

i) | N(T) = R(T*)*| e logo iii) | N(T)* > R(T*)

(Spoiler: se X € reflexivo entio N(T)+ = R(T*)) <

Demonstragdo. iv) e iii) seguem usando a Proposicao C3.1-(b).
Proposicao C3.1 (b): se M, N sdo subespagos de X e de X* resp., entao vale
(MH*=M e (NHLON.
it) N(T*) = R(T)*
RT)={TzeY:2eDT)cx} CY
N(T*) = {f € D(T*)cy- : T*f = 0} C Y*
McX: Mt={geX*:g(z)=0, Vx € M}:

R(T)* ={feY": f(y)=0, Vye R(T)}

feN(T") <= T'f=0 e feDT
— T'fx)=0,VeeXefeDT
— Tflx)=0 2z D) e fecDT)"
EY f(Tw) =0, 2 € D(T) e f € D(TY)
— feR(T)* 1

3volta: D(T) é denso em X
4volta: f € Y* tal que f(Tx) =0 Vo € D(T) implica f o T limitada em D(T) e portanto f € D(T*)
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ix) N(T) C R(T*)*
R(I*)={T"fe X" fe D(T")cy+} C X*
N(T)={zeD(T): Tz =0} C X

NCX*: N*={reX:f(x)=0, VfE N}

R(TH)*={zc X :g(z) =0, Vgec R(T")}

reNT) < Tzx=0 exe D)
— f(Tx)=0,VfeY exreDT)®
— f(Tx)=0, f€D(T*)ex e D(T)°
(C2.1)

— T"f(z)=0, fe D(T*) ex e D(T)
— 1z € R(T"*

i) N(T) = R(T*)*, se T é fechada

Seja xg € R(T*)*\ N(T).
e 10 € R(T*)* = x9€ X e T*f(xy) = 0 para toda f € D(T*)

wEDD) oy am) T E xxy

* o ¢ N(T) — {T(mo) 7£ 0 T fechada

Teorema B2.4 [Existem muitos funcionais] Se M é um subespago fechado
de um e.v.n. X e yp € X \ M, entao existe f € X* tal que

h‘M =0, h(yo) = d(yo, M) > 0.

e 1h € (X XY)*; h(x(),O) #0e h|G(T) =0
e he (X xY) = h=(f,g) para alguma f € X* e g e Y"*
o 0 h(z0,0) = f(zo) + 9(0) = f(xo) #0

Svolta: Teo. B2.4-(c): Y* separa pontos
Spodemos ir para a la. linha se T fechada: Teo. C2.3-(b): D(T*) separa pontos
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¢ hgr)y=0= h(z,Tx) = f(x)+g(Tx) =0, v € D(T)

— g(Tz) = —f(x), x € D(T)

A2 g o T limitada em D(T)

~

— g € D(T%)

. T*g(xg) =0

e 1€ X = D(T) = zp = lim z,, para alguma sequencia {z,} C D(T)

n—oo

« . * . T geX* .. % geD(T™) ..
T7g(xo) = Trg(lim z,)" =" Tim T"g(wy) D) lim g(T,)
. X*
= —lim f(z,) 'S ~f(wo) £0

n—oo

]

Corolario C3.8. SejaT : D(T) cx — Y linear densamente definido. Vale

T sobre = T" inj (C3.4)
(T fechada) T* sobre = T inj (C3.5)

Se a dimensao de X (para (C3.5)) ou de Y (para (C3.4)) € finita, entdo valem
as reciprocas. <

Demonstracao. Exercicio.

i) | N(T*) = R(T)*

Se T é também fechado entdo i) | N(T) = R(T*)*
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C3.1 Caracterizacao de Transformacoes Lineares com Imagem
Fechada Aula 11

Uma importancia deste resultado é que Imagem fechada implica Imagem
Banach e logo nos permite aplicar outros resultados.

Teorema C3.9. Seja T : D(T) C X — Y wma transformagdo linear den-
samente definida e fechada. Entdo, sio equivalentes: [TF50, p---240-J[Rud75, p...96. ]

i) R(T) € fechada iii) R(T) = N(T*)*

it) R(T*) é fechada i) R(T*) = N(T)* <

= 0O =00 =00=0
Demonstracao.
iv) R(T*) = N(T)*+ = ii) R(T*) é fechada
Segue diretamente da Proposi¢ao C3.1-(a)

Proposigcao C3.1.

(a) M*, N* sao subsepacos fechados (de X* e de X resp.)
(b)
i) R(T) é fechada <= iii) R(T) = N(T*)*

Segue do Teorema C3.7-iv):

Teorema C3.7. Seja T : D(T) cx — Y densamente definido. Entao

ii) elogo v) | N(T*)* = R(T)
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T:D(T)C X — Y densamente definida e fechada:
i) R(T*) é fechada =—> 1) R(T) é fechada

e consideramos S =T|: D(T)C X - R(T) :z+— Sx=Tx
e S é linear, densamente definida, fechada e R(S) = R(T)

Lema C3.10. Seja S : D(T)) cx — Banach densamente definido e fechado.
Se existe C' > 0; ||¢]| < C|S*¢||,V ¢ € D(S*), entao S é aberta e sobrejetora.

pois dai S é sobrejetora

e R(T) é subconj. fechado do esp. de Banach Y, portanto é Banach

ALL o]l < C[[S*¢ll, ¥ ¢ € D(S*)

S=T|:D(T) S X_ %@ S*: D(S*) C R(T) — X*

Banach Banach

m S* é linear e fechada

Teorema C2.3. Seja T : D(T) cx — Y uma transformacao linear

densamente definida (X,Y Banach). Entao 7™ é linear e fechado.

Teorema da Aplicacdo Aberta para T fechada (pag. C5). Sejam
X, Y espagos de Banach e T : D(T') cx — Y linear fechada e sobrejetora.
Entao T é aberta e existe C' > 0 tal que para cada y € Y pode-se encontrar
x € D(T) tal que

lell < Cllyl e y="Tu.

a considere S*| = $* : D(S*) € R(T) — R(S*) que ¢ linear, fechada e
——

) Banach Banach?
sobrejetora
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e com 1isso teriamos:

30 >0,V € R(S7), 3¢ € D(57) - [[¢] < C[[5"9]|

m Se ,entao a Af. 1 estd provada: ||¢| < C|S*¢||, V¢ € D(S*) .

Af.2. S* é injetora

Exercicio C3.4. Se M é subespago de X, entdo M+ = {0} = M = X

R(T) é denso em Yy = R(T)
ST R(S)E = {0}

= R(S)
m N(S

Q

)T

Af.3. R(S*) é Banach
m R(S*) C X* e X* é Banach
m Se , entao R(S*) é Banach
iHip6tese!: R(T*) é fechada
Af 4. R(S*) = R(T™) e dai R(S™) é fechada

R(S)={S"¢€X": € D(S) CR(T) CY*}
R(TY)={T"Y e X*: e D(T*) CY"}

()
m S*pe X*:¢pe D(SY)

Corol. B2.3. M=R(T) C Ye fe M* =3 fey* talqueﬂM:f.

S.e.v

a3 ¢ e Yrtal que a\m = ¢.
mz € D(S)=D(T)

eD(S* _ =blamy  ~
¢ o T limitada em D(T) = = D(T~)
—_—

S*d(z) = T*¢(z), z € D(T) .z € X
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(o)

a T e Xy e D(T) ={f €Y": foT:D(T) — K limitada}

goS:D(S)— K limitada}

Queremos: T*y = 5*? com ? € D(S*) = {g € R(T)
*

n Y|z € R(T)

mz € D(T)= D(S)
= psa) TEY glgy(se)

* YeD(T*
Ty (x) ST v(Tz) "=
¢|TT) o S limitada em D(S) = wm € D(S*)

T = 5" lamy

T:D(T)C X - Y densamente definida e fechada:
i) R(T) é fechada = iv) R(T*) = N(T)*

Teorema C3.7. SejaT : D(T) cx — Y densamente definido. Se T' é também

(C)

N(T)*+ > R(T*)

fechado entao 4ii)

e R(T*) C R(T*) C N(T)*

=)

e fEN(T): ={feX*: flx) =0,z € N(T)}
QLICI‘CHIOS: feR(T"),ie., f=T") para alguma 1) =7 em Y* tal que ¥ o T seja limitada em D(T)
Usaremos o espaco quociente para encontrar 1 a partir de f e T

f e (X/N(T))

7' e L(R(T), X/N(T))
.

X/N(T)DD(T) <. p-1
> —~ s w € Y™ serd a extensdo do func. linear ltdo f
f Banach T\
K __ R(T)
foT 1
Banachcy

C.B2.3. Y e.v.n.,, M um subespagoe f € M* =3 f€Y™; flar = f-
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Af.1. X/N(T) é Banach: (ver Segao B5.1)

N(T) C X ¢é fechadoverifiaue!] (T fechada)

Af2. f: X — Kem X* induz um funcional linear limitado em X /N (7T'):
f i X/N(T) = K: [2] = f([]) = f(2)

* esta bem definido:®

) = le] & y—o € N2 fla—y) = 0'8 f(al) "= f(ly)

* é linear
* ¢ limitado:

If] = sup{| f([])] : |[«]]] < 1}
= sup{[f(x)[ - [[[=]]] <1}
ol < Lo Ml = el < 1 sup{|f ()] : [l]| < 1}
= 1f1]

“Lembre-se: [z] ={ye D(T):y—xz e NT)},z€ D(T) C X

Af3. T : D(T) C X — Y induz um operador 7' linear bijetor:
T:D(T) C X/N(T) = R(T) : [z] — T([z]) = T(x),

D(T) = {[z],z € D(T)} ¢ X/N(T)

* estd bem definido e é injetor:

T(x) = TW)

Y] =[] @ y—2 € N(T)=T(x—y) = 0" T([2])=T([y])

* € sobrejetor e linear
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f e (X/N(T))* ok T linear existe ok
X/N(T)s pigy <

) A T-' e L(R(T), X/N(T))
f Banach A

/ \ ¥ € Y™ sera a extensao do func. linear ltdo f o1

«T:D(T) Cc X/N(T) — R(T)

Teorema da Aplicacdo Aberta para T fechada (pag.
C5). Sejam X, Y espagos de Banach e T': D(T) cx — Y
linear fechada. Se T' é bijetora, entdao T~ € L(Y, X).

* R(T) ¢ Banach (hipétese: R(T) fechado e Y Banach)

x T é fechada

~ N

* D(T) xY 3 ([zal, T([xn])) — ([2],y) € X/N(T) x Y

R < Y N < ) R

*T, €lrnl = T —x, € N(T) =Tz, =Tz,
ATk, =Tx, =T ([x,]) = y

* D(T) x Y 3 (&, T(Z5)) — (£,9) € X x Y
*reDT)eli=y A (T fechada)
*[z] = [z] € D(T) e T([z]) = T([7]) = TT =y
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A~

Af5. 34 € Y tal que ¥|pr) = foT1

A A S.e.v. . . .
x foT™ 1. R(T) C Y — K é linear e limitada
Corolario B2.3 [Extensao de funcional mantendo a
normaj. Sejam X um e.v.n. sobre K, M um subespaco e

f € M*. Entdo 3 f € X* tal que f|a = f.

Queremos: feRrR(T),ie., f=T" paraalguma ¢ € D(T"),ie, ) € Y*; ¢poT seja limitada em D(T)

Af.6. ¢p o T é limitada em D(T)

*xx € D(T)

1/)|R(T)if oT~1

poT(x) = P(Tx) f(T(Tw)) = f([a]) = f(x)

* f limitada em X = ¢ o T limitada em D(T)

AL7. T*(z) = f(z), para todo x € X

*xx € D(T)

) 2 p(Tw) = fx)

YeD(T*)

* T dens. def. e continuidade = T*¢Y = f em X (vejap. C9)
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Lema C3.10. SejaT : D(T) cx — Y operador linear densamente definido
e fechado. Se existe C > 0 tal que

loll < ClIT*¢ll V¢ e D(T7),

entao T' € aberta e logo sobrejetora. <

Este resultado fornece o método da estimativa a priori: para determinar
se T é sobrejetora, considera-se T*¢ = g com g € X* (sem se preocupar se
existe ou nao solugao!) e prova-se que ||¢]| < C'||g|| para alguma constante
C que é independente de g.

Demonstracao.
Af.1. T é aberta

Exercicio B4.2.1 T : D(T) ¢ X — Y linear é aberta <— 3 r > 0;
BY (0) C T(BX (0) 0 D(T)).

Lema 2 - TAA. p. B19. X espaco de Banach, Y e.v.n., T fechada ,3 7 > 0;
BY,(0) ¢ T(BX(0)n D(T)) — BY(0) C T(BX(0)n D(T)).

Teorema B3.4 [Hahn-Banach - Forma Geométrica 2 | Sejam X um e.v.n.
real e A, B C X conjuntos convexos, nao vazios e disjuntos. Se A é fechado e B é
compacto, entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido forte:

dfeX flpzat+e>a>a—e> fl|a.

A:=T(B;{*(0) N D(T)) é fechado, convexo
Yo €Y \ A

B = {yy} é compacto, convexo

JoeY™ d(y) >a>dla > —« (T. HB-FG2)

0(Tx)| < a, € B (0)ND(T) = |p(Tz)| < 2alz||, € D(T)
— ¢ € D(T7)
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o [T7¢(x)| = |o(Tz)| < 2a||z|, = € D(T)
o |T%¢| <20 = ||¢|| <2Ca (Hipdtese)

a < d(yo) < o) < 119l lyoll < 2Ca||yol]

sey ¢ Aentao ||yl > 55

e 37 >0:BX(0) c BX(0) c A= T(BX0)nD(T))

i
Af.2. T é sobrejetora
e 37 >0; BY(0) C T(BX(O) ND(T)) (T é aberta)
e dado y € Y \ {0}, m € BY(0)

e existe x € Bf((o) N D(T) tal que Tz = ﬁzll

y=T2lylx/r), com 2|y|z/re D(T)

De fato a prova acima nos fornece: se T' é aberta entao T é sobrejetora.

C4 Exercicios

Exercicio C4.1. Reveja os exercicios 2.22 e 2.23 (p.53) do [Brell]

Exercicio C4.2 (EC1). Considere as aplicagoes T : D(T) cx — Y :
r — x pegando como X, Y todas as possiveis combinacoes de ¢ e £, (com
1 <p< o).

e Defina apropriadamente D(T'), encontre R(T'), discuta se a mapa for inj
e/ou sobre, continua, fechada, densamente definida
e Defina apropriadamente T* e D(T™), repita a discussdo acima para T*

*
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Exercicio C4.3 (EC2). Considere as aplicagoes T': X — Y

T :lo— ¥y : (CC]> > (2_j£lfj)

T : 0y — 4y (.CC]) — (2_j$j)

T 62 — EQ : (Il,xg,xg, ) — (0,[62,%3, )
T:ly— Uy (5131,:(:2,:63, ) = (0,%1,332,.173, )
A 62 — 62 : (331,3?27563, ) — (372,.%‘3, )

A = G DD =

Encontre entre elas exemplos de

e R(T)=Y, R(T)#Y, R(T) fechada/nao fechada

o R(T*) = X* R(T*) # X*, R(T*) fechada/nao fechada

T injetora/nao injetora,

Sup|iz <1 || 77|l finito ou infinito

SUp|ry|<1 ||zl finito ou infinito

casos em que 1" = T™ ou nao. *

Exercicio C4.4. Mostre que a aplicagao T : X — X : (z;) — (x;/1)
fornece um exemplo de:

e afirmagao (iii) do Teorema C3.7 com inclusao estrita, se X = {y;
e reciprocas do coroldrio C3.8 falsas, se X = /5.

*

Exercicio C4.5. Seja T : D(T') cx — Y densamente definido e fe-
chado.

e Mostre que se existe C' > 0 tal que
ol < Cl[T ¢l V¢ e D(T), (C4.1)

(como nas hipéteses do lema C3.10), pode-se mostrar diretamente que
T* é injetora e sua imagem é fechada (note que pelo Teorema C3.9
isso implica 7" sobrejetora).

e Mostre que, analogamente, se tivermos que existe C' > 0 tal que
|z < Cl|Tz|| Vae D(T), (C4.2)

entao 1" ¢é injetora, sua imagem é fechada e T™ é sobrejetora.
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e Mostre enfim que a desigualdade (C4.1) (resp. (C4.2)) pode ser obtida
quando T' (resp. T™) é sobrejetora, aplicando o corolario B4.4 (resp.
B4.3) ao conjunto {¢ € D(T*) : ||T*¢|| < 1} (resp. {z € D(T) :
1Tz < 1}),

*
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