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Lc.1 Definicoes de limite e continuidade - Revisao

Lc.1.1 Definicao de limite

e Seja A CR: p € R é dito ponto de acumulacao de A se

Vé>03dzeA: 0<|zr—p|<d

Nota. Um ponto de acumulacao de um conjunto A pode ou nao pertencer ao conjunto A.
Notagao. A’ conjunto dos pontos de acumulagao de A.

Dados p € R e r > 0, definimos:
e vizinhanca de p: um qualquer intervalo aberto que contém p
e vizinhanga de p de raio 7: o intervalo V,.(p) := (p—r,p+ 1)

p é ponto de acumulagao de A se
Vo>03dzeA: 0<|z—p| < Vo>03dzeA z#p: v€(p—35,p+90)
Vo>03dze AnVs(p) \ {r}; V X vizinhanga de p Jz € ANX\ {p}

Definicao Lc.1.1 (Limtes).
Sejam f : Dy — R uma fungao e p um ponto de acumulacao de Dy.

Y
g i ............ .
L !

Fonte:

e lim f(x) = L significa

T—p
Ve>036>0tal quex € Df e 0 < |x—p| <9 implica [f(x) —L| <e¢
e se a afirmacao acima é falsa para todo L € R, isto é,

VLeR,3e >0 talque Vo >03x € Dg; 0 < [x —p| <delf(x)—L|>¢,

dizemos que lim f(z) nao existe

Peron & Massa Le.2


https://pt.wikipedia.org/wiki/Defini%C3%A7%C3%A3o_de_limite_%28%CE%B5,_%CE%B4%29

AR-Lc. 30 de marco de 2026

e se p é ponto de acumulacao de D*JZ = D¢N(p, 00), hm+ f(x) = L dizemos
X—p

“limite de f(x) quando x tende a p pela direita e significa

Ve>036>0talquex € Dfe p <x < p+ 9 implica |f(x) —L| < ¢

e se p é ponto de acumulagao de | Dy | := Dy N (—o0,p), lim f(z) = L
X—p~

dizemos “limite de f(x) quando x tende a p pela esquerda e significa

Ve>03d>0tal quex € Dy e p— ¢ <x < pimplica |f(x) —L| <¢

e se p é ponto de acumulacao de Dy, lim f(z) = +oo significa
T—p

VM e R 36 >0 tal que x € Df e 0 < |x — p| < § implica f(x) > M

li = — li = —
o lim f(z) = —co, lim f(z)=—oo, etc
*
Observacao Lc.1.2.
1. Se p nao é p.a. de Dy, nao faz sentido lim,_,, f(z).
2. Se lim f(x) existe, entao f é limitada em uma vizinhanga de p.
T—p
3. Se lim f(x) = oo, entao f nao é limitada em qualquer vizinhanga de p.
T—p
*
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Lc.1.2 Definicao de continuidade

Sejam f : Dy — R uma funcao e p € Dy.

QUAIS DOS SEGUINTES DESENHOS PODEMOS DIZER QUE REPRESENTAM GRAFICO

DE FUNCAO CONTINUA ?!

(n
T T

()
Dy = [a, b]
' W)

(111)

!Nota. As figuras (II), (III) e (VI) ndo representam graficos de funcdes continuas e (I), (IV) e (V) repre-

sentam graficos de fungdes continuas!

Peron & Massa
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Definigao Lc.1.3 (Continuidade).
Seja f : Dy — R uma funcao e p € Dy

e dizemos que f é continua em p, se

Ve> 039 >0 tal que x € Dy e |x — p| < ¢ implica |[f(x) — f(p)| < ¢ (%)

e dizemos que [ é descontinua em p, se a propriedade (x) é falsa

e se f ¢ continua em p para todo p € A C Dy dizemos f é continua em A

e se f é continua em p para todo p € Dy dizemos f é continua *

2
fp) =L

=3
xY
=3
x

Nota.
1. Se f é continua em p € Dy, temos duas possibilidades:
e se p ¢ ponto de acumulagao de Dy, entao

[ é continua em p <= lim f(z) = f(p)
TP

e se p nao ¢ ponto de acumulacao de Dy, entao f é continua em p

2. Se p € D¢, NAO SE FALA SOBRE CONTINUIDADE OU DESCONTINUIDADE
EM p!l!
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Lc.2 Teoremas estudados em Calculo 1 - Revisao

Lc.2.1 Teoremas sobre operacoes com limites e funcoes continuas

Teorema [Operacoes com limites].
Sejam

f:Df—=R, g:D,—R, ppontodeacumulacao de D;ND,,

lim f(z) = Ly, limg(z) = L,.

T—P T—Dp

Entao

(lim f(x) £ g(x) = Ly + L,

T—p

lim f(x)g(z) = LsL,,

T—rp

lim f(z)/g(x) = L;/L, desde que L, # 0.
\ =P
<
Corolario [Operagoes com fungoes continuas|.
Sejam
f:Dy—=R, g:D,— R, ppontodeacumulacao de D;N D, .
Além disso, se p € Dy N Dy, [ e g sao continuas em p, entao
( f+ ¢ é continua em p,
{ fg é continua em p,
| f/g é continua em p, desde que g(p) #0.
<
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Teorema [Limite da composta].
Sejam
f:Df =R, g:D,— R taisque Im(f)C D,,

p ponto de acumulagao de Dy, a ponto de acumulagao de D, tais que

lim f(z) =a limg(y) = L.

2 y—a
Além disso, valha pelo menos UMA entre

(a) a€ D,eg continua em a.

(b) Fr>0: ze€eDrel<|z—p <r=1f(x)#a.
Entao

lim(go f)(z) = L

<
Corolério [Continuidade da composta].
Sejam
f:D; >R, g:D,—R, Im(f)CD,
pe Dy (= f(p) € D,) tais que
p ponto de acumulacao de Dy, f(p) ponto de acumulacdo de D,,
f continua em p e ¢ continua em f(p).

Entao go f é continua em p. <

Corolario [Continuidade das composi¢oes de continuas].
Qualquer funcao obtida via soma, diferenca, produto, divisao, composicao ou
inversao(se 0 dominio é um intervalo) 2 4¢ fyncies continuas, é continua no seu dominio

natural. <

2Ver Corolério Lc.3.7

Peron €& Massa Le.7



AR-Lc. 30 de marco de 2026

Teorema [Limites laterais].

DJJZ' : conj. pontos de acumulagao de Dy N (p, 00)

D}’ : conj. pontos de acumulagao de Dy N (—o0, p)

Sejam f: Dy —Repc DJJ?' N DJ?’. Entao vale a seguinte equivaléncia:

3 limf(x) =L = 3 lim f(x) = lim f(x) =L

X—=p x—pt X—p~

Também valem andlogos dos teoremas sobre operacoes com limites e limite
da composta:

e substituindo x - pporx —prel0<|r—p|/<rporp<z<p+r

e substituindo x - pporz —p e0<|z—p|<rporp—r<z<p

e substituindo y — a por y — a® e a por a”

e substituindo y — a por y — a~ e a por a, por exemplo:

Teorema [Limite lateral da composta].
Sejam
f:D; =R, g:D,—R, Im(f)CD,
p ponto de acumulagao de Dy N (p,00), a ponto de acumulacao de D, N (—o0,a),
lim f(z) =a", lim g(y) = L.
x—pT y—a~

Além disso, valha pelo menos UMA entre

(a) a€ D, e g continua em a,

(b)d3r>0: x€Drep<z<p+r= f(z)#a.
Entao ?

lim go f(x) = L.

r—pT

3Veja Exercicio 5, Lista 3.
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Lc.2.2 Outros teoremas sobre limites

Teorema [Unicidade do limite]. Se

3 lim f(z) = Ly e 3 lim f(x) = Lo

T—p T—p
entao L; = Ly <

Teorema [de conservagao do sinal]. Se

3 lim f(z) =L >0 (resp. L <0)

T—p

entao

dr>0: z€Del0<|z—p <r = f(x) >0 (resp. f(z) <0)

<
L. . ... /o
v
Teorema [de comparagao]. Se
flz) < glx) (ou f(z) < g(z))
para x € Dy e 0 < |z — p| < r para algum r > 0 e se existem os limites
lim f(z) =Ly e limglz) =L
entao L; < L,. <
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Teorema [de confronto]. Se

f(@) <g(@) <h(z)  (ou f(z) < g(x) < h(x))
para z € Dy e 0 < |x — p| < r para algum r > 0 e se

3 lim f(z) = limh(x) = L

entao 3 lim,_,, g(z) = L g

0

Fonte: Stewart, Calculo, vol. 1

Teorema [do anulamento].
Se f ¢ limitada numa vizinhanca de p, ou seja,

dM >0,3r>0: x€Drel0<|z—p|<r =|f(x)|<M

lim g(xz) =0

T—p

entao lim f(x)g(z) = 0. g

T—p

Todos os teoremas valem:
e substituindo x = pporz —pTel0<|z—p|/<rporp<z<p+r

e substituindo x - pporz —p el0<|z—p|<rporp—r<z<p

Peron €& Massa Le.10
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Lc.2.3 Outros teoremas sobre funcoes continuas

Teorema [de conservacgao do sinal para fungoes continuas].
Seja f: D — R, seja p € D um ponto de acumulacao de D e seja f continua
em p.
Se f(p) >0 (resp. f(p) <0), entao

dr>0: ze€Dellx—p <r = f(r)>0 (resp. f(x) <0)

f f f f f f T
-3 -2 -1 1 \

Figura 1: f satisfaz todas as hipdteses, por exemplo, em p = 1

+ + + + + + €T + + + + + + X + + + + + + X
-3 -2 -1 1 \\3 -3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3

Figura 2: f NAO satisfaz todas as hipdteses (em p =1 nos grafs. 1 e 2 e em p = 3 no graf. 3):
a tese pode (no graf. 1) ou nao estar satisfeita

Peron €& Massa Le.11
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Teorema [Teorema de Bolzano / dos zeros |.
Seja f : [a,b] — R continua, com f(a)f(b) < 0,

entao existe c € (a,b): f(c) =0. <
Y
i ™~ : X
-2 f-1 M
Figura 3: f satisfaz todas as hip6teses em [—2,4], existem ¢ = —1,1,3
Yy Yy

Figura 4: f NAO satisfaz todas as hipiteses em p = 1: a tese pode (no graf. 2) ou nao (no
graf. 1) estar satisfeita

Peron €& Massa Le.12
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Corolario [Teorema do valor intermedidrio].
Seja f : [a,b] — R continua, e seja v € R tal que

fla)>~>f(b) ou  fla) <y <[f(b)

entao existe ¢ € (a,b) : f(c) =1.
Em particular f assume todos os valores entre f(a) e f(b). g

Figura 5: f satisfaz todas as hipéteses em [—1, 3]: por exemplo, para 1.8 = f(—1) >~ =0.5 >
f(3) = 0 existem dois valores para ¢ ~ 0.9,2.7 que satisfazem f(c) =~

Figura 6: f NAO é continua em [1,3]: para v € [—1,1.5] no graf. 1 a tese nao é satisfeita e
v € [1.5,3] no graf. 2 a tese ¢ satisfeita

Peron €& Massa Le.13
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Lc.3 Limite, continuidade

um ponto é aderente a X quando é o limite de uma sequéncia de pontos
de X:

X denota o conjunto dos pontos aderentes a X (fecho de X)

e se X ¢ limitado inferiormente, inf X é aderente a X;
e se X ¢ limitado superiormente, sup X é aderente a X;
e p éaderente a X ses6seVe >0, XN(p—e,p+e)#0;

e p ponto de acumulagao = p ponto aderente.
P

X é fechado quando todo ponto aderente a X pertence a X, ie., X = X :
e X é fechado se s6 se seu complementar R\ X é aberto;
e uniao finita de fechados é fechado;
e interseccao qualquer de fechados é fechado.

X é dito ser denso em Y D X se todo ponto de Y é aderente a X, i.e.,
Y C X, equivalentemente:

1. todo ponto de Y é o limite de uma sequéncia de pontos de X
2. (a,b)NX #0, Y(a,b)CY
X é dito compacto se satisfaz uma das seguintes condigoes equivalentes:
1. X ¢é fechado e limitado;
2. toda cobertura aberta de X admite subcobertura finita;

3. todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumulacao perten-
cente a X;

4. toda sequéncia de pontos de X possui subsequéncia que converge a
um ponto de X.

Peron €& Massa Lec.14
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Lc.3.1 Funcao Mondtona

Teorema Lc.3.1. Sejam f : Dy — R uma fungcao mondtona limitada,

p ponto de acumulacao | de DN (p,00) e/ou de DyN(—o0,p). Entdo (quando
fizer sentido),

lim f(x) e lim f(z) existem.
z—pt T—p~

Mazis especificamente,

lim f(x) = inf f(x) e lim f(z) =sup f(x), se f crescente

r—=p* T>p L—p z<p
lim f(x) =sup f(z) e lim f(x) =inf f(z), se f decrescente.
x—pt r>p T—=p~ x<p

Figura 7: p p.a. de Dy N (—o0,p), p p.a. de Dy N (p,00)

Observacao Lc.3.2.

e se pép.a. de Dye|pec Dy|ahipdtese “f limitada” é desnecesséria:

f mondétona = J lim f(z)e J lim f(z)

r—pT T—p~

e sequéncia limitada mondtona = limite existe (seq. convergente)

e funcao limitada mondtona = limite existe :

ﬂlin% (:13 + |£|) e f:[-LL1]\{0} > R:z— x+‘x—‘ crescente e limitada
r— X X

Peron €& Massa Le.15
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Teorema A2.7. Sejam f : Dy — R e |p ponto de acumulagao | de Dy,
entao:

lim f(x) =L

T—DP

se e sb se

para toda seq. {a,},—; € Dy \ {p} tal que a, — p vale lim f(a,) =L

n—oo

Corolario Lc.3.3. Sejam f: Dy — R e|p € Dy|, entao:

f € continua em p se e so se

para toda seq. {an}rey € Dy tal que a, — p vale lim f(a,) = f(p)
n—oo

<

Teorema Lc.3.4. Seja f: Dy — R uma fungao mondtona. Se f(Dy) € um
conjunto denso em algum intervalo, entao f € continua.

Em particular, se f(Dy) € um intervalo, entao [ € continua. <

Observacao Lc.3.5. e Todas as hipoteses sao importantes:
x, reQ

, f(R) =R e f é continua s6 em 0.
C aepig [®-ReS

f:R—>R:xl—>{

e Visto que nem toda funcao continua é mondtona ou sua imagem é um
intervalo, quando vale a reciproca do Teorema Lc.3.47 *

Teorema Lc.3.6.
Sejam f : Dy — R uma fungao e Dy ¢ um intervalo.
Se f é continua, entao f(Dy) é um intervalo. 4
Se ainda f é injetora, entao f é mondtona, logo f~!: f(Dy) — Dy é monétona.
<

40s extremos podem ou nio pertencerem ao intervalo, f : (—1,3) = R: x> 22 e f(Dy) =[0,9)

Peron & Massa Lec.16
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Corolério Lc.3.7 [Continuidade da inversa - cont. em intervalo].
Seja f : A — B uma funcao bijetora. Se f é continua e A é um intervalo entao
f~1 é continua. <

f é continua e bijetora mas f~! néo é continual

Lc.3.2 Funcoes continuas em conjuntos compactos

Teorema Lc.3.8.
Seja f : Dy — R continua. Se Dy é um subconjunto compacto de R, entao
f(Dy) é compacto. <

Corolario Lc.3.9 [Teorema de Weiestrass].
Sejam f : Dy — R continua e Dy um subconjunto compacto de R,
entao existem x1,20 € Dy : f(x1) < f(z) < f(22), Yo € Dy. <

-1 1 2 3 -1 1 2 3
1 1+ 1 1
—2 41 —2 4

Figura 8: Graf. 1: f é continua em [—1, 3]. Graf. 2: f é continua em [—1,1] U [2, 3]:
2¢éovmemaz=2e2¢éo0oVMemax =3

Peron €& Massa Le.17
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T T
1 1 2\3 . 1 2/ 3 1 1 2 3
-2 -2 -2

Figura 9: f NAO ¢ continua em [1,3] e a tese pode ou nao estar satisfeita: nao assume o
méximo no graf. 1 e assume no graf. 2. No graf. 3, f é continua em (0, 3] e nao assume o
maximo mas assume o minimo.

Corolario Lc.3.10.
Seja f : [a,b] — R continua,

entao

Im(f) = [m, M],
onde m, M sao, respectivamente, o minimo e o maximo de f. <
Demonstracao. Tarefa! H

Y
s /

Figura 10: Dy é compacto e a Im(f) ¢é (figura da esquerda) e nao é (figura da direita) intervalo

N = | =N W

Corolario Lc.3.11 [Continuidade da inversa - cont. em compacto].

Seja f : A — B uma funcao bijetora. Se f é continua e A é um compacto entao
f~1 é continua. <

Ex. 23, Lista 1: Sejam X C R um conjunto compacto e {x,} uma sequéncia em X.
Prove que se toda subsequéncia convergente de {z,} convergir para L, entao {z,}
converge a L.

Peron €& Massa Lec.18
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Exemplo Lc.3.12.

1. Retomando o exemplo anterior: se definir f(c) = p, entdo f é continua no compacto

[a, b] U [c, d] mas nao é injetora, nao podendo falar de sua inversa

e
—1
I VAR
_ ol /
: al 7
a .b p d m p n
2. Intervalos fechados sao compactos.
. /
3. O conjunto de Cantor é compacto. °
A
MATH 3/G wgm —
Cantor Set ¢
IO 0 ! -
I’ 0 1 2 1
3 3
e P e
9 9 3 3 9 9
,mm mm =m mm
|n nmn mamn man nn E E : : ; 5 >
5 9 5 9
A Fungdo:
Seja x € C. Entdo x pode ser escrito de forma Unica como:
x=Z%: ap € 10,2}
k=1
Definimos a fungéo f: C— [0, 1] como:
w2
f‘”*é?
Propriedades:
« Continuidade: A funcae f ¢é continua, pais ela preserva a estrutura de vizinhanga
do Cantor.
= Bijetora: Mapeia cada ponto do conjunto de Cantor, base 3, a um ponto unico do
intervalo real [0, 1] em base 2.
Figura 11: Acima, esquerda : Conjunto de Cantor (figura da )
Acima, direita: Func¢ao de Cantor ( ): cont. de [0, 1] sobre [0, 1], ndo inj.

Abaixo: f: C — [0,1] continua e bijetora.

*

5Ver p. 136 do livro do Elon. O gréfico da funcdo de Cantor no Acrobat é animado!

Peron & Massa Le.19
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Lc.3.3 Continuidade Uniforme

Dizemos que f: Dy — R é continua se é continua para todo p € Dy
e dizemos que f é continua em p, se

Ve>036=0d(s,p) >0 tal que x € D¢ e |x — p| < 0 implica |f(x) — f(p)| < e

Defini¢ao Lc.3.13 (Continuidade uniforme).
Dizemos que uma fungao f : Dy — R é uniformemente continua, se

Ve>03§d=0(c) >0 tal que x,p € Df e |x — p| < 0 implica |f(x) — f(p)| <e K

Observacao Lc.3.14. f unif. cont. = f cont. *

° f($) = sin(x) é uniformemente continua: dado e (altura do retangulo), para o

mesmo ¢ (largura do retangulo), o grafico “nao fura nem o teto nem a base do retangulo”

° f(l’) = % nao ¢ uniformemente continua: dado e, para o mesmo §, quando ficamos
préximos da origem, grafico “fura o teto do retangulo”, precisando considerar é menor para o

grafico “ficar dentro do retangulo”.

h " m
Es

Exemplo Lc.3.15.

. f:R—R:z+— f(x)=sinz é uniformemente continua (Exercicio 19, Lista 3)
2. f:R—=>R:2~ f(x) =ax+ b é uniformemente continua.

3. f:(0,00) = R: 2~ f(z) =% nao ¢ uniformemente continua.

Peron €& Massa Lec.20
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Teorema Lc.3.16 [Condicao necessaria 1 para cont. unif.].
Sejam f : Dy — R uma fungdo e {a,} C Dy uma sequéncia. Se f é unifor-
memente continua e {a,} ¢ de Cauchy, entao {f(a,)} é de Cauchy. <«

Corolario Lc.3.17 [Condigao necessdria 2 para cont. unif.].
Sejam f : Dy — R uma fungao e p um ponto de acumulacao de Dy. Se f é
uniformemente continua, entao existe lim f(z). <
T—p

se a condi¢ao rosa esta satisfeita e a condicao azul nao, entao f nao é unif. cont.

Exemplo Lc.3.18.

1. f:(0,00) = R: 2+ f(z) =1 nao é uniformemente continua.

Teorema Lc.3.19 [Condicao suficiente para cont. unif.].
Sejam f : Dy — R uma funcao e Dy compacto. Se f € continua, entao f €
uniformemente continua. <

Exemplo Lc.3.20.

L. f:a,b) > R:2~ f(z) =21 (a>0) é uniformemente continua. *

Peron €& Massa Le.21
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Lista dos teoremas

Le.1.1 Definicao (Limtes) . . . . . . . ..o oo oo Lc.2
Le.1.2 Observagao . . . o v v o o o o s Le.3
Le.1.3 Definicao (Continuidade) . . . . . . .. .. ... ... ... Lec.5
Teorema (Operagoes com limites) . . . . . ... ... ... Lc.6
Corolério (Operagoes com fungoes continuas) . . . . . . . Lc.6
Teorema (Limite da composta) . . . . . . . ... ... ... Lec.7
Coroléario (Continuidade da composta) . . . . .. ... .. Le.7
Corolério (Continuidade das composigoes de continuas) Lec.7
Teorema (Limites laterais) . .. ... ... ... ... ... Lc.8
Teorema (Limite lateral da composta) . . . .. ... ... Lc.8
Teorema (Unicidade do limite) . . . . . ... ... ... .. Lc.9
Teorema (de conservagao do sinal) . . . . ... ... ... Lc.9
Teorema (de comparagao) . . . . . . .. .. ... ... ... Lc.9
Teorema (de confronto) . . . .. ... .. ... .. ..... Lc.10
Teorema (do anulamento) . . . . ... ... ... ... ... Lc.10
Teorema (de conservagao do sinal para fungoes continuas)Lc.11
Teorema (Teorema de Bolzano / dos zeros ) . . ... .. Lc.12
Corolério (Teorema do valor intermediario) . . . . . . . . Lc.13
Le3. 1 Teorema . . oo o0 o o0 0o Lec.15
Le.3.2 Observagao . . . . o o o o o o oo e Le.15
Le.3.3 Coroldrio . . . o o oo oo Lc.16
Le.3.4 Teorema . . . o o o oo oo Lc.16
Le.3.5 Observacao . . . . . o o o o o oo Lc.16
Le.3.6 Teorema . . . o o o o 0L oo Lc.16
Lc.3.7 Corolario (Continuidade da inversa - cont. em intervalo) Lc.17
Le3.8 Teorema . . . o o o o 0o oo Le.17
Lc.3.9 Corolario (Teorema de Weiestrass) . . . ... ... .. .. Lc.17
Le.3.10Coroldrio . . o o o oL oo Lc.18
Lc.3.11 Corolario (Continuidade da inversa - cont. em compacto)Lc.18
Le312Exemplo. . . . . 0 o Lo Lc.19
Lc.3.13 Defini¢ao (Continuidade uniforme) . . . . ... ... ... .. Lc.20
Lc.3.140Dbservacao . . . o v . v v e Lc.20
Le3. 15 Exemplo. . . . . . oL Lc.20
Lc.3.16 Teorema (Condigao necessaria 1 para cont. unif.) . . . . . .. Le.21

Peron & Massa Lec.22



AR-Lc. 30 de marco de 2026

Lc.3.17 Corolario (Condigao necessaria 2 para cont. unif.) . . . . . . . Le.21
Le318Exemplo. . . o 0 o oL Lo Le.21
Lc.3.19 Teorema (Condigao suficiente para cont. unif.) . . . ... .. Lec.21
Le3.20Exemplo . . . . . . . . . Le.21

Peron & Massa Lec.23



	Definições de limite e continuidade - redRevisão
	Definição de limite
	Definição de continuidade

	Teoremas estudados em Cálculo 1 - redRevisão
	Teoremas sobre operações com limites e funções contínuas
	Outros teoremas sobre limites
	Outros teoremas sobre funções contínuas 

	Limite, continuidade 
	Função Monótona
	Funções contínuas em conjuntos compactos
	Continuidade Uniforme


	anm0: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


