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B1 Funcionais lineares cont. Aula 4

e X e.v.: os elementos de £-(X,K) sdo ditos funcionais lineares

e X e.v.n.: os elementos de L(X, K) sdo ditos funcionais lineares continuos
(limitados).

e | X' |:=L(X,K) é dito dual de X e é sempre Banach.

e resolve “problema de extensao”: estende funcionais lineares definidos
em subespacos ao e.v.n. conservando determinada propriedade do
funcional;

e mostra a existéncia de funcionais lineares limitados: X* é rico!

e mostra que dois conjuntos convexos (satisfazendo determinadas
condigoes) podem ser “separados”por um hiperplano
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B2 O Teorema de Hahn Banach
Um funcional sublinear num e.v.n X, é uma funcao p : X — R tal que

plx+y) <plx)+py) e pAz)=Ap(z) VayeX VA=0.

Exemplos:
e todo funcional linear é um funcional sublinear

e toda norma ¢ um funcional sublinear

1

e toda seminorma' é um funcional sublinear

Teorema B2.1 [Hahn-Banach real]. Sejam

e X um espaco vetorial real,

e p um funcional sublinear em X,

o M um subespaco vet. de X

o f um funcional linear em M tal que f(z) < p(z) para todo x € M.

Butio existe um funcional lincar § em X tal que J(x) < p(a) para todo
reXe ﬂM — f_/F0199, prova:p.158] .

Teorema B2.2 [Hahn-Banach complexo]. Sejam

e X um espaco vetorial ¥ead complexo,

o p um—funcionat-sublinear uma seminorma em X,

o M um subespaco vet. de X
e [ um funcional linear em M tal que £Her<plxy |f(z)] < p(x) para

todo x € M.
Entao existe um funcional linear f em X tal que %—%}9&&) \fN(x)| < p(x)
para todo x € X e fly = f. <

Luma seminorma deve satisfazer as propriedades de norma exceto a condigao ||z|| = 0=z =0
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B2.1 Prova H-B-real

Prova Teorema H-B-real:

Af.1.

Af.2.

Lema de Zorn Se X é um conjunto parcialmente ordenado e todo subconjunto
totalmente ordenado de X tem um limitante superior entao X tem um elemento
maximal.

Conjunto parcialmente ordenado: com uma

7 <" (reflexiva, antisimétrica e transitiva)

(reflexiva x < z

antisimétricar Jyeyrxr =z =y
transitiva r <yey <z = = = z)

Conjunto totalmente ordenado: com uma relagao de ordem ” <”
tal que dados z,y quaisquer z < youy <X =

Limitante superiorde Y C X: [ € X t.q. y X[ paratodoy €Y.
m € X é elemento maximalde X: x € Xem <z = m=uz.

S.e.v.

CE={(My,g0) M C My, C Xegy€ Lr(My,R);9x < pew My, gxlar = f}
CEHA

“<” definida abaixo é uma relacao de ordem em &:
M,cCcM 3

(My, g\) = (Mg, gg) <=
98|, = 9g»

. (£€,2) é um conjunto parcialmente ordenado

. Seja B = {(Ma,93)}sep C € totalmente ordenado

B tem um limitante superior (M, §) € &

M::LJﬂeBMﬁegzM—HR:a:EMgl—)g(x):gﬁ(x)

. Pelo Lema de Zorn, £ tem um elemento maximal (M, g9) € &

My=X

. Portanto, o T. H-B-real segue tomando f = q0

Prova de Af.2.: Supor My # X

1.

My é subesp. préprio de X e tome x € X \ M
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w N

4

S Ot

Lema [Extensao em uma dimensao] Sejam

e X um espaco vetorial real,
e p um funcional sublinear em X,
e My um subespaco vet. proprio de X

e go um funcional linear em My t.q. go(m) < p(m), Ym €
My
o v € X\ M,

S.€.0.

Entao, existe g1 : M1 = My+ Rx C X — R linear tal que
g1(m) < p(m) para todo m € M e g1|nm, = go-

. existe g; como no lema acima
. (M17gl) S g

.€.V

M C My C M; Sg X
(91la, =90, ol =f) = g1l = f

- (Mo, go) = (M1, 1)

pelo Lema: My C My g1|m, = 9o

. como (My, go) maximal, entdo (M, g1) = (Mo, go) ==

. portanto My =X
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B2.2 Prova H-B-complexo Aula 5

Relagao espacgo real / espago complexo

e Seja X um e.v. sobre C, definimos | Xg | 0 e.v. sobre R obtido de X
limitando a multiplicacao aos escalares reais.

Se X for normado, sua norma também induz uma norma em Xg.

e Dado f € L+(X,C), vale:

gb S %G(f) € ,C?(XR,R)

f(z) = ¢(x) — ip(ix)
e Dado ¢ € L+(Xg,R), vale:
f(@) == ¢(z) — ig(ix) € L2(X, C)

e Além disso || f| . = ||¢]

XR

Teorema. [Hahn-Banach complexo] Sejam

e X um espago vetorial zeal complexo,

o p umfuncional-sublinear uma seminorma em X,

e M um subespaco vet. de X

e f um funcional linear em M tal que #&<p{x) |f(z)| < p(z) para todo x € M.

Entdo existe um funcional linear f em X tal que fa}<ple} |f(z)| < p(z) para todo = € X e
flau=r.

Prova Teorema H-B-complexo:
1. ¢ = Re(f) satisfaz as hipoteses do Teorema H-B-real
2. existe ¢ : Xgp — R linear tal que ¢|y, = ¢ e o(z) < p(x), v € Xg
3. f(:c) = ¢(z) — ig(ix), * € X é uma extensdo de f, ou seja, ﬂM =f
Af1. f: X — C é linear

~

Af2. |f(x)| < p(x) para todo z € X
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B2.3 Algumas consequéncias do T. de Hahn-Banach

Corolério B2.3 [Extensao de funcional mantendo a norma]. 2

Sejam X um espago vetorial normado sobre K, M um subespago e f € M*.
Entao existe um funcional f € X* tal que

T=1 e |7 = 1rl

<
Demonstracao.
1. fe M= |f(x)] < ||flly|lz] para todo x € M
2. p(x) = || fll 0 llz]|, = € M, é uma seminorma
3. (H-B-C) 3 f : X — K linear; | f(z)| < p(z) para todo z € X e
1 @+8) = |[7] . = sup 1F@)] < 11l
[l ]| =1
5. portanto f é limitada ( )
6. |7]]... - sup | f(@)] = sup | f(@)] = sup [f(@)] = |l
l]|=1 lz]|=1 lzf=1
7. (4)+(6) =
[

Teorema B2.4 [Existem muitos funcionais]. Seja X um espaco vetorial
normado sobre K.

a. Se M é um subespaco fechado de X e xy € X \ M, entdo existe f € X* tal
que

flar =0, |fllx-=1 e flzo) = d(xo, M) = inf |lzg —m|| > 0.

2Teorema de Hahn-Banach para e.v.n.
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b. Se X € nao trivial, X* € nao trivial: Se xoy # 0, emiste f € X* tal que
[fllx- =1 e f(zo) = [lzo]-

c. Os funcionais lineares limitados em X separam pontos: Se x # y, existe

fe X" tal que f(z) # f(y).

Exercicio B2.5. Se X é um e.v.n. nao trivial, vale

el = max |f(x)

[l = =1

(mostre que a norma é igual ao sup e que o sup é atingido).
Mostre que ao contrario, na formula ja vista || f||y. = sup |f(z)|, o sup
eX

x

lzll=1
pode nao ser atingido (pense no espago das fungoes continuas em [0, 1]
com f(0) =0. Veja também o ex 1.4 (p. 21) do [Brell] ) *

Exercicio B2.6. Mostre que um subespaco M de em e.v.n. X é denso
se e sO se vale que

Vo € X" t.q. ¢lsr =0, vale ¢ =0

*

Exercicio B2.7 (EB1). Sejam e; = (0;;)jen, © € N, h = (1/j)jen €
1=(1,1,1,1,...), onde J; ; é o delta de Kronecker.
Mostre que existe ¢ € ({)* tal que ¢(e;) = 0 para todo ¢ € N mas

¢(1) # 0,

Mostre que nao existe ¢ € (5)* tal que ¢(e;) = 0 para todo i € N e
¢(h) # 0. *
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B3 Versoes geométricas de H-B (aqui K = R)
B3.1 Hiperplanos

Um hiperplano (afim) é um conjunto da forma
H=[f=ao={reX: f(z)=a}.
onde f € L2(X,R), f #0ea € R. f = «aéchamada de equagao do hiperplano.

Proposicao B3.1.
[f = a] é fechado se e somente se f € continua (f € X*). <

Exercicio B3.2.
e [/ = a] # 0 para qualquer a € R.
e [f = 0] é o unico subespago préprio de X que contém [f = 0].
e [/ = a] é fechado ou ¢ denso em X *

Demonstragdo. Se f continua, é imediato que [f = o] = f~!({a}) ¢ fechado.
Supor H = [f = a] fechado:

1. X\ H # 0 e é aberto
2. 3z € X\ H e portanto f(xg) # a: f(xg) <«
3.3r>0; B,,(r)c X\ H

Af.1 f(z) < a para todo x € B,,(r)

Af2 f(z) < o= /(20) para todo z € X : ||z|| <1
r

4. |f(x)| < a - flzo) para todo z € X : ||z]| <1
r

5. se f(xg) > «, andlogo (verifique!)
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B3.2 Funcional de Minkowski Aula 6

Definicao B3.3. Se A, B C X dizemos que [f = o] separa A e B
e no sentido fraco, se

flz)<a VzeA e fx)>a V z€B.

¢ no sentido forte, se existe ¢ > 0 tal que

flz)<a—e Vo eA e flzx)>a+e V z€B. *

Teorema B3.4 [Hahn-Banach - Formas Geométricas |. Seja X um

espaco vetorial normado real e sejam A, B C X dois conjuntos converos®, nao

vazios e disjuntos.

FG1 Se A ¢ aberto entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no
sentido fraco.

FG2 Se A € fechado e B ¢ compacto, entao existe um hiperplano fechado que

separa A e B no sentido forte.

<

e na prova do Teorema de Krein-Milman (sobre conjuntos compacto convexos) que por sua
vez é usado para provar, p.e., os Teoremas de Bochner e de Berstein.

e em EDP: existéncia de uma solugao fundamental para um operador diferencial geral com
coeficientes constantes (Teorema de Malgrange-Ehrenpreis).

Demonstracao. Precisaremos dos dois lemas a seguir. ]

3Ver pagina A16: C' C X é um conjunto convexo se

Ty:tx+(1—t)ye C paratodoz,y e Cetel0,1]

B10
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Dado um aberto convexo C' em X com 0 € C, definimos o Funcional de
Minkowski de C"

po(x) =p(x) = inf{ﬁ_1 >0; pxeC}, xzelX.

Observacao.
1. p estd bem definida: para cada z € X, {871 >0; Bz € C} # 0.
2. p(0) =0 *

Lema B3.5 [Propriedades do funcional de Minkowski].
p € um funcional sub-linear, C = {x € X : p(x) < 1} e existe M > 0 tal que

0<p(x)<Mlz||, V z€X.

Demonstracao.

1. Seja x € X
e por definicao:

OOEC’aberto:3r>O;Br(O)CC:>H;—”xEC

2.r€X:plr)<1=30<pBl<1; preC
e 0 € C convexo: fz0 € C = 2= p"1Bx)+(1—-51H0eC,ie,

e C aberto: z € C\ {0} = 3r>0;B,(z) CC
e (1+¢)x € C para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno
1
<— < 1=
* plo) < 1+e¢
3. Sejam z,y € X ec >0

e propriedade direta de infimo:

° é construtivo:

B11
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X Yy . X B |
P T o) re PO (p(-)+s) =0 et <!

t+ y+ (1-t)eC, telo1]

Tr+vy

~p(x) +ply) + 2¢ b

p(x) + p(y)

T o) +ply) + 2 0.1

r+y r+y
ce( = <1 Ve
p(z) + ply) + 2¢ b <p<x> oY) + 28)

p(z+y) <plx) +ply) +2 Ve>0

]

Observagcao. Se(0 ¢ C eyy € C, o Lema B3.5 continua valido apés redefinir
o funcional de Minkowski como a seguir:

plx) =inf{87'>0; B(x—w)+weC} z€X.

B12
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Lema B3.6. Seja C C X um aberto convexo nao vazio e vy € X \C. Entdo
existe f € X* nao nulo tal que f(x) < f(xg) para todo x € C.

Em particular o hiperplano fechado de equacao [f = f(xo)] separa C' de {x¢}
no sentido fraco. <
Demonstracao. Podemos assumir 0 € C.

Teorema Hahn-Banach real Sejam

X um espago vetorial real,
p =77 um funcional sublinear em X,
M =77 um subespaco vet. de X

g =77 um funcional linear em M tal que g(z) < p(z) para todo = € M.

Entao existe um funcional linear f em X tal que f(z) < p(x) para todo x € X e

flv =g

e p := funcional de Minkowski de C' que ¢ sublinear
e M := Rz que é subespaco vet. de X (xg € X\ O)
e g: M —=R:x+ g(x)=g(teg) =t, t eR*

1. g é linear
Af. g(z) < p(x) para todo x € M

e (T. H-B-real) flx) <px),reXeflu=g?
o < p(x) L2 1 =g(xg) = para todo x € C.
Af1. ie., 3 M >0;|f(x)| < M| z| para todo z € X

PRONTOS PARA DEMONSTRAR H-B-GEOMETRICO

4de fato queremos g(tzo) = tg(wo) onde g(xg) =: c. Mas para Af. valer precisa 0 < ¢ < 1 e para a pentiltima
conclusao valer precisa ¢ > 1
®Note que f(zg) = g(zo) = 1 implicando o funcional nao nulo.

B13
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Teorema Hahn-Banach - Formas Geométricas Seja X um espaco vetorial normado real e
sejam A, B C X dois conjuntos convexos, nao vazios e disjuntos.

FG1 Se A é aberto entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido fraco.

FG2 Se A é fechado e B é compacto, entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido
forte.

Prova do Teorema H-B -FG1.

Lemma Seja C' =7? C X um aberto convexo nao vazio e g =77 € X \ C. Entao

existe f € X* tal que f(z) < f(zo) para todo = € C.

e C:=A-B={e—y:x€AyeB}#0 (pois A, B # ()
Afl. C é aberto (pois A é aberto)
Af2. C' é convexo (pois A, B sdo convexos)
Af3. g =0¢ C (pois AN B =10)

) tal que f(x —y) < f(0) =0 paratodoz € A,y € B

e f(x) < f(y) paratodo x € A,y € B= sup f(x) < égjgf(y)

reA

e tome

Prova do Teorema H-B -FG2.

Usaremos o T. H-B-1FG aplicado ao conjunto C = A — B e um adequado conj.
aberto (convexo, nao vazio) que nao intercepte C'. Depois trabalhar para encontrar

a ec.

e 0¢ (C:=A— B+#1(eé convexo
Afl. C é fechado (pois A é fechado e B compacto)
e 0c X\C éaberto=—3r>0;B.(0)nC =10

B14
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e (T.H-B-1FG) ,cER; flr—y) <ec< flrz),xr € Ajy € B,
z € Bl(O)

o f(x)— fly) < f(rz),x € A,y € B, z € B1(0)
Af2. f(x) — f(y) < —% I fllx-, 2z € Ay € B, para algum R > 1
Il = s 17 = sup f(x) =

Hzn} € 510); f(zn) = (]

e, M —> 00

tome R > 1 = —% € B1(0),Vn

e tome

o f(a:)—i—agf(y)—s,xeA,yeB:sugf(x)+s§;2£f(y)—s

e tome

Exercicio B3.7. Mostre que se C' também é equilibrado (i.e. Az € C
Ve e C, A € K, |A\| =1) entdao p é uma seminorma.
Se além disso C' é limitado entao p é uma norma. Y

Exercicio B3.8. Faga o exercicio 1.14 (p. 23-24) do [Brell] (soma de
subespagos fechados e separacao).* *

“para convexos quaisquer disjuntos pode nao existir hiperplano fechado que os separem, enquanto
que em dimensao finita sim.
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B4 Consequéncias do Teorema de Baire Aula 7

B4.1 Principio da Limitacao Uniforme

Teorema B4.1 [da Limitacao Uniforme - Banach-Steinhaus].
Sejam X espago de Banach®, Y e.v.n e A C L(X,Y). Se suppey [|[Tx| <
oo para todo x € X, entdo suppey | T < 0. <

°E suficiente assumir que X,Y sejam e.v.n e que sup ||Tz|| < oo valha para z em subconjunto de
TeA

segunda categoria

Demonstracao.

Teorema de Baire. Todo espago métrico completo é de 2a. categoria nele mesmo.

X é de 2a. categoria nele mesmo se e s6 se (X = UyF;, F; fechados = 3 ; F] # ()

o X ={x € X :suppey||Tx| < oo} é de 2a. categoria nele mesmo (Banach)
Afl. F,={rv e X :|Tz|| <n,VT e A}, n € N, é fechado
Af2. X = UnF,
e 1 nyg; F,’LO # (), i.e., existe z( ponto interior de F,,
e 37 > 0; B, (29) C EFp,
Sejamzx € X : ||z]| <1eT €A

1 _
o I'(zx) =-T(xg+7rx — 29) com xo+rx € B.(xg) C F,, e xy € F,
r 0 0

AE3. || T(a)] < 2
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Corolario B4.2. Sejam X,Y como no Teorema e {T,} C L(X,Y) tal que
{T,x} converge para cada x € X. SeT : X — Y € definida por

Tr = lim T),x,
n—oo
entao T € L(X,Y) e |[|T|| < liminf||T,| . <

Observacao.
e T,, convergir pontualmente a 7" ndo implica ||T,| — ||T]].

T,: ¢, —R:z=(r1,29,...) = Thx=ua,
—~—

Banach

T,, ¢é linear e limitada

Twx—0=Tz,Vrel,; |T,=1Vn e|T|=0

e O Principio da limitacao uniforme pode nao valer se X nao for Banach.

Ty 2 (cooy || - |loo) = (Uoos || < |loo) = @ — T = (0,...,0,nx,,0,...
(oo, || - Iloe) = (Coos | - llc) ( )

nao Banach

T, ¢ linear e limitada

sup || 7,2 |0 < 00, Vo € X e sup ||T),|| = oo.
n n
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Corolario B4.3. Se X € um e.v.n. sobre K e B C X, suponha que ¢(B) =
{6(x), x € B} seja limitado ¥ ¢ € X*. Entdao B € limitado. <

Demonstracao.
Temos: ¢(B) é limitado para cada ¢ € X* <= |¢(x)| < ky,Vz € B

bl = max b
lbllx = max jo)
8]l x =1
Teorema da Limitacido Uniforme Sejam X =?? espaco de Banach, Y =?? e.v.n

e A=77 C L(X,Y); sup | Tz|| < oo para todo = € X, entdo sup |T|| < oco.
TeA TeA

e X = X* é Banach
o Y =K

e A={T): X* - K: ¢ Tp(¢) = ¢(b) }rep € subconj. de L(X* K):
pois: Af.1. para cada b € B, T} é limitada

Af.2 sup ||Tyo|| < oo para todo ¢ € X* (¢(B) ¢ limitado)
beB

e sup ||T;|| < o0 (T. Limit. Unif.)
beB

Af.3 B é limitado

]

Corolario B4.4. Seja X um espaco de Banach e B C X*, suponha que
{6(z), ¢ € B} seja limitado ¥V x € X. Entao B € limitado. <
Demonstracao. Exercicio. [

Exercicio B4.5. Faga o exercicio 2.4 (p. 49) do [Brell] (Forma bili-
near). *

B18
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B4.2 Teorema da Aplicacao Aberta

e X.Y em.: uma fungao 7' : X — Y é continua <=
T71O) é aberto em X para todo aberto O de Y

e se ainda 7" possui inversa 77! : Y — X continua, entao
(T~1H)71(O) = T(O) é aberto em Y para todo aberto O de X

e T linear bijetora == 3 T! linear mas nao necessariamente continua,
ou ainda, nem sempre imagem de aberto em X é aberto em Y

Definicao B4.6. Uma aplicacao aberta é uma aplicacao T': X — Y tal
que se A C X é aberto entao T(A) C Y é aberto. *

Teorema B4.7 [da aplicagao aberta]. Sejam X e Y espacos de

Banach. Se T € L(X,Y) € sobrejetora, entao T é aberta . <

Demonstracao. Segue da Proposicao [3]: O]

Lema [1]. Sejam . SeT e LA(X,Y) €
sobrejetora, entao existe r > 0 tal que

B},(0) C T(B{(0)). (B4.1)

<

Lema [2]. Sejam . SeT € L(X,)Y) e
existe r > 0 tal que (B4.1) wvale, entao

BY(0) C T(B;*(0)). (B4.2)

<

Proposigao [3]. Sejam . SeT e L(X,Y) ¢

sobrejetora, entdo existe v > 0 tal que BY (0) C T(B{¥X(0)) ((B4.2) vale).

<
Demonstragdao. Segue diretamente dos Lemas [1] e [2]. O
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B4.2.1 Demonstracao do TAA

Demonstracao do Teorema da Aplicacao Aberta:
X,Y Banach, T € L(X,Y) sobrejetora = T' é aberta

e Pela Prop. 3, existe r > 0 tal que | BY (0) C T(B;<(0))

e O C X aberto ey € T(O)
Queremos: y ponto interior de T(0): B:(y) C T(O)

o |y =Tz |para algum z =z, € O

e O aberto: 3 r, > 0; Bg(x) cO
oz +B(0) =B} (z) CO
e T linear: T'(x) + T(B;fi(())) =T(x+ Bfg(())) C T(0)

e T(0) 5| T(z) [+ T(BX(0) = [y]+ T(BX(0)) " =" y+r,| T(B(0))

Dy+mr|BY(0) =y+r,rB(0)= Bv};r(y)

De fato a prova acima nos fornece:

T € L7(X,Y) e existe r > 0 tal que B) (0) C T(B:(0)) = T aberta

Exercicios

Exercicio B4.8. Mostre que T' € L7(X,Y) é aberta se e s se existe

r > 0 tal que BY (0) C T(BX(0)) *
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B4.2.2 Demonstracoes Lemas técnicos Aula 8

Demonstragao do Lema [1].

X e.v.n.Y Banach, T € £7(X,Y) sobrejetora = 3 r > 0; B (0) C T(B;<(0)).

Teorema de Baire. Todo espaco métrico completo é de 2a. categoria nele mesmo.

X é de 2a. categoria nele mesmo se e s6 se (X = UyF;, F; fechados = 3 ¢; F] # ()

e (1€ X =ux¢B,(0),n>]z]) = X =UxyBX(0)

o ¥ EY T(X) = T(UnB(0) = WT(B(0) = Un T(BY(0))

e Y ¢ de 2a. categoria nele mesmo (Y Banach)
e Im>1; T(BX(0)) #0 =13 2€T(BX(0)) e

3R >0; BX(z) cT(BX(0))

e BY(0) = —z+ BY(2) € —z+ T(BX(0))
Af1. —z € T(BX(0))

o By(0) C T(BX(0)) + T(B;x(0))
Af.2. T(BX(0)) é convexo (T linear)
Af3. T(BX(0)) + T(BX(0)) = 2T(BX(0))

e BL(0) C2T(BX(0)) * =" 2m T(B{(0))

e B, (0) C T(BX(0)) (2r = R/2m)
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Demonstragao do Lema [2].
X espago de Banach, Y ev.n., T € L(X,Y),3r > 0; B3 (0) C T(B{X(0)) = BY(0) C T(B:X(0)).

e yc B(0)

o BY(0) CT(BY(0) "=5" BYy.(0) € T(Bya(0), ¥ > 0

o y € T(B,(0)), ie., (n=0)
Ve >0,dx € Bf?Q(O); ly —Tzx| <e
e=5 Fm € Bp0); ly—Tmll <53 =

(n=1)

y—Tai € B,(0) C T(B{,(0))

e=g 3w € B))p(0); ly — Ta1 — Tasf < 5

e It CXs |l <gelly—T(i+...+z,)| < &

1 T.A3.12 ,
b Zzozl Han < Ziil ﬁ =1 X ﬁach Zozl T, € convergente em X

n o0
._ Y _ ‘ X
® 2, = Z;a:j, T = 71152102” = z:la:n é tal que = € B (0) e
j= n=

Hy . TZn” n—_>>oo 0 —> y = nh_glo TZn T continua y = T

Zn—ax

Corolario B4.9 [Teorema da Aplicagao Inversa].
Sejam X e Y sao espagos de Banach. Se T € L(X,Y) € bijetora, entao
T e L(Y, X); isto é, T é um isomorfismo .

Demonstracao. Ver p. B19. [

B22



AF-B 19 de setembro de 2025

Exercicio B4.10. Sejam X e.v. munido de duas normas || ||;,]| ||,- Se
(X, |l;) e (X,]| |l3) sdo Banach e existe C: ||z||, < C'||z||; em X, entao

as normas sao equivalentes. ¢

*

Exercicio B4.11. Sejam X e Y espacgos de Banach e T' € L(X,Y)
sobrejetora. Mostre que existe C' > 0 tal que para cada y € Y pode-se
encontrar r € X tal que

|z]| < Cllyl| e y=T=z. *

“considere T : (X, || [|;) = (X, || |l5) : @ — « e use T.A.I B4.9

B4.3 Teorema do Grafico Fechado

Definicao B4.12. Uma aplicagao fechada ¢ uma aplicacao 7': X — Y
tal que o seu grafico Gr = {(z,y) € X xY : y =Tz} é um conjunto fechado
em X X Y.

A condicao pode ser escrita como

se (zn, T(x,)) — (z,y) € X XY entao y = T(x) (B4.3)

*

Observacao B4.13. Sejam X e Y sao espacos métricose T : X — Y uma
aplicacao. Se T' é continua, entao T é fechada.

0
0 ¢é fechada e nao continua

K

T
i

O 8=

Exemplo. f:R—HR:xt—){

Para “a reciproca’: *
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Teorema B4.14 [do grafico fechado]. Se X e Y sao espagos de
Banach e T € L+(X,Y) € fechada entao T é continua. <

Demonstracao.

Queremos: T continua, i.e., T limitada, i.e, ||Tz||, < c|z||y (c > 0)

(X, ]l ) e (X, ]| |ly) Banach, 3C: ||z|; < C'||z||, em X = normas sao equivalentes.

Considere em X as normas:
o llzlly = llzllx e llzlly = [lellx + | T[ly
e (X,] |I,) é Banach
o llzlly < llll,
Af1. (X, [|,) é Banach (G(T) fechado, (Y, ||-||y;) Banach )

e dc>0: ||, <clz||;,) Ve eX

o [Tzlly <llzllx +Tzlly < cllzllx

Exercicio B4.15. Mostre que se T é linear entao (B4.3) é equivalente
a: se (xn, T'(z,)) = (0,y) € X X Y entao y =0 *

Exercicio B4.16 (EB3). Denote por X o espago C([a, b], R) munido da
norma ||x||; = fab |z(t)|dt, e por Y o mesmo espago com a norma uniforme.
Mostre que a aplicacao identidade z € X — x € Y tem grafico fechado,
mas nao ¢ continua. ) ¢

Exercicio B4.17 (EB4). Sejam X e Y espagos de Banach. Seja T :
X — Y uma aplicagao tal que ¢ o T" € X* para todo ¢ € Y*. Prove que
TeLX,)Y). *
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B5 Mais alguns resultados

B5.1 Espaco quociente
Seja X um e.v. e M um subespaco. M1, p-20]
e x~vy: xr—y€ M éuma relacao de equivaléncia em X;
e 0 espago quociente X/M das classes de equivaléncia é um e.v. definindo

]+ lyl =lz+yl,  Ala] =[]

e 7: X — X/M :z+— [z] é dita mapa quociente, é linear e sobrejetora

Se X ¢ normado definimos ||[z][[, := in[f] |z x

Proposicao B5.1. (71800 1] s¢ X ¢ e.v.n. e M € subespaco Jechado entao
o [o] =2+ M c||lall, = d(z, M)

o || ||, € uma norma em X/M

e Se X € completo, entao X/M ¢é completo também.

o 7 ¢ continua e (pelo TAA-B4.7) aberta. (em particular n(Bx) = Bx/r ).

<

B6 Soma de subespacos

Proposicao B6.1. Seja X um espaco de Banach e M e N subespacos fe-
chados de X tais que M + N ¢€ fechado. Entao existe C > 0 tal que:
para todo z € M + N, existem x € M, y € N tais que

z=x+y, e |zl lyll <=l
Se M NN = {0} entdo x,y sdo tunicos e z — (x,y) € linear e continua. <

Definicao B6.2. Seja X um espaco de Banach e M um subespaco fechado.
Um subespaco N é dito complemento topologico de M se N é fechado,
MNN={0}e M+ N =X. *

e Subespacos de dimensao finita (ou fechados e de codimensao finita) sempre

possuem complemento topoldgico.[Prel!: prova:p.3s]
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B7 Outros exercicios

Exercicio (EB5). Sejam X e Y espagos de Banach e T: X — Y uma
aplicacao linear. Prove a equivaléncia dos trés resultados B4.14, B4.7 e
B4.9. (Sugestao: passe pelo quociente X/N onde N = {z € X : Tz = 0}.)
*

Notacao. Uma notagao frequentemente usada para funcionais é
(¢p,x) = ¢(x) onde p € X" ex € X.
Para maior clareza as vezes usa (¢, z) y- y *

Exercicio. Seja X um espago de Banach sobre o corpoKeT : X — X*
um operador linear tal que (T'z,x) > 0 para todo x € X. Mostre que T é
continuo.

Dica: mostre que o gréfico é fechado. Suponha z,, — 0 e Tz, — ¢. Mostre que ¢(y) = 0 para
todo y € X avaliando (T'(z,, — \y), (zp, — Ay)) com A >0
Mostre agora o caso em que (T'x,y) = (Ty, z) para todo z,y € X *
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