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B1l Séries numeéricas

Dada uma sequéncia {a,};", , a série associada a {a,} ¢ a soma dos termos
da sequéncia: soma infinita, a saber,

k
Sy = Z a, ¢ dita soma parcial (ou reduzida) da série

n=no

o 2 q A . .
{Sk}tnen, ¢ dita sequéncias das somas parciais da série

a, ¢é dito termo geral (ou n-ésimo termo) da série

o0
g ay = Llim Sy é dita Série associada a {a,}

k—00
n=ny

Classificamos o carater da série em:

e convergente: se lim S; = S existe e é finito. Neste caso, S é a soma
k—+400

da série

e divergente: se lim Sj ¢ infinito (= +o00 ou —o0)
k—+00

e oscilante: se lim S} nao existe nem ¢ infinito
k——o00

e nao convergente: se lim S) nao existe ou é infinito (oscilante ou divergente)
k—+00

Exemplo B1.1.

00 00 i 00 1
(a) Zl (C) Z(_l) (e) Z m (telescopica)

00 > 1 00
Z E : Z l o0
(b) n (d) E (série harménica) (f) -
n=0 n=1 n=1 n
*
Atencao: ou Symbolab podem dizer que uma série oscilante é “divergente”.
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Exemplo B1.2 (Série geométrica).

1.
(11 se q =0,
- 1%(1 se q € (—1,1),
S = s
n=0 +oo seq=1lou qg>1,
loscila seq=—1ou qg<—1,
— (=1)"
2.
> o
n=0
3. Represente em forma de fracao o nidmero 0, 2345656 . .. = 0, 23456.

'Por comodidade, usaremos sempre a definicao 0° := 1.
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B1l.1 Propriedades: elementares, Critério de Cauchy para séries e
uma condicao necessaria para convergeéncia

Usando propriedades de limites, quando nao for uma indeterminacao, vale:

j‘p%i)

°§:an+b (Zan>—l—<§:bn>

> ay > by A > Aay > (an + by)
S T |V2eR AS S+T
S | DIV o0 DIV +

DIV + 0 T ' A>0 |DIV £00 | DIV £

DIV + o0 T 'A<0 [DIV Foo | DIV £

DIV 00| DIV 0| A= ? DIV £

DIV £ 00 | DIV F© ?

OSCILA A#0 |OSCILA |7

Atencao: os sinais + e/ou F estao escritos de forma respectival nao é qualquer combinagao!

e CUIDADQver p- 121, Elon, 7* Edicao). 154 yale Z (anby) = (Z an> (Z bn>

n=no n=no n=no

Exemplo B1.3. (a) i (% _ 1) (b) i <% - - i 1) *

O cardter da série nao muda: (a soma da série mudal)

e multiplicando por A # 0
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e modificando um ntmero FINITO de termos?

Teorema B1.4 [Condigao necessaria para convergéncia].

(1) E a, converge| se e so se

p
Ve >0 eriste H>0:p>q>H = | Y ay<¢
n=q+1

e}
(11) em particular, se g a, converge entao a, — 0

n=no

(se a, # 0 entdo Zzo:no a, ndo converge: diverge ou oscila)

Exemplo B1.5.

e a, — 0:

0> w(5) © 3Tt
ot ) )

@) nf;l ) nfjluw © fjn

(d) f:l n tan <%>

Observagao B1.6. Se a, > 0 (definitivamente), entao {S;} = {Zzzno an}
é crescente. Logo, >~ a, converge ou diverge a +oco (nao pode oscilar).

n=n
*

2 A principio os primeiros termos, para caso mais geral ver comutatividade dos termos da série na Secdo B3.3
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B2 Séries a termos positivos

Nesta segao consideraremos sempre séries a termos positivos, ouseja, > - a
) ) n=ng =N
com a, € Rea, > 0.
Teorema B2.1 [Confronto]. Se 0<a, <b, paran > ng, vale:
o sey by converge entao Y 7 a, converge e
o0 o0
E an S E bn
n=no n=nyg
o sey . ay diverge entao Y 7 b, diverge. 4

Exemplo B2.2.

o0
e Série a-harmonica: g —, a>0
n

n=1

1 =1 =1 =1
P (o) b P J— d 00
(a) 2 (b) 2 (c) 2 (d) ;na
a =2 a>2 a<l1 a € (1,2)
[ ]
| . Ilnn
(e) ZSIHE (f) ZF
n=1 n=1

037 (b)) 3 (10sdemn) ) 5 (10’

n=1 n=1 n=1
*
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Corolario B2.3 [Confronto assintético]. Sejam a,,b, > 0.

. an ~ 0 o A ’
Se nh—{& —=L>0|entao ) _, a,e) _ b, tém o mesmo cardter.
n

Além disso:
—se| L =0/ entao a, < b, definitivamente, podendo usar o Teorema B2.1;

—-se| L = oo | entao a, > b, definitivamente, podendo usar o Teorema B2.1. <

Exemplo. Retomando:

B2.1 Critérios da razao e da raiz

Gn+41 An+1

Qn,

(i) Sea, #0e

<g <1 (def.) ou lim

n——+00

=q < 1entao lim a, =0
n—oo

n

Gn+41

An+1
Qn,

(ii) Sea, #0e > @ > 1 (def.) ou lim

=@ > 1entao lim |a,| = o0
n——+00 n—oo

n

(iii) Se {/|an| < ¢ <1 (def.) ou nglfx V/|an| = g <1 entao Y}l_}n;oan =0
(iv) Se ¥/|an| > Q > 1 (def.) ou ngl}rloc Vla,| =@ > 1 entao nh—>Holo |an| = oco.

(v) @ = q =1 teste inconclusivo.

Teorema B2.4 [Critério da razao].

0
< q <1 (definitivamente) entdo Z a, converge.

n=mny

an+1
e Sea, >0 e —=

o0
> (@ > 1 (definitivamente) entdo Z a, diverge. <

n=no

e Sea,>0ce
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Teorema B2.5 [Critério da raiz].

o0
e Sea, >0 e {/a, <q<1 (definitivamente) entdo Z a, converge

n=no
e Seay,>0 e {/a, > Q > 1 (definitivamente) entdo Z a, diverge <
n=no
CUIDADO: nos casos () = ¢ = 1 nao temos conclusao
Corolario B2.6.
a .
Se lim —tL — qg <1 oulim, .\ /a, =q <1 entao Z;o:no a, converge
n—o0 an
a o ,
Se lim — — Q > 1 oulim, o a, = Q > 1 entao Y, _ a, diverge <
n—o0 Ay, v
Exercicio B2.7. Discuta a convergéncia das séries
_ - Dy
() > DD (€ 3o,
n=1 n=1 n=1
onder >0ep>0. *

Exercicio B2.8. Discuta a convergéncia das séries

0% () wE ) oSy on ()

oo

1
(e) Calcular quantos termos de Z

— deve-se somar para obter resultado com
n
n=1

erro < 1073,
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B2.2 Critério do confronto integral

Observagao B2.9 (confronto integral). Dada uma sequéncia {a,}, a, >0,

seja
finp,00) =Rz ap). °

Entao i a, = /OO f(z)dx

n=no

f k+1
Qe o /k A — A(Rk) = Q
SRR k+1 b
ol e R [ =Y
T =
N S S .

no ng +1 k kE+1

Figura 1: Interpretagao geométrica da série como area sob uma fungao em degraus

. . . , o0 e, s . . .
Isso permite discutir o carater de Zn:no a, usando os critérios para integrais

improprias.

oo o o0 o
(i) 0< f(z) <g(x), Ve >npe / g converge —> / f converge e / f< / g
no no 7o

o

o0

(ii) f(x) >g(z) >0, Vz >nge / g diverge = / f diverge
n, no

0

Logo, se existe g : [ng,00) — R, g > 0 tal que
00 S e 00
(1) aj < g(x) e / g converge —> Z a, converge e Z a, < / g
no n=no n=ng no
o0

(ii) agy > g() e / g diverge —> Z a, diverge

1o n=ng

3Denotamos por [[x]] a parte inteira de .
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Corolario B2.10. Seja g : [ng,00) — R tal que g > 0, g € continua® e

decrescente.

o o0
Se a,:=g(n) , entdo Z a, tem o mesmo cardter de / g(x)dx
n=ng g
o0
Ainda, se Z a, € convergente, entao
n=no
00 S 00
/ g(x)dx < Z ap < an0+/ g(x)dx, mny>1
no n=ng no
<
Exemplo B2.11.
<1
1. Sabendo® que / — dz converge quando « € (1,2), deduzimos que Z —
1z —

converge para a € (1,2). &

Portanto, a série a-harmonica converge a s € [ afl] para o > 1 e

diverge a +o00 para 0 < a < 1.

- Inn
2.Znhm5,ﬁ>o 32— *

n=2

a—1"

Exercicio B2.12. O que podemos dizer sobre a convergéncia da série

- 1
Z n®(In(n))’

n=1

com a, 3 > 07 *

4Ver Elon, 7* Edicdo, p. 267-273, T. 20: funcio limitada em [a, b] é integravel se somente se o conjunto dos

seus pontos de descontinuidade tem medida nula.
SVer
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B3 Séries a termos gerais

Nesta secao consideraremos séries mais gerais, tendo os elementos a,, € R. ©

Definicao B3.1. Dado um real z definimos

r sex >0 0 sex >0
0 0 — 0
se r < r sex <
Assim 7. = > 0 e vale
) p—

r=z"—1", o] =27 + 2. *

B3.1 Convergéncia absoluta

Teorema B3.2 [Convergéncia absoluta].
oo ~ 0 4 4 .
Se Y o, lan| converge entao y " a, também converge.  Além disso
vale
[0} [0}
> an| < ) al <
n=no n=no
. ya [0@] 4
Dizemos que a série )~ a, é
0

e | absolutamente convergente [ quando (ela converge e) Z |a,| converge

n=no
(neste caso » " ar e 7 a, convergem)
(0]

e | condicionalmente convergente | quando ela converge mas g |a,| diverge

n=nyo

(neste caso )~ ar e a, divergem)

Exemplo B3.3. Analise as séries abaixo nos casos indicados.

oo

o0 o0
> >
—_— e Sn
n? n
n=1

(1) sp = (—=1)", (2) s, = cos(2mn/30), (3) s, = cos(n), (4) {s,} limitada.

6De fato, ou até em C, R*, ...
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B3.2 Critérios de Leibnitz e Dirichlet

Teorema B3.4 [Critério de Leibnitz]. Seja a, = (—1)"b, onde

b, >0, {b,} decrescente, b, — 0. °
(0.9]
Entao Z a, converge.
n=1

, . ~ . . k
Além disso, a sequéncia das somas parciais S, = >, _, a, e a soma S da

n=1
série satisfazem

>0 k €1
S5, {_ se ezmpar’ S — Skl < bpyy. <

<0 sek € par

o0
. ’ . ~ .
se {b,} é definitivamente decrescente, entao conclui-se que E a, converge, para algum ng

n=no

Exemplo B3.5.

o

1. Reveja as séries do Exemplo B3.3, em particular: ), *= nos casos:

sp = (—1)", s, = cos(2mn/30), s, = cos(n).

o0 o0
E a, convergente = g la,| convergente

o0 n
. 3 (=" . g
2. Encontre um V&lOI‘ aproxmlado para Cujo €erro seja < 5 Quantos
n=1

termos precisamos somar para ter erro < 10737

3. Discuta a convergencia das séries:

DD Pl (© S (-1t

n=1 n® n=1 n

o OOS
b 1™ d - =1,s,=—-1c.c.
();( )'e ()nz::ln,s% , S cc Kk
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Teorema B3.6 [Critério de Dirichlet]. Seja a, = s,b, onde

b, > 0, {b,} decrescente, b, — 0,
k
existe M > 0: Z Sn| < M para todo k > ny.
n=1
(0]
Entao Z a, converge.
n=no
Além disso, a sequéncia das somas parciais T = Zi:no a, e a
soma T da série satisfazem
T — Ti| < 2M bp1;.

<

Exemplo B3.7.

1. Reveja as séries do exemplo B3.3, em particular: > >

Sn .
n=1 7 0SS Casos:

= L s, = cos(2mn/30), s, = cos(n).

e Note que como cos(27mn/30) = — cos(2m(n + 15)/30), temos que

30 k
Zcos(?wn/SO) =0 e logo Zcos(an/SO)‘ <30,Vk >1
n=1 n=1
‘ ko 1 — pilk+1) 9
e Note que cos(n) = Re(e™) e ;em = ‘ o | ST—a

2. Analise a conversa abaixo com o GPT sobre a série:
. s
n
—, s =1, s, = —1 c.c.

n=1

Peron €& Massa B13
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2. Somas parciais de s,

s valores de s, seguem o padrio

Se quizer, também posso Mostrar uma prova rapida usando o critério de Dirichlet {ou somas parciais do s,

). que & um método bem comum em cursos de analise para séries desse tipo.

[SL TR VS

sim

Wamos usar o oritério de Dirichlet.
Considere

sed | n,

caso contririo,

1. Critério de Dirichlet
Umz série ¥ o, b, converge se

1. 2= somas parciais de o, =30 limitadas;

2. b, émondtonash, 0.

Aqui tomamos

-1

Entdo precisamos estudar as somas parciais de =,

Sabemos que by & decrescente e by

[ Concusia

diverge (na verdade para  ©0).

Se quiser, também poss0 MOstrar uma prova muito elegante usando o teste de Abel, que aparece bastants

em cursos de Anlise Real para séries com sinais periddicos.

[ T 9 R I R -

1, 1,-1,1,-1,-11,
Az zomias pardiais 530
5 1, S 2, 5 1, &5 2, 8 35 2
Observe que a cada bloce de trés termos
R R O

Logo

S k.
Portanto

Sy ¥ oo

Ou seja, as somas parciais de &, ndo sio limitadas.

3. Consequéncia

Come a hipdtese principal do critério de Dirichlat falha (as somas parciais de 5, ndo sdo limitadas), a série

nic pode convergir por esse mecanismo.

MMais precisamente, agrupando em blocos de trés:

32 3 1

Aszim 2 série s comporta como

2] -
[
==

,.

que diverge.

& 3 hipotess nao vale nac quer dizer que a tese no vals tambem!

iocé estd absolutamente certo | — o fato de a hipdtese do critério de Dirichlet falhar ndo implica que a
série diverge. O critério & apenas suficiente, n3o necessério. Portanto, 0 argumento antericr ndo & valido

como prova de divergéncia.

Wamos fazer umsa prova cormeta.

*

Exercicio B3.8. Discuta a convergéncia da série

0
Sn

Peron & Massa B14
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B3.3 Comutacao dos termos de uma série

Reordenacao dos termos de uma série

{an} e {b,} duas sequéncias que tém os mesmos termos mas em ordem
diferentes

O que podemos dizer sobre o cardcter e soma das séries Y a, e > b, 7

k k

lim a, = lim b, 7
k—o00 k—o0
n=1 n=

Fixado k, {a1,..., a5} = {b1,...,bp} 77

Teorema B3.9.
Toda série | a termos positivos | ou | absolutamente convergente

mantém o carater e a soma mesmo reordenando seus termos.

Reordenando os termos de uma série | condicionalmente convergente

podemos obter qualquer soma, e qualquer cardter. <

Exemplo B3.10. Podemos definir a soma dos conjuntos de reais a seguir
(sem que seja definida uma ordem para somar)?

(a) {7+ neN} (@ {GL:nen} (0 {F: neN

~

o,

N
—

(b) {&: neN) FineNl () {£k: neN)

Peron & Massa B15
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B4 Algo sobre complexos

Um nimero complexo pode ser associado a uma dupla de reais, usaremos a
seguinte notagcao:
2€C: z=xz+1wy, z,yeR

Definimos:
soma : (x4+iy) +c (X +Y)=(x+X)+i(y+Y)
produto : (x+iy) ¢ (X +1Y) = (X —yY) +i(Xy + z2Y)

Desta forma o conjunto dos ntimeros complexos C é um corpo.

Podemos identificar os complexos = + 20 com os reais.
Os complexos +i sao raizes do real —1.

Frequentemente é ttil representar um complexo na forma polar:

z =x+1iy = p(cos(f) + isin(0))

onde p = |z| = /22 + 2,

(arctg(y/x) para x > 0
arctg(y/x) +m para x <0
0 =arg(z) = 2kr+) { m/2 para z =0,y >0 (keZ).
3 /2 parar =0,y <0
L q.q. para xz =0,y =0

Produto na forma polar:

[p(cos(6) + isin(0))] - [o(cos(@) + i sin(6))] = [p0(cos(0 + ¢) + i sin(8 + ¢))]
Poténcia na forma polar

2" = p"(cos(nf) + isin(nd))

Também podemos definir e*™ = e%(cos(y) + isin(y)): esta fungio exponen-
cial possui as mesmas propriedades da sua versao real!

n ,ind

desta forma z = pe? e 2" = p’e

Peron €& Massa B16
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