Calculo II, 26 de maio de 2023 E.1

Este arquivo contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou discutidos
durante as aulas. Seus enunciados podem nao estar completos e pode ser que
durante as aulas importantes comentérios sobre as resolucoes tenham sido feitos.!
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LCaso vocé encontre algum erro neste arquivo, por favor, reporta-lo para
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E.1 Integral Definida

1
1. Encontre a,b € R tais que / e dx € [a, b].
0
Resp:a=1,b=c¢e

1
2. Usando interpretacao geométrica de integral definida, calcule / V1 —22dx.
0

Resp.: §

3. Verifique que:

(a) fungao constante é integravel em qualquer intervalo fechado [a, b]

(b) f(z) = e* ¢ integravel em qualquer intervalo fechado [a, b]
(¢) f(x) =1 — 2?2 é integravel em [—1,1]
Resp.: aplique o Teorema 1.1.2 (de integrabilidade das continuas).

4. Calcule
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5. Calcule, mas antes verifique se a funcao é integravel no intervalo:

11 .
(a) L\ + - dx. Resp.:
2
(b) / ‘:U — :UZ‘ dx. Resp.:
-1

6. Encontre o dominio (considerando integral no sentido proprio) da funcao h
e sua derivada h':

T cos?(t — 1)

(a) h(z) = . JEIT
(b) h(x) = /; %dt. Resp.:

dt. Resp.:

(c) h(z) = /1 ’ %dt. Resp.

2

(d) h(z) = /93 %dt. Resp.:

-1

7. Expresse a area da regiao R, limitada pelas curvas dadas, de duas formas:
usando integracao em x e integracao em y. Calcule drea usando uma das

formas.

(a) y =123, o= —1, x =2, eixo x. Resp.:
(b) y = 22, y = 16 — 2%. Resp.:
(c)y=x+5,y=—-1,y=2 y>=x Resp.:

E.2 Técnicas de integracgao

E.2.1 Substituicao

Calcule e quando tratar de funcao determine seu dominio:

1 1
8. / x cos(z?)dx. (Resp.: Sigl) / ze® dr. (Resp.: %)
0 0
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9. Sendo f integravel em [—a, a], calcule / f(x)dx quando f é par e quando

0, se f é impar

2 [, f, se fépar

1

f é impar. Resp.:

-1

10. Quanto Vale/ ot sin(2%)dx —/ 2t sin(2)dz? Resp.: 0
—2 -2
31 3ln(ln3z) + 382 +¢, 2 e (1,00
11. /—I;(x) dx. Resp.: ( )+ 3 (3,°)
zIn”(3z) 3In(—In3z) + 323 + ¢, 2€(0,3)

E.2.2 Integracao por partes

4
12. / zln(z)dr. Resp.: 8In4 — L: ([zlnzde == 1;(33) —%2+c, x> 0)
1

13. /arctan(a:)dx. Resp.: zarctan(x) — w +c¢, z€R

E.2.3 Integrais trigonométricas

14. /cos2(x)dx. Resp.: wqtc, reR

) 3 . sin®(z) . sin®(z)
15. | sin“(z) cos®(z)dz. Resp.: +¢, z€R

3 5
tan(e) | tan'(x) o1
16. /tan3(a:) sec’(z)dw. Resp.: 66 44 ’
sec6(x) . seC4($) +c¢, x€ I ICR—{Z fhn kel}

E.2.4 Substitui¢ao trigonométrica/hiperbdlica

17. / V1 —22dz. Resp.: 5arcsin(z) + %x\/ajz —1+4e¢, ze[-1,1]
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2
18. | ——=dx. Resp.: In(2x + V422 +1)+¢, z€R
/\/1+4:U2 P ( )

E.2.5 Fracoes Parciais

212 —h5r — 3
19. dx. Resp.: 2In|x + 1| — barctan(x) + ¢
_/(x+1)(9:2+1) p | | (z)

5
X —|—1 22

4
z*+1 _ 1

2
22. /#_‘_x—i—g d(]} Resp.: %1n ‘(x + 1)2 + 2‘ + g arctan(x—\;%l) Tt

E.3 Integrais Improéprias

<1
23. / —dx (a > 0). Resp.: ver Slide 3

P

“1
24. / —dx (a > 0). Resp.: ver Slide 3 (fazer em casa!)
o T

25. / e dx (a € R). Resp.: ver Slide 3
1
26. / In(z) dz. Resp.: ver Slide 3
0
"1
27./ —dz. Resp.: divergente
1T
28./ e dz. Resp.: convergente
0
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

o0 1 —X
/ e dx. Resp.: divergente
1 xX

o0
/ e *sin’(z) dr. Resp.: convergente
0

*sinx
dzx. Resp.: convergente
1 X
o0
./1

o0
1
——dx. Resp.: convergente
/_OO zt+ a2+ 1 P vers

sin

dx. Resp.: divergente

X

E.4 Aplicacoes de integral de Riemann

Encontre o volume do s6lido obtido pela rotagao ao redor do eixo x da regiao
sob a curva y = y/x para x = 0 até x = 1. Resp.: 5

Encontre o volume do so6lido obtido pela rotagao ao redor do eixo y da regiao
s _ 9,2 3 . _ . 16

limitada por y = 22 — 2%, y = 0. Resp.: =~

Encontre o volume do s6lido obtido pela rotacao ao redor do eixo y da regiao
limitada por y = 23, y = 8 e z = 0. Resp.: 96?7?

2

Considere a regiao R limitada por y = x e y = x°. Encontre o volume do

solido obtido pela rotacao de R

(a) ao redor do eixo x; (Resp.: %)
(b) ao redor da reta y = 2. (Resp.: %)

Considere S a superficie obtida pela rotacao da curva y = %, r > 1, em

torno do eixo-z (conhecida como trombeta de Gabriel) e B o sélido obtido
pela rotagao da regiao R = {(z,y) : 0 <y < %, x > 1} em torno do eixo-z.
Determine a area de superficie de .S e o volume do solido B.

Resp.: Ag =o00e V(5) < o0

Ana Paula Peron FExercicios



Calculo II, 26 de maio de 2023 E.7

Figura 1: Wikipedia: Trombeta de Gabriel (Gabriel’s horn) (leia sobre o “paradéxo do pintor")
E.5 R": topologia

39. Determine o conjunto dos pontos interiores, exteriores, fronteiras e de acu-
mulacao dos conjuntos:

(a) A={(z,y) eR?: 2 >0}
(b) A={(z,y) eR*:y >0,z >0}

40. Determine se os conjuntos abaixo sao abertos, fechados, limitados:

(a) A= {(I, y) eR?>: x> O} Resp.: aberto, nao fechado, nao limitado
(b) A= {(x, y) c R? : 22 + y2 < 4} Resp.: nao aberto, fechado, limitado

(c) A= Bs(p), A= Bs(p), A= Ss(p) (bolas aberta e fechada, esfera) Resp.:

aberto/nao fechado, nao aberto/fechado, nao aberto/fechado; todos limitados
(d) A= {(:I}, y) S R? : Yy > 0,z > O} Resp.: nao aberto, nao fechado, nao limitado
(e) A=R" Resp.: aberto, fechado, nao limitado

(f) A=10 Resp.: aberto, fechado, limitado

E.6 Funcoes a valores vetoriais - Curvas

41. Determine o dominio de

(a) f(t) = (t,t*).  Resp.: D =R
(b) g(t) = (¢,t%,1). Resp.: D =R
(c) h(t) = (1,2, sin(1)). Resp.: D =R\ {0}

)

42. limy_yo(t, ). Resp.: (2,4)
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43.
44.

45.

lim;_ (%,t2, sin(t)). Resp.: nao existe

Se f(t) = (¢,t%), g(t)
g’ =7. Resp.: f'(t) =

= (t,1*,1) e h(t) = (cost?, "), (t € R), entdo f' =7 ¢
(1,2t), g/(t) = (1,2t,0) e W(t) = (~2tsint, 2te”)

Encontrar a equagao vetorial ou paramétrica de uma curva cujo traco coincide

com: ( - )
(a) 2 +y* =4
(a.1) uma volta no sentido anti-horario Resp.: ~(t) = (2cost,2sint), t €
[0, 27]

(a.2) duas voltas no sentido horéario Resp.: () = (2sint,2cost), ¢ € [0, 47]
OU ~(t) = (2cost, —2sint), t € [—4m, 0]

(b) 3 = y2 Resp.: v(t) = (t*/3,t), t € R

(c) segmento de reta de (2,5) a (1,0):  tarefa! Resp. ~(t) = (~t,—5t — 5),
te[-2,—-1]
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46. Considere a curva v : [3,3] — R? : ¢ — (¢, cos(7t)), onde a € [0,2] é um
parametro.

(a) estudar o trago de ~

(b) Para quais valores de o a curva é regular? Para quais valores de a a
curva é simples? Resp.: 7 é regular e simples para o € (0, 2]

(c) Escolha um « entre os determinados no ponto (b) e determine a reta
tangente ao trago da curva num ponto da forma P = (z(,—1); em
seguida calcule 7" para o mesmo ponto e represente tudo num desenho.
Destaque uma propriedade que os vetores 7' e 7" satisfazem. tarefa!

Resp.: Por exemplo, para o = 1: xg =ty e cos(nty) = —1 para tg = 1, assim uma equagao
da reta tangente pedida é: r(t) = v(1) + /(1) = (1, —1) + £(1,0), t € R; 4"(1) = (0, 7%) e
7'(1) L")

Vocé pode visualizar outros exemplos de fungoes a valores vetoriais e curvas em:

ou

E.7 Funcoes de varias variaveis

47. Encontre e esboce o dominio da fungao f dada por?:( )
(a) f(LU, y) = z% + y2 Resp.: D = R?

b x,Y) = °

(C) f($, Y, Z) = +/1—22— y2 Resp.: D = {(x,y,2) € R3: 22 + y? < 1} (interior do

cilindro)

Resp.: D = {(z,y) € R?: 2% +y? < 1} (interior do circulo)

48. Esboce o grafico da funcao f dada por! (determine antes de tudo o dominio):

( )

(a) f(xa y) =22 4 y2 Resp.: paraboléide circular
(b> f(‘% y) =V %+ y2 Resp.: cone
(C) f(x; y) = y2 — 2 Resp.: sela

(e) f(x, y) =\/4— 22— y2 Resp.: semi-esfera

20s desenhos foram feitos em sala de aula
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49. Esboce conjuntos de nivel da funcao f dada por! (determine antes de tudo
o dominio):
(a) f(x, y) = 422 + 9y2 Resp.: k= 0: ponto (0,0), & > 0 : 422 + 9y? = k elipses
1

b ,Y) = ——= Resp.: k> 0: 2% +y? = 1/k circunferénci
( ) J ( 7y) 2+ 42 esp z*+y /k circunferéncias

1

(C) f(SU, y) = e2”+¥” Resp.: k > 1: 22 +y% = 1/Ink circunferéncias

(d) f(x,y) = /a2 —y? tarefa! Resp.: k=0:|z| = |y|, k € R\ {0} : 4% — 22 = k2
hipérboles que interceptam eixo-x

(e) f(:c, y) = ‘ZE‘ Resp.: k= 0: eixo-y, k € R\ {0} : |z| = k duas retas verticais

(f) f(x,y) = y2 — 72 Resp.: kK =0 : |z| = |y|, k > 0 : y*> — 2% = k hipérboles que
interceptam eixo-y, k < 0 : y> — 22 = k hipérboles que interceptam eixo-x

(g) f(x, Y, Z) =22+ y2 Resp.: k=0 eixo-z, k > 0 : 22 4+ y* = k cilindros

(h) f(x, y) = \/4—2%— y2 Resp.: 0 <k < 2: 2% +y? =4 — k? circunferéncias, k = 2:

ponto (0,0),

Vocé pode wvisualizar outros exemplos de funcoes de vdrias varidveis e ver como gerar vd-

rias curvas e superficies de nivel, respectivamente em, , .

)

E.8 Limites e continuidade

50. Verifique, usando a definicao, que lim x =a.
(z,y)—(a,b)
Resp.: basta tomar § = €.

Calcule ou determine que o limite nao existe:

b1. lim (2$2 + 5y). Resp.: 5
(2,y)—(0,1)
2 .2
52. lim u Resp.: 0
(z,9)—(00) T+ Y
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Atencao: Nao aplicaremos “Regra de L’Hopital" para funcgoes de
varias variaveis: uma regra foi recentemente provada e cobre varios casos
de indeterminacao do tipo 0/0. Apesar de nao ser tao complicada, também
nao é tao “simples" como aquela para o caso de funcoes de uma variavel:
deve-se tomar bastante cuidado para ter todas as hipo6teses satisfeitas
para entao poder usar o resultado. A regra esta provada no artigo de

sin(z? — 1?)

53. lim . Resp.: 1
(z)—(00) 2% —y?
54.  lim  cos(zy — 2). Resp.: 1

(z,y)—=(2,1)

1
5d. lim ZUZQ sin (—) Resp.: 0
0,0) Y

(@)= (
2
56. lim % Resp.: 0
(z.y)—=(0,0) T2 + Y
72
57. lim ———. Resp: 0
(2,5)—=(0,0) y/ 22 + 7
2
58.  lim %. Resp.: nao existe
(z.y)—=(0,0) = + Y
72
59. lim ———. Resp.: nao existe

(2.4)-(00) 7% + Y
: 2 2 . ne :
60. lim (2 +y~) Resp.: nao existe
[I(2,y,2) || =00
Tarefa: Troque a funcao f em para visualizar: o grdfico da funcao f
envolvida no limite dos exercicios 51 a 57, alguns caminhos e a imagem desses caminhos por f.

Faca wm andlogo do exercicio 58 para funcio de duas varidveis:  lim 2 (neste caso também
[1(,y)[|—o0

é possivel visualizar no Geogebra).
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61. Determine se a funcao f é continua no ponto p dado:

22 —

, (x, 0,0
(a) fz,y) = *°+¥° @) 7 (0,0) p = (0,0)

0, (.CL‘,y) - (070)

Resp.: f ndo é continua em p; f é continua em R?\ {(0,0)}

ry(@® —y) 00
(b) flz,y) =4 T +y* (.9) #(0.0) p = (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

Resp.: f é continua em p; f é continua em R?

E.9 Derivadas parciais

62. Encontre as derivadas parciais e seus dominios:
(a) f(z,y) = 2* + cos(z’y’)
Resp.: fu(z,9) = 2z — bzty? sin(z°y?); £, (z,y) = 32°y? sin(z°y?); Dy, = Dy, = R?
(b) f(x,y) = /rysin(zy)

y sin(zy) x sin(zy) 3
= +y . /Tycos(zy), zy >0 — + /Ty cos(zy), xy >0
Resp.: fy(,y) = { 2 Sy =q VT A .
) Ty =

0, zy =0
Dy, = Dy, = {(z,y) e R* : 2y > 0}
. .. 2
63. Encontre as derivadas parciais de segunda ordem de f(x,y) = 23y + e¥ .
Resp.: fuz(@,y) = 62y, fuy(2,y) = 327, fyy(2,y) = 42", fyo(x,y) = 32

64. Discutir sobre a continuidade de f em (0,0) e se as derivadas parciais de f
existem em (0, 0).

ry(x? — y?) N 0.0
() flw,y) =S 2*+y> o) 7 0.0 (Ex. 61-(b))

0, (z,y) = (0,0)
Resp.: f é continua em (0,0) e f5(0,0) = f,(0,0) = 0.

Ana Paula Peron FExercicios



Calculo II, 26 de maio de 2023 E.13

Y
b) flao,y) =4 B2 +y7 (z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)
Resp.: f,(0,0) = f;(0,0) =0 e f nao é continua em (0,0).

2t —y
@ ey =4 @ZrgE EYFOD @) tarefa

L (z,y)=1(0,0)
Resp.: f ndo é continua em (0,0) e 3f,(0,0) e f,(0,0) = 0.

E.10 Diferenciabilidade

(22— 1
——. |z # |y
65. f(z,y) =4 @~y
0, |z|=ly|

Resp.: f ndo ¢ diferencidvel em p (f ndo é continua em p ou 3f.(p) )

b= (17 1)'

( xﬁ

9 Y 7& 070
6. fagy =4 drg T )
. 0 (=Y =1(0,0)
Resp.: f é diferenciavel em p: lim M =0

(hk)=(0,0) Vh?% + k2

67. f(z,y) = V22 + 92, p = (0,0).

Resp.: f ndo ¢ diferenciavel em p, é diferenciavel em R? \ {p}
68. f(x, y) = 3x — ny Resp.: f é diferencidvel em R?

69. Considere f(z,y) = vz + 2y.

(a) encontre a diferencial de f em p = (a,b): dfp(h, k)

Resp.: dfp(h, k) = 2\/:+2b + \/a]izb parap € D := {(x,y) € R?: 2 + 2y > 0}

(b) use a diferencial de f para encontrar um valor aproximado para v/4.02
Resp.: Como f ¢ diferenciavel em D, use por exemplo, p = (4,0) € D, (h,k) = (0,0.01)
(ou (h,k) = (0.02,0)) e o fato de f(a+ h,b+ k) ~ f(a,b) + dfp(h,k): V4.02 = 2.005
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70.

71.

72.

E.11 Derivada direcional

Considere f(z,y) = 3xy — 2e™. Qual a derivada direcional de f no ponto
(1,0) na direcio ¥ = (—1,3)?
Resp.: @ = v /||7]| e D= f(1,0) = 3/y/10

A temperatura nos pontos de uma placa retangular no plano xy (medida em
metros) ¢ dada por T'(x,y) = 22 — 2zy (°C).

(a) Encontre a taxa de varia¢do da temperatura no ponto (1,2) na dire¢ao
e sentido do vetor ¥ = (1,1). Ese U1 = (0,1)?
Resp.: a partir do ponto (1,2): na diregao e sentido de 7, a temperatura decresce a uma
taxa de 2v/2 °C'/m; na direcao e sentido de T, a temperatura decresce a uma taxa de
2°C/m;

(b) Encontre a diregao, sentido e valor de maior taxa de variacao em (1,2).
Resp.: a partir do ponto (1, 2), a temperatura cresce mais rapidamente na diregao e sentido
de VT'(1,2) = (—2,—2) e o valor maximo da taxa de variagio é v/8°C/m. Observe que a
taxa de variagdo é minima na diregao e sentido oposto de VT'(1,2), ou seja, a mesma do

vetor ¥ = (1,1), e o valor minimo da taxa de variacio é —2v/2°C/m.

E.12 Plano tangente

f(z,y) = ﬁy?ﬂ (z,y) # (0,0)

0, (x7y) - (0,0)

(a) gréafico de f possui plano tangente em P = (0,0, f(0,0))?
(b) grafico de f possui plano tangente em P = (2,0, f(2,0))? Tarefa!

Y

Resp.: (a) f2(0,0) =0, f,(0,0) = 0; o plano z = 7(z,y) = 0 existe, mas nao é o plano tangente

tangente ao grafico de f no ponto em P: (graf(f)N(y =x)) é a curva v(t) = (t,t, %) cuja reta
=t

tangente tem equagoes paramétricas ¢ y =t  a qual nao esta contida no plano z = 0. f nao é
=1

diferenciavel em (0,0)!! (veja o que ocorre com a fungao do Trabalho 6)

(b) f é diferenciavel em R?\ {(0,0)} e o plano tangente ¢ z = 7(z,y) = 3y
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E.13 Regra da Cadeia

73. f(z,y,2) = 2*y32* é diferenciavel? f'(x,vy, z) =7
Resp.: f/(z,y, 2) = (2zy32*, 302y 24, 4223 23)

74. f(z,y) = (2% 9°, zy) & diferenciavel? f'(z,y) =7

2 0
Resp.: f/(x,y) = 0 3y?
y T

75. Seja F' = f(z,y), onde v = 3, y = e* e f : R? — R é uma funcio
dF

diferenciavel dada. Calcule F' = e Tarefa!

Resp.: F/(t) = 325 (13, €2!) 4 2e2 5L (13, )
76. Seja F(u,v) = f(ue*",2v—u), onde f : R? — R é uma funcao diferenciavel

OF
dada. Calcule —. Tarefa!
u

OF : :
Resp.: e e (1 + 2uv)%(ue2“”, 20 —u) — %(UBQW’ 20 —u)

77. Seja F(r,0) = f(z,y), onde x = rcos, y = rsinf e f : R2 = R é uma
funcao diferenciavel dada. Verifique que

cosf OF - O0F
fy(z,y) = . %(T,9)+Sm9§(r,9).

Resp.: Calcule F’:

. cos) —rsinf
(F, Fp) = (F'(1,0))1x2 = (f’(rcos@,rsin@))lw’(%:g;lm) = (fo fy)
2%2 sinf rcosf

E.14 Derivacao implicita

78. Determine se a equacao
(2* +y* +22)° — (2® +¢) = 0
define implicitamente y como uma funcao diferenciavel de x em torno do
ponto (0, 1). Calcule Z—i no ponto x = 0,

2z—2(x2+y%+2x) (2242 -
Resp.: % = $4y8213212§;(_§y+ ) % (0) = —2 (na vizinhanga de (0,1), quando 2 = 0, y = 1)
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\_

79. Determine algum ponto (a,b, c) em torno do qual a equagio y* + 2zy2z° +
z? + 2z = 4 define implicitamente alguma funcio diferenciével z = g(x,y)

(respectivamente, x = f(y, z)). Expresse it (respectivamente, g—”yf) em fun-

ox
cao de x,y e z e calcule 22 1o ponto (a, b) (respectivamente, no ponto (b, c)).

ox
Tarefa!

Resp.: Por exemplo: f(1,0,3) =0, f.(1,0,3) #0e g—; = —fﬁi’iﬁ? 2—5(1,0) =2;

2 5
£(2,0,0) =0, f2(2,0,0) #0 e 5 = —ggyjfjgm, 82(2,0)=0

E.15 Poliné6mio de Taylor

80. Seja f(x,y) = eV,

(a) Encontre T},(o,o) e T]%,(o,o)

(b) Verifique que
. 3
% — T gy (@ y)| < S +5y)” em R = {(x,y) € R x + 5y < 1}.

(c) Estime o erro cometido na aproximagao e*Y

2 =0,001 ey =0,001.
(d) E verdade que Tarefa!

~ T 0.0)(%,y) quando

. 1
‘6 Y T?,(O,O)(xu y)| < §|x + 5y‘37 V(x, y),fl? + 5y <17

(e) Estime o erro cometido na aproximacgio e*™Y = Tf’(ovo)(x,y) quando
x=0,0ley=0,01. Tarefa!

Resp.: (a) T},(op) =1+5y+ =z, T]%,(O,O) =1+z+5y+ M; (c) <107% (e) < 107©

(Veja: )
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E.16 Maximos e minimos

Encontre os pontos de maximos,/minimos locais/absolutos (caso existam) de f.

8L. f(z,y) =2*+y
Resp.: (0,0) é pma, nio possui PML nem PMA em R?

82. f(z,y) =y* — 2
Resp.: (0,0) é p. sela, ndo possui PML/PMA nem pml/pma em R?

83. fx,y)=2x—yem A={(z,y):x2>0,y>0,x+y <3,y >z}

(a) use curvas de nivel

(b) justifique analiticamente

Resp.: PMA=(2,2); VMA=3; pma=(0,3); vima——3

84. f(x,y) = 2° +y°> — bx — bHy.
Resp.: (—1,1),(1,—1) p. sela; (1,1) pml; (—1, —1) PML, f néo possui méximo/minimo absolutos

em R?

85. f(x,y) =y*> — 22 em D = {(z,y) : 22 + y*> < 4} ceogehra
Resp.: (0,0) p. sela; (2,0),(—2,0) pma; vma=4; (0,2), (0,—2) PMA; VMA=4

BN
)
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86.
87.

88.

89.

90.

E.17 Multiplicadores de Lagrange

Rever o exercicio 85 usando Lagrange.

2

Determine o ponto da parabola y = x* mais proximo de (14,1).

Resp.: (2,4) é o ponto da parabola mais proximo de (14, 1).

f(x,y) = y + 2? sujeita a condicao g(z,y) =y — 2° = 0.
Resp.: (0,0) é solugao do sistema do Método de Lagrange, porém nao ¢ nem de minimo nem de

méaximo: f nao possui extremos restrita a tal condig¢ao

f(x,y,2) = 2+2x—y sujeita a condigao g(z,y, 2) = (x—2)*+(y—4)*~2 =0
geogebra

& condicao dada.

flwy2)=-5/4

f(x,y,2) = 2% + x + y sujeita as condicdes g (x,y,2) = 2> +y>? —z=0¢
gz, y,2) =x+y—2z=0 geogebra

Resp.: (0,0,0) e (1,1,2) sao solugdes do sistema do Método de Lagrange, f(0,0,0) =0 é o vin
e f(1,1,2) =6 ¢ o VM de f restrita as condigoes dadas.

g1(2,y,2) =0 9,(xy.2)=0

radgixgrada2; o o
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Ver os seguintes exemplos no Wikipedia:  Tarefa!
91. f(z,y) = = + y sujeita a condicdo 22 + ¢ =1
92. f(x,y) = (z + y)? sujeita & condicio 2% + 3> = 1

93. f(x,y) = zy?* sujeita a condigao 2% + 3> = 3

(Valy2lzve

(-vV2f2;-42)2,-A

Figura 2: A curva desenhada no grafico é a imagem da condicao dada. Os pontos destacados
(a,b, f(a,b)), sdo aqueles onde f possui extremo em (a,b)
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E.18 Revisao

Atencao: teoria que nao aparece nos exercicios abaixo é tao importante quanto
as que aparecem!

94. Considere f(z,y) =

a) encontre e esboce o dominio de f

lim T
o (24]‘( Y) =

lim T
o i (Oof( Y) =

Resp.: (a) D = {(x,y) : y < 22}; (b) f é continua em D; (c) +o0, (d) ndo existe: considere por

exemplo os caminhos: vy :x =0, eyp:y =22 — 28 (note 22 — 28 —y = (22 —9y) —2® < 2?2 —y
v

)

b) f é continua?
)
)

sempre que = # 0 e x = 0 em 7y, implica y = 0, portanto v C D U {(0,0)})

95. Determine Dy, as derivadas parciais de primeira ordem e seus dominios e se
f ¢ diferenciavel em Dy.

(a) f(z,y,2) = 2% + cos(ay) —
(b) f(z,y) = eV

Resp.:
(a) Df = sz = Df

, = Dy = R, fa(z,y,2) = 2z + ysin(ay), fy(z,y,2) = wsin(zy),
fa(z,y,2) = —1, f é diferenciavel em Dy.

4 2
2x3eV Tty

() Dy =B% fuley) = g V700 p g,

0, (z,y) = (0,0)
%, Dy, =R?*\ {(0,0)}; f ¢ diferenciavel em R?\ {(0,0)}.
z*+y

fy(m,y) =
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96. Faca eshoco de conjuntos de nivel de:

(a) f(z,y) =y —V1-2a°
(b) f(x,y,z):z—é

Resp.: (a) Dy = {(z,y) € R?: |z| < 1} (b) Dy = R® — plano yz

ARNALAN
1))

Figura 3: (a) semi-circunferéncias (gcogebra)

97. Seja f uma funcao de classe C%(R?). Se F(u,v) = f(z,y) onde z = 2uv? e
y = u® + v, expresse F,, em funcio das derivadas parciais de f.
Resp.: Fuy(u,v) = 40 f2(2uv?, ud +v) + 8uv? frr (2uv?, ud +v) + [20% + 12u30] fry (2uv?, ud +v) +

3u? fyy (2uv?, u? + v)

98. Determine a equacao de uma reta que seja tangente & curva 222 +y> = 3 e
paralela a reta 2z +y = 5.
Resp.: 2z 4+y=3ou2z+y=-3

99. Se f: R? — R3 & tal que f(z,y) = (cos(x), zy?, ¥ 1), encontre f’.

—sin(x) 0
Resp.: f'(x,y) = y? 2xy
0 2yey2_1
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100. Considere f(z,y) = 2%y*> — c(2? — y). Para quais valores de ¢ a equacio

f(z,y) = 0 define x como fungao de y em torno de (0,0)? e y como funcao
de z? Encontre, quando for o caso, % e dy

) ) dy dx
Resp.: pelo teorema da funcao implicita, para todo ¢ # 0 podemos concluir que y é funcao de z

2_
numa vizinhanga de (0,0): y = g.(x), z € I 50; e % = —2§ggyiic

(Observagao: podemos concluir que existem caminhos v, : y = g.(z) que passam por (0,0) tais
. 2242
que lim 3
@00 T2 =y

= ¢ para diferentes valores de ¢ )

101. Sejam f(x,y) =y* —xe D ={(z,y) e R* : 2* + 4> < 1}

(a) Determine se f admite extremos locais/absolutos em R?
(b) Determine os extremos absolutos de f em D, analisando os 3 métodos:

i. use curvas de nivel
ii. encontre os pc e encontre os extremos na fronteira restringindo a
funcao a fronteira de D
iii. encontre os pc e encontre os extremos na fronteira usando o método
de Lagrange

Resp.: (a) Nao possui extremos locais/absolutos em R2.
(b) em D: J = (1,0) é pm, —1 & 0 vim; L = (=3,5), M

(—1,—¥3) sio PM, 3 ¢ 0 VM.

Figura 4:

102. Fazer os exercicios que foram deixados como tarefa: 45c, 49d, 64c, 72, 75,
76, 79, 80d-80e, 91, 92, 93.

%z b covrde/ @m cotiectts”
DB - Forsirsr @
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