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Introdugao  Método dos minimos quadrados

Método dos minimos quadrados

m O objetivo do método é aproximar uma funcdo qualquer
(conhecida ou ndo) por uma combinagdo de fun¢des conhecidas;
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Introdugao  Método dos minimos quadrados

Método dos minimos quadrados

m O objetivo do método é aproximar uma funcdo qualquer
(conhecida ou ndo) por uma combinagdo de fun¢des conhecidas;

m Garantias tedricas: aproximacado é a melhor possivel;

m Praticidade: resultado de fécil obtengdo e manipulagéo;
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Introdugao  Método dos minimos quadrados
Motivacao

Os motivos sdo os mais variados. Por exemplo, pode-se querer
manipular uma fungdo complicada, como

f(x) _ esim(cos(sinh(cosh(tarr1 (log(x))))))
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Introdugao  Método dos minimos quadrados

Motivacao

Os motivos sdo os mais variados. Por exemplo, pode-se querer
manipular uma fungdo complicada, como

f(x) _ esim(cos(sinh(cosh(tarr1 (log(x))))))

ou entdo encontrar uma aproximagado para fungdes que nem sdo
conhecidas, como por exemplo,

74
Iy
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Introducao  Distancias

Distancia em IR"

Sejam x = (x1,%2) ", y = (y1,¥2) " € R? dois pontos. Como medir a
distancia entre eles?

<@
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Introducao  Distancias

Distancia em IR"

Sejam x = (x1,%2) ", y = (y1,¥2) " € R? dois pontos. Como medir a

distancia entre eles?

[
X

Distancia Euclidiana:

dist(x,y) = \/!x1 —y1l?+ 2 —y2f?
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Introducao  Distancias
Distancia em espagos de funcdes

Dadas fungdes f : R —+ R e g : R — R, como medir o quio préximo f
estd de g?

Precisamos entdo definir distancias e construir a teoria necessaria para
escolher a melhor aproximagdo para uma fungéo.
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definigao (Espago Vetorial)

Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicacio por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u+v =v+u;
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Um pouco de algebra linear
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Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v=v+u;
m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(Bv);
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definigao (Espago Vetorial)
Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com

respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u;

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;
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Um pouco de algebra linear

Definigao (Espago Vetorial)
Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u;

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;

m inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, tal
que —v+v =v+ (—v) =0;
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definigao (Espago Vetorial)
Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u;

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;

m inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, tal
que —v+v =v+ (—v) =0;
m distributiva: (¢ + )v =av+ pvea(u+v) = au+ av;
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definigao (Espago Vetorial)

Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u,

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;

m inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, tal
que —v+v =v+ (—v) =0;

m distributiva: (¢ + )v =av+ pvea(u+v) = au+ av;

m multiplicagdo por1:1-v =v.
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definicao (Subespago Vetorial)
Um subespago vetorial de V é um subconjunto S C V que satisfaz as
seguintes propriedades:

m0cES;

mseuveESentiou+veSs;

m sev € Sentdoav € S, para todo o € R.
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definicao (Subespago Vetorial)
Um subespago vetorial de V é um subconjunto S C V que satisfaz as
seguintes propriedades:

m0cES;

mseuveESentiou+veSs;

m sev € Sentdoav € S, para todo o € R.

Teorema
Todo subespago vetorial é um espago vetorial.
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
R" = {(x1,...,%,) : x; € R} é um espago vetorial. Os hiperplanos de
R" que passam pela origem sdo subespacos vetoriais de R".
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
R" = {(x1,...,%1) : x; € R} é um espaco vetorial. Os hiperplanos de
R" que passam pela origem sdo subespacos vetoriais de R".
O conjunto M(n,n) das matrizes reais quadradas de ordem n é um
espago vetorial. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é um
subspaco vetorial de M(n, n).
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

R" = {(x1,...,%1) : x; € R} é um espaco vetorial. Os hiperplanos de

R" que passam pela origem sdo subespagos vetoriais de R".

O conjunto M(n,n) das matrizes reais quadradas de ordem n é um
espago vetorial. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é um
subspaco vetorial de M(n, n).

Seja F(IR;R) o conjunto de todas as fungdes f : R — RR. Entdo sdo
subspacos de F(R;R):

P, C P CC®(R) C CY(R) C C°(R)
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S nwedwlo Revidodedgbralner
Um pouco de algebra linear
Um conjunto B = {¢1, ¢2,... ¢n} C V édito linearmente independente
(L.I) se
e+t ...+ ap, =0 =

K =

:an:()

«O>» 4 Fr «=r «=>» = Q>



Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Defini¢do (Conjunto L.I.)

Um conjunto B = {@1, ¢2,... u} C V édito linearmente independente
(L.1.) se

g1+ agr+ ... +ap, =0 = a=...=a,=0.

Definicdo (Base de espaco vetorial)

Um conjunto B = {@1,..., pu} C V é uma base de um espago vetorial V se
for L.1. e gerar V. Isto é, todo vetor v € V é escrito, de forma tinica, como
combinagdo linear dos elementos de B3:

V:alq)l+...+an¢n.
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-~ mwodugo Revisiodedlgebralmear
Um pouco de algebra linear
A dimensdo de um espago vetorial V, denotada por dim(V'), é o niimero
mdximo de elementos L.I. nele contido.
«O>» 4 Fr «=r «=>» Q>
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Defini¢ao (Dimensao)

A dimensio de um espago vetorial V, denotada por dim(V'), é o niimero
mdximo de elementos L.I. nele contido.

Teorema
Todo espago vetorial de dimensido n < oo tem uma base.

Definicao

Se para qualquer conjunto de vetores de V sempre é possivel encontrar um
vetor L.I. 4 este conjunto, entdo dizemos que dim(V') = co.
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
Seja V = R". Uma base para V é o conjunto B = {ey,e,...,¢,} C R"
onde _

07

7
— 1

Ainda, dim(R") = n.
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Introdugao

Revisao de dlgebra linear

Um pouco de algebra linear
Seja V.= M(m, n). Uma base para V é o conjunto
B ={Eu,...,Emn} C M(m,n), onde:

-0 0 07
: 0 : .
Ej=1]0-010-0]| <1
: 0 :
Lo 0 o
T
J
Ainda, dim(M(m,n)) = mn
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Se V = C(R), entdo dim(V) = oo.

Se S = P,(R) C V, entdo dim(S) = n + 1. Uma base para S seria

B={x:i=0,...,n} = {1,x...,x"}

E facil verificar que todo polindmio p € P,, de grau < 1, pode ser
escrito como

p(x) = ao + ayx + aox® + - - - + wpx"
que é uma combinacao linear dos elementos de B.
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Defini¢ao (Produto Interno)

Uma aplicagdo (-,-) : V X V — R é um produto interno se satisfaz as
seguintes propriedades:

m bilinearidade:

(v,aw + Bz) = a(v,w)+ B(v,z)
(av+ Bw,z) = a(v,z)+ B(w,z),

Va,eR,Vv,w,zeV;
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Defini¢ao (Produto Interno)

Uma aplicagdo (-,-) : V X V — R é um produto interno se satisfaz as
seguintes propriedades:

m bilinearidade:

(v,aw + Bz) = a(v,w)+ B(v,z)
(av+ Bw,z) = a(v,z)+ B(w,z),

Va,eR,Vv,w,zeV;

m comutatividade (simetria):

(v,w) =(w,v) Vv,weV,;
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Defini¢ao (Produto Interno)

Uma aplicagdo (-,-) : V X V — R é um produto interno se satisfaz as
seguintes propriedades:

m bilinearidade:

(v,aw + Bz) = a(v,w)+ B(v,z)
(av+ Bw,z) = a(v,z)+ B(w,z),

Va,eR,Vv,w,zeV;

m comutatividade (simetria):
(v,w) =(w,v) Vv,weV,;
m positividade:

(v,2v) >0 Vv, ¢ (v,ww)=0 < v=0
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
No IR", o produto interno usual (produto escalar) dos vetores
x = (x1,%2,...,x,) " ey = (y1,Y2,...,yn) " é definido por:

n
(xy) = inyi = X1Y1 +XoY2 + - - - + Xpln
i=1
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

No IR", o produto interno usual (produto escalar) dos vetores
x = (x1,%2,...,x,) " ey = (y1,Y2,...,yn) " é definido por:

i=1

No espago M(n,n), um exemplo de produto interno entre as matrizes
A,B € M(n,n) é dado por:

n
(xy) = Exiyi = X1Y1 +XoY2 + - - - + Xpln

(AB) =) ) aby
i=1j=1
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Introdugao

Revisao de algebra linear

No espaco C([a, b]) (espago das fungdes continuas no intervalo [4, b]),
um exemplo de produto interno entre as fungdes continuas
f,8:[a,b] = R é dado por:

1.8) = [ F)a
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definicdao (Norma)
Seja V um espago vetorial. Uma aplicagdo || - || : V — R que satisfaz as
seguintes propriedades:
v > 0, VveV
vl = 0& v=0
AV = [Allv], VYveV e VAeER;
[v+w| < [vl+[wl, VvweV

éditanormaem V.
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definicdao (Norma)

Seja V um espago vetorial. Uma aplicagdo || - || : V — R que satisfaz as
seguintes propriedades:

vl > 0, VYveV
v = 0 v=0
AV = [Alv], YveV e VAER;
[v+wl| < |lv[[+[lw], VvweV

¢ dita normaem V.
Defini¢ao (Norma Induzida pelo Produto Interno)

IVl = v {v,v)
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Introdugao

Revisao de dlgebra linear

Um pouco de algebra linear
Sdo exemplos de normas em R":
[x[leo = max {xi[ }
i=1..n
n
Il = 3 i

(norma do méximo)
i=1

n
Ix]l2 = (Z |x,~|2>
i=1

(norma da soma)

(ST

(norma euclidiana)
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Introdugao

Revisao de dlgebra linear

Um pouco de algebra linear
Sdo exemplos de normas em R":
[x[leo = max {xi[ }

i=1..n

n

(norma do méximo)
Ixlls = ) |

i=1
1
n 2
i = (£ 1)
i=1

Em particular, a norma || - || provém do produto interno

(norma da soma)

(norma euclidiana)

(xy) =) %y
i=1
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Sejax = (1,2,-5)"
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Sejax = (1,2,-5)"
[x]|eo = max{[1],|2|,| = 5[} =5
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Sejax = (1,2,-5)"

X[l = max{[1],[2[,| =5} =5
Ixllp = 1]+ 12 +] -5/ =8
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Sejax = (1,2,-5)"

X[l = max{[1],[2[,| =5} =5
Ixllp = 1]+ 12| +] -5/ =8

Ix]l2 = /12 + 22 + (=5)2 = /30 ~ 5.48

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

= = =
O método dos minimos quadrados

DA™
SME0300

19/1



Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Sejax = (1,2,-5)"
IxXl[eo = max{[1],[2[,| = 5]} = 5
Ixlls = 1]+ 2] +] -5/ =8
Ix]l2 = /12 + 22 + (=5)2 = /30 ~ 5.48

y = norm(x,inf);
‘ y = norm(x,1);
y = norm(x,2); (ou simplesmente norm(x))

=] F = = £ DA
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Sao exemplos de normas em M(m, n):

n
Allw = % linh.
1A]leo = max {Z_;, jai|} (norma linha)
m
AL = _mlax{z |a;i| } (norma coluna)
j=l.n =
m n 2
|Allr = Zafj (norma de Frobenius)
i=1j=1

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC} O método dos minimos quadrados SME0300 20/1



Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Sao exemplos de normas em M(m, n):

n
|A]lco = max {)_ |ay|} (norma linha)
i=1..m =1
m
AL = max {}  laiil} (norma coluna)
j=l.n =
m n ) 2
Al = . Zai]- (norma de Frobenius)
i=1j=1
Em particular, a norma || - || provém do produto interno
m n
(AB) =) ) abi
i=1j=1
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

=)
O método dos minimos quadrados

DA™
SME0300

21/1



Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6
|Al1 = max{7,1,6} =7
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6
|Al1 = max{7,1,6} =7

|AllF = /124 (=3)2+ (—2)2+ 12+ 12+ 42 +22 = /36 = 6
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6
|Al1 = max{7,1,6} =7
|AllF = /124 (=3)2+ (—2)2+ 12+ 12+ 42 +22 = /36 = 6

y = norm(A,inf);
‘ y = norm(A,1);
y = norm(A,’fro’);

Or «Fr =r = DA

SME0300 21/1

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados



Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
Sao exemplos de normas em C([a, b]):
[flleo = max |f(x)]

x€E|a,b]

I = [ )1

= ([ rR)’
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Introdugao

Revisao de dlgebra linear

Um pouco de algebra linear
Sao exemplos de normas em C([a, b]):
B [[fllo = max [f(x)]

IFll: = /ﬂ f(x)] dx

= ([ rR)’

Em particular, a norma || - || provém do produto interno

9= [

O método dos minimos quadrados

g (x) dx

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definicao (Distancia)
Uma aplicagdo dist : V x V — R é chamada de distincia se:

dist(v,w) = dist(w,v), VYv,weV
dist(vyw) > 0, Vv,weV
dist(tv,w) =0 & v=w
dist(v,z) < dist(v,w) +dist(w,z), Vv,w,zeV
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Introdugdo  Revisdo de algebra linear

Um pouco de algebra linear

Definicao (Distancia)
Uma aplicagdo dist : V x V — R é chamada de distincia se:

dist(v,w) = dist(w,v), VYv,weV
dist(vyw) > 0, Vv,weV
dist(tv,w) =0 & v=w
dist(v,z) < dist(v,w) +dist(w,z), Vv,w,zeV

Teorema

Se || - || é norma, entdo dist(v,w) = ||v — w|| é uma distancia.
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Introdugao

Revisao de algebra linear

Um pouco de algebra linear
Sdo exemplos de distancias no R™:
dist(x,y) =[x =yl = it [ — il

dist(x,y) = [[x = yll2 = (i1 (xi — y:)?)
dist(x,y) = |[x — y|le = max |xi — i

NI—=

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

O método dos minimos quadrados
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Introdugdo  Revisao de édlgebra linear

Um pouco de algebra linear

Sdo exemplos de distancias no R™:
dist(x,y) =[x =yl = it [ — il

dist(x,y) =[x —yll2 = ( im1 (xi _yi)Z)
dist(x,y) = I = ¥l = max s ~ i

Vejamos como ficaria o disco unitirio C = {p = (x,y) : dist(p,0) = 1}
em cada uma das distancias acima:

C={(vy) €eR®: x| +|y| =1}
C={(xy) eR?>:\/x2+12 =1}
G = {(vy) € R* : max{[x|, |y|} = 1}
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Introdugao

Revisao de dlgebra linear

Um pouco de algebra linear
LY

GCs
Ci

xy

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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S Mimosguadmdos ProjedeemR
Projecdo ortogonal
Sejam u, v € E vetores nio nulos de um espago vetorial munido de produto
interno. Entiio u e v sdo ditos ortogonais se (u,v) = 0. Notagio: u L v.
«O>» 4 Fr «=r «=>» Q>
Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC) O método dos minimos quadrados ~~ SME0300  26/1



Minimos quadrados

Projegdes em R"

Definicao

Projegao ortogonal

Sejam u, v € E vetores ndo nulos de um espago vetorial munido de produto
interno. Entiio u e v sdo ditos ortogonais se (u,v) = 0. Notagio: u L v.
Os vetores do R?, u = (2,3) " ev = (—3,2)" sdo ortogonais. Pois,

(u,v) =2x —3+3x2=0.

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

O método dos minimos quadrados
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Minimos quadrados

Projegdes em R"

Definicao

Projegao ortogonal
Sejam u, v € E vetores ndo nulos de um espago vetorial munido de produto
interno. Entiio u e v sdo ditos ortogonais se (u,v) = 0. Notagio: u L v.
Os vetores do R?, u = (2,3) " ev = (—3,2)" sdo ortogonais. Pois,
(u,v) =2x -3+3x2=0.
As fungdes sen(x),cos(x) € C([0,27]) sdo ortogonais. Pois,

27 1 2@
(sen(x),cos(x)) = / sen(x) cos(x)dx = E/
0 0
Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

O método dos minimos quadrados
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Projecdo ortogonal

Definicao
Seja u € E um vetor nio nulo de um espago vetorial munido de produto

interno. Entdo u é dito ortogonal a um subespago V C E,seu L v,Vv € V.
Notagido: u L V.
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Projecdo ortogonal

Definicao
Seja u € E um vetor nio nulo de um espago vetorial munido de produto

interno. Entdo u é dito ortogonal a um subespago V C E,seu L v,Vv € V.
Notagido: u L V.

Teorema

Se V é um espago de dimensio finita, e B = {¢1, ..., ¢n} uma base de V,
entdou L V seesomenteseu L ¢;Vi=1,...,n.
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Projecdo ortogonal

Definicao
Seja u € E um vetor nio nulo de um espago vetorial munido de produto

interno. Entdo u é dito ortogonal a um subespago V C E,seu L v,Vv € V.
Notagido: u L V.

Teorema

Se V é um espago de dimensio finita, e B = {¢1, ..., ¢n} uma base de V,
entdou L Vseesomenteseu L ¢;Vi=1,...,n.

Definicdo (Projecdo ortogonal)

Seja E um espago vetorial, e V. C E um subspago de dimensdo finita de E. A
projecio ortogonal de u € E sobre V é o vetor v* € V tal queu —v* L V.
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Melhor aproximagéo em RR?

Problema

Sejam V um subespaco de dimensao 1 do R? (uma reta que passa pela
origem), e u = (uy, 1) € R? um ponto qualquer fora de V. Encontrar
um ponto v* € V que esteja mais préximo de u.
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Melhor aproximagéo em RR?

Geometricamente:

Seja V = {r = Av, A € R} areta que passa pela origem, cujo vetor
diretor é v. Vamos encontrar o ponto v* € V tal que u — v* seja
ortogonal a V.
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Minimos quadrados ~ Projegdes em R"

Melhor aproximagéo em RR?

Note que V é gerado pelo vetor v, logo v* = av. Portanto, basta
encontrar & € IR tal que:

(u—v*,v) =(u—av,v) =0
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Melhor aproximagéo em RR?

Note que V é gerado pelo vetor v, logo v* = av. Portanto, basta
encontrar & € IR tal que:

(u—v*,v) =(u—av,v) =0

Sendo (-, -) o produto usual em IR?, segue que:
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Minimos quadrados ~ Projecdes em R”

Melhor aproximagéo em RR?

Note que V é gerado pelo vetor v, logo v* = av. Portanto, basta
encontrar & € IR tal que:

(u—v*,v) =(u—av,v) =0

Sendo (-, -) o produto usual em IR?, segue que:

_ {wv)
T v
resultando ( >
. (v
v =pr (u) = <V’V>V
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Teorema

Seja V um espago de dimensdo finita de um espago vetorial E. Se u € E, entio
v* € V, a projegio ortogonal de uw em V, é a melhor aproximagio de uem V,
no sentido que

lu=v7| <flu—vl,

para qualquer que seja v € V com v # v*. Este pode ser escrito como
* * * *
vV = [XOqDO‘f‘(Xl(Pl + - +0qu7n
onde o vetor o* = (ag, a5, ..., uc;;)T é a solugio do sistema linear:

*

(o, @0) -+ (o, Pn) &g (u, @o)

(o g0} o) | | o (u, @)
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*.
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*. Dai,

lu—v|? = u-vu-v)={u—-v+v —v,u—v+v —v"
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*. Dai,

lu—v|? = u-vu-v)={u—-v+v —v,u—v+v —v"

= (u—vi,u—v)4+2(u—v, v —v)+ (v: —v,v' —v)
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*. Dai,
lu—v|? = u-vu-v)={u—-v+v —v,u—v+v —v"
= (u—vi,u—v)+2(u—v,vi —v)+ (v —v,v' —v)

= Ju—v P+ v = v|? > [u—v|?
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*. Dai,
lu—v|? = u-vu-v)={u—-v+v —v,u—v+v —v"
= (u—vi,u—v)4+2(u—v, v —v)+ (v: —v,v' —v)
= =R+ v = ]2 > v
Portanto podemos concluir que |[u — v*|| < [[u —v]||, Vv € V. Ainda
falta mostrar que a* é solugdo do sistema linear Ax* = b.
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*. Dai,

lu—v|? = u-vu-v)={u—-v+v —v,u—v+v —v"
= (u—vi,u—v)+2(u—v,vi —v)+ (v —v,v' —v)
= Ju=vP+[v =] > [lu—v"]?

Portanto podemos concluir que |[u — v*|| < [[u —v]||, Vv € V. Ainda
falta mostrar que a* é solugdo do sistema linear Ax* = b.

Seja B = {¢o, ..., ¢n} base de V. Como u — v* L V, temos que
(u—v*,¢;)=0,Vi=0,...,n Assim, comov* €V,

(u—(ag@o+ -+ appn), i) = 0
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstrag¢do: Seja v* a projecdo ortogonal de u em V, ou seja,
u—v* L V.Sejave VumvetordeV,v #v*. Entaiov—v* € V,e
portanto, ortogonal a u — v*. Dai,
lu—v|? = u-vu-v)={u—-v+v —v,u—v+v —v"
= (u—v,u—v)+2u—-v, v —v)+ (v —v,v' —v)
= =R+ v = ]2 > v
Portanto podemos concluir que |[u — v*|| < [[u —v]||, Vv € V. Ainda
falta mostrar que a* é solugdo do sistema linear Ax* = b.

Seja B = {¢o, ..., ¢n} base de V. Como u — v* L V, temos que
(u—v*,¢;)=0,Vi=0,...,n Assim, comov* €V,
(u—(agpo+ - +aypn), ;) = 0 &
(@i, po)ag + -+ (@i, pu)ay, = (w @), Vi=0,...,n

o que conclui a demonstracéo. n
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Proposigao

O sistema linear normal:

(9o, 90) -+ (@0, Pn) g (u, o)
(o po) - {pnow) | | @ (w, @)

possui uma tinica solugdo.
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstracao:
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstracao:
Basta mostrar que det(A) # 0, com a;; = (¢;, ¢;).
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstracao:
Basta mostrar que det(A) # 0, com a;; = (¢;, ¢;).

Considere o sistema linear homogéneo A = 0. Logo,
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstracao:
Basta mostrar que det(A) # 0, com a;; = (¢;, ¢;).

Considere o sistema linear homogéneo A = 0. Logo,

0 = B-AB=YloBmiBi = Lli—oBi (i ¢j) B
= (ToBion o Bier) = | Tio pioil’
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstracao:
Basta mostrar que det(A) # 0, com a;; = (¢;, ¢;).

Considere o sistema linear homogéneo A = 0. Logo,
0 = B-AB=YioBiuifj = Lij—oBi{Pi ¥j) Bj
= <Z?=o Bigi, Yo ﬁj¢j> = |2 Bigil®
Pelo fato de }i' Bi¢i = 0 e {@o, ..., ¢} ser uma base, temos que

Bo="---= By =0= B =0.Logo, o sistema linear homogéneo possui
apenas a solugdo trivial.

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC} O método dos minimos quadrados SME0300 34/1



Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Melhor aproximagdo em espagos vetoriais

Demonstracao:
Basta mostrar que det(A) # 0, com a;; = (¢;, ¢;).

Considere o sistema linear homogéneo A = 0. Logo,

0 = B-AB=YloBmiBi = Lli—oBi (i ¢j) B
= <E?=o Bivi Lo ﬁj¢j> = |20 Bigil®

Pelo fato de }i' Bi¢i = 0 e {@o, ..., ¢} ser uma base, temos que

Bo=---=Bn =0= p=0.Logo, o sistema linear homogéneo possui
apenas a solugdo trivial.
Portanto, det(A) # 0. n
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Seja V um espaco vetorial munido de produto interno, entao:

[ (w,v) | < [lullflv]], Va,v eV
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Seja V um espaco vetorial munido de produto interno, entao:
[ (wv) | < ulllv], Ya,veV

Demonstracao:

Casou =0ouv =0, temos que | (u,v) | = |[u|||v]-
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Seja V um espaco vetorial munido de produto interno, entao:
[ (wv) | < ulllv], Ya,veV

Demonstracao:
Casou =0ouv =0, temos que | (u,v) | = |[u|||v]-

Seu # 0 e v # 0, fazendo a proje¢do ortogonal de u em v temos:
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Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Seja V um espago vetorial munido de produto interno, entao:
[ (wv) | < ulllv], Ya,veV
Demonstracao:
Casou =0ouv =0, temos que | (u,v) | = |[u|||v]-
Seu # 0 ev # 0, fazendo a projecdo ortogonal de u em v temos:

(u, v) [ (wv) |

pr, (W) < lull &
Iry (w) Tk Tk

Vil < {full

vH < Jlufl &

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados SME0300 35/1



Minimos quadrados  Generalizacao para espagos vetoriais

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Seja V um espago vetorial munido de produto interno, entao:
[ (wv) | < ulllv], Ya,veV

Demonstracao:

Casou =0ouv =0, temos que | (u,v) | = |[u|||v]-

Seu # 0 e v # 0, fazendo a proje¢do ortogonal de u em v temos:

(u,v) [ (wv) |
Ivi[? Ivi[?

Portanto, | (u,v) | < |[ul|||v], Vu,v e V.

lpry (W) < [luf < Vil < {full

vH < Jlufl &
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Minimos quadrados Aproximacao de fungoes

O método dos minimos quadrados

Seja f uma fungdo, e V um espago de fung¢des conhecidas, de dimensao
n+1 < oo, gerado pelas fungdes { @, . .., ¢» }. Desejamos encontrar a
fungdo F* € V, F* = aj¢o + - - - + a;,¢,, que melhor aproxima a fungdo
f,isto é, queremos encontrar F* que minimize:

dist(f, F*)
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Minimos quadrados Aproximacao de fungoes

O método dos minimos quadrados

Seja f uma fungdo, e V um espago de fung¢des conhecidas, de dimensao
n+1 < oo, gerado pelas fungdes { @, . .., ¢» }. Desejamos encontrar a
fungdo F* € V, F* = aj¢o + - - - + a;,¢,, que melhor aproxima a fungdo
f,isto é, queremos encontrar F* que minimize:

dist(f, F*)
Na verdade, queremos obter:
Q = min [If — F'|]
‘X*

Dai, o nome de minimos quadrados.
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Minimos quadrados Aproximacao de fungoes

O método dos minimos quadrados

Portanto, para encontrar a fungéo:
F* :(J(Sqoo_i—..._’_[x;‘l(Pn

que melhor aproxima a fungao f no sentido dos minimos quadrados,
basta calcular e resolver o sistema de equag¢des normais:

(9o, p0) -+ (@0, Pn) o {f, o)

*

(owp0) - (pmon) | | (f, on)
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Minimos quadrados

Aproximagao de funcoes

O método dos minimos quadrados

Deduza o sistema de equagdes normais via otimizagdo. Use o fato de
que a* é ponto critico de Q, isto é, VQ = 0.

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

O método dos minimos quadrados
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso continuo

Dada uma fungédo f € C([a, b]). Desejamos aproximar f(x) por um
polindmio P, € V = Py, isto é:

f(x) map+ajx+ -+ a;,x" = Pp(x)

de tal forma que minimize:
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso continuo

Dada uma fungédo f € C([a, b]). Desejamos aproximar f(x) por um
polindmio P, € V = Py, isto é:

f(x) map+ajx+ -+ a;,x" = Pp(x)

de tal forma que minimize:

Q= IIf — Pull? = (f — Puf — Pu) = /ab (F(x) — Po(x))2dx
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso continuo

Dada uma fungédo f € C([a, b]). Desejamos aproximar f(x) por um
polinémio P,, € V = Py, isto é:

f(x) map+ajx+ -+ a;,x" = Pp(x)

de tal forma que minimize:

Q= IIf — Pull? = (f — Puf — Pu) = /ab (F(x) — Po(x))2dx

Por outro lado, sabemos que B = {1,x,x%,...,x™} é uma base de P,,.
Assim, para obter P,,(x) basta resolver o sistema linear:

W1 x) e (L 1T ,f)
w1 ) o @) | e || )
(1) Gy e ey || (", f)
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Interpretacao geométrica: caso continuo

AN
\

Minimizar o quadrado da area formada entre as fungdes.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso continuo

Seja f(x) = €*, com x € [0,1]. Queremos aproximar f(x) por uma reta,
ouseja, f(x) ~ af + ajx = P1(x) . Vamos considerar o produto escalar

1
(£.8) = [ f@g() dx
Assim, para determinar P; € P; que melhor aproxima f no sentido de

minimos quadrados, primeiramente é preciso calcular a matriz A e o
vetor b, e depois resolver Aa* = b.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso continuo

Seja f(x) = €*, com x € [0,1]. Queremos aproximar f(x) por uma reta,
ouseja, f(x) ~ af + ajx = P1(x) . Vamos considerar o produto escalar

(.9) = [ (o) d

Assim, para determinar P; € P; que melhor aproxima f no sentido de
minimos quadrados, primeiramente é preciso calcular a matriz A e o
vetor b, e depois resolver Aa* = b. Logo,

(L) = fi1-1dx=1 (Lx)= fy1-xdx=1}
(x,x):folx-xdx:% (x,1) = (1,x)
(1,f):f011-exdx:e—1 (x,f):folx-exdle
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso continuo

chegando-se ao sistema linear

S]]

% o5 1

cuja solugéo é aj = 0.873 e a] = 1.690. Assim, a aproximagao
procurada é

W[=N[=

Pi(x) = ay + ajx = 0.873 + 1.690x

PANE
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso continuo

O erro truncamento da aproximacao f por F* no sentido de minimos
quadrados é dado por Q = ||f — F*||%, isto é, 0 quadrado da distancia
de f a sua aproximagdo F*.
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Minimos quadrados

Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso continuo

O erro truncamento da aproximacao f por F* no sentido de minimos
quadrados é dado por Q = ||f — F*||?, isto é, 0 quadrado da distancia
de f a sua aproximagdo F*.
Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Assim,
2
Q=If—Pl* = =P, f—P1)
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso continuo

O erro truncamento da aproximacao f por F* no sentido de minimos

quadrados é dado por Q = ||f — F*||?, isto é, 0 quadrado da distancia
de f a sua aproximagdo F*.

Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Assim,

Q=If-Pil*> = (f—Py, f—P1)

= (f—ag — a7y, f — a5 — aqx)

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso continuo

O erro truncamento da aproximacao f por F* no sentido de minimos

quadrados é dado por Q = ||f — F*||?, isto é, 0 quadrado da distancia
de f a sua aproximagdo F*.

Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Assim,

Q=If-Pi> = (f—Py,f-P1)
= (f —ag—ajx, f —aj — ajx)
= (f.f) —25(f, 1) — 205 (f, x) + (ap)*(1,1)
+ 20505 (1,x) + ()% (x, %)

=} ) = PANE
SME0300 43/1

v
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso continuo

O erro truncamento da aproximacao f por F* no sentido de minimos
quadrados é dado por Q = ||f — F*||?, isto é, 0 quadrado da distancia
de f a sua aproximagdo F*.

Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Assim,

Q=|f-Pl* =

+

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

(f —Pr, f—P1)

(f —ag — ajx, f —ag — ajx)

(f.f) = 2a5(f, 1) — 205 (f, x) + (a5)*(1, 1)
2u505 (1, x) + ()% (x, x)

0.003969

v
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Dada uma fungéo f(x) amostrada , ou seja, é conhecida apenas nos
(n+ 1) pares de pontos:

(xO/ y())/ (xlr ]/1), ey <xn1 yn)

ondey; =f(x;),i=0,...,n,comos (n+ 1) pontos xo, x1, ..., Xy
distintos.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Dada uma fungéo f(x) amostrada , ou seja, é conhecida apenas nos
(n+ 1) pares de pontos:

(X0, o), (x1,y1), -, (¥, Yn)
ondey; =f(x;),i=0,...,n,comos (n+ 1) pontos xo, x1, ..., Xy
distintos.
Desejamos aproximar a fun¢ado f por um polinémio P, € Py, isto é:
f(x) map+ajx+ -+ a;,x" = Pp(x)

com m < n, tal que:
Q = min|f — P,
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Dada uma fungéo f(x) amostrada , ou seja, é conhecida apenas nos
(n+ 1) pares de pontos:

(xO/ ]/O)/ (xlr yl)/ ey <xn1 yn)

ondey; =f(x;),i=0,...,n,comos (n+ 1) pontos xo, x1, ..., Xy
distintos.

Desejamos aproximar a fun¢ado f por um polinémio P, € Py, isto é:
f(x) map+ajx+ -+ a;,x" = Pp(x)
com m < n, tal que:

Q = min|[f  Pu?

Para isso vamos utilizar o seguinte produto interno usal do R" !
(produto escalar) :

(f.g) = kioﬂxk)g(xk)
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Interpretacdo geométrica: caso discreto

Minimizar a soma dos desvios |yx — F*(xx)| ao quadrado.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Utilizando o produto interno usal do R"*?, temos:

n

Q= lIf = Pull® = {f = Pu,f = Pu) = Y, (& — Pu(xe))’

k=0
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Utilizando o produto interno usal do R"*?, temos:

n

Q= Hf_PmHZZ <f_mef—Pm>:I;)(yk—Pm(xk))2

Agora, vamos supor que y = (yo,y1,--.,¥n) ' € R e

p= (Pm(xO)/Pm<x1),. . .,Pm<_xn))T c ]Rn+1

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados SME0300
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Utilizando o produto interno usal do R"*?, temos:

n

Q = IIf = Pull® = {f = P, f = P} = }_ (e = Pu())*
k=0
Agora, vamos supor que y = (yo,y1,--.,¥n) ' € R e

p= (PM(xO)IPm<x1),. . '/Pm<xn))T c ]R”+1

Por outro lado,

Pu(xo) = af+ajxo+a3xg+ -+ alxl
Pu(x1) = af+ajx;+a3xd+ - +alxl
Pu(xy) = af+aix, +abxd 4+ 4 alx”
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Assim, podemos reescrever o vetor p da seguinte forma:
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Assim, podemos reescrever o vetor p da seguinte forma:

1 X0 X3 X!
2
. 1 S S i} X!
P=«ay| . |+ R I o7 5 R B A .
1 Xn x2 x
~ ~ ~———
ug u up Uy,
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Assim, podemos reescrever o vetor p da seguinte forma:

1 X0 X3 X!
i 1 S i x% i} X!
P=«ay| . |+ R I o7 5 R B A .
1 Xn x2 x
- - | —
ug u up Uy,

Portanto, p = agug + ajuy +ajup + - - - + &y
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Assim, podemos reescrever o vetor p da seguinte forma:

1 X0 X3 X!
i 1 S i x% i} X!
P=«ay| . |+ R I o7 5 R B A .
1 Xy x2 X
n n
~ ~ ~———
ug u up U

Portanto, p = agug + ajuy +ajup + - - - + &y

Afirmacdo: O conjunto U = {ug,uy,uy, ..., uy,} C R" LI (logo é
uma base de R"*1, com m < n.)
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Prova: Por hipétese temos que os os (1 + 1) pontos xg, x1, . . ., X, S30
distintos. Além disso, podemos escrever p na forma matricial:
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Prova: Por hipétese temos que os os (1 + 1) pontos xg, x1, . . ., X, S30
distintos. Além disso, podemos escrever p na forma matricial:

2 m *
1 xo x8 X o
m *
_ 1 x xp - A L
p_
2 m *
1 x x5 -+ x}) o,
X
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Prova: Por hipétese temos que os os (1 + 1) pontos xg, x1, . . ., X, S30
distintos. Além disso, podemos escrever p na forma matricial:

2 m *
1 xo x8 X o
m *
_ 1 x xp - A L
p_
2 m *
1 x x5 -+ x}) o,
X

Considere X" a submatriz quadrada de ordem (m + 1) de X:

1 xo x% -+ xf

2 m

N 1 x1 2 - o
2 m

1 xw x5, -+ xn
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Para mostrar que {ug, uy, ..., u,} C R*"! é L.I. Basta mostrar que X’ é
invertivel (det(X’) # 0).
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Para mostrar que {ug, uy, ..., u,} C R*"! é L.I. Basta mostrar que X’ é
invertivel (det(X’) # 0).

Note que X' é uma matriz de Vandermond, logo:

m

det(X/) = H(xi — x]')

i>j
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Para mostrar que {ug, uy, ..., u,} C R*"! é L.I. Basta mostrar que X’ é
invertivel (det(X’) # 0).

Note que X' é uma matriz de Vandermond, logo:

m

det(X/) = H(xi — x]')
i>j
Pelo fato de x; # x; para i # j implica que det(X’) # 0. (]
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Voltando ao problema de minimos quadrados, queremos que a
distancia entre y € R"*! e p € R""! seja minima.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Voltando ao problema de minimos quadrados, queremos que a
distancia entre y € R"*! e p € R"*! seja minima.

Para isso, basta fazer a projecdo ortogonal de y no subspago gerado
porU = {ug,uy,...,u,} C R". Portanto, basta resolver o sistema de
equagdes normais:
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Voltando ao problema de minimos quadrados, queremos que a
distancia entre y € R"*! e p € R"*! seja minima.

Para isso, basta fazer a projecdo ortogonal de y no subspago gerado
porUd = {up,uy,...,u,} C R" . Portanto, basta resolver o sistema de

equagdes normais:

(wp,wp) (wo,w1) -+ (uo, um) &g (uo,y)
(u,w)  (uw,uw) -+ (ug,um) o | (u1,y)
(o) (wnw) o (wnu) | | (W)

onde (v,w) = Y/, vjw;.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Seja f(x) uma fungédo discreta dada pela tabela abaixo:

=
|

—_

=]

12
f 0 -1 0 7

Gostariamos de aproximar no sentido de minimos quadrados,
a fungdo f(x) por uma parébola, ou seja:

f(x) = af + ajx + asx® = Py(x)
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximagdo polinomial: caso discreto

Seja f(x) uma fungédo discreta dada pela tabela abaixo:

=
|

—_

(e}

12
f 0 -1 0 7

Gostariamos de aproximar no sentido de minimos quadrados,
a fungéo f (x) por uma parébola, ou seja:

f(x) ~ af + ajx + a5x* = Pa(x)
Sabemos que o conjunto abaixo forma uma base de R®:
U={u=(1,1,11",u =(-1,0,1,2)",u = (1,0,1,4) "},

Agora, vamos calcular a projecao ortogonal de y = (0, —1,0, 7)" n
subspago gerado por U, para isso devemos montar e resolver o 51stema
Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados SME0300 51/1



Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso discreto

Mas antes, precisamos calcular os elementos da matriz A e do vetor b:
=y32 1=4 3 —
{uo, uo) Z3k:o Lk—0 Xk
ug, ) =Y, (X =6

( )
{ (ug, up) = (up,u3) =2
(uy,ug) = (ug,uz) =6 ( )
( ( )

= Zizo x% fry 8
up, ug) = (up,up) =6 = (uj,up) =8
<u2/ u2> = 22:0 x% =18

L (uo,y) = ?1%:0 Yk =06
(u,y) = Ti oy =14 (wp,y) = Lo X2y, = 28

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacgdo polinomial: caso discreto

Finalmente,
42 67 [a 6
26 8 | |a|=]14
6 8 18 | | a3 28
cujasolugdo éaf = -8, a; =lea; =2

Portanto, a fungdo procurada é

8 1
Py(x) = —& T Ex—l—sz.

=} =2 = = C
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Minimos quadrados

Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso discreto

Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Logo,

Q = [If - P

3

(f =P, f—P2) = ) (yx — Pa(x))?

k=0

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Minimos quadrados

Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso discreto

Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Logo,
2
Q=f =P =

(F = Pay = Pa) = 3" (v — Pa(xi))?
3 3
= Y i-2)

k=0

k=0

3 2
vieP2 () + Y P3(xe)
k=0 =0

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Erro de Truncamento: caso discreto

Vamos calcular o erro de truncamento do exemplo anterior. Logo,

3
Q=|f-Pol* = {f—Po f—P2) =Y (yx — Pa(x))?
k=0
3 3 3
= Y uyi—2Y wPa(x) + Y P3(xx)
k=0 k=0 k=0
= 50—-98.4+492=0.8

AN
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Dada uma fungéo f(x) amostrada , ou seja, é conhecida apenas nos
n + 1 pares de pontos (xo, vo), (x1,¥1),-- -, (Xn, Yn), onde
yi=f(x;),i=0,...,n,comos (n+ 1) pontos xg, x1, . . ., X, distintos.

Vimos anteriormente que para calcular a seguinte aproximacao no
sentido de minimos quadrados:

fx) = ay+ajx+-+a;,x" =Pp(x), comm < n
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Dada uma fungéo f(x) amostrada , ou seja, é conhecida apenas nos
n + 1 pares de pontos (xo, vo), (x1,¥1),-- -, (Xn, Yn), onde
yi=f(x;),i=0,...,n,comos (n+ 1) pontos xg, x1, . . ., X, distintos.

Vimos anteriormente que para calcular a seguinte aproximacao no
sentido de minimos quadrados:

fx) = ay+ajx+-+a;,x" =Pp(x), comm < n

Basta resolver o sistema linear:

(wp,ug) (up,wy) -+ (uo, wm) & (uo,y)
(up,ur)  (ug,uy) oo (ug,uy) o | (u1,y)
() (ww) o () | [ ah | | ()

onde (v,w) = Y} _,viw;.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Entretanto, podemos reescrever o sistema linear:

(o, up) (uwo,u1) - (uo, um) &g (uo,y)
(up,wy)  (upwy) - (ug,um) ool (u1,y)
() (ww) - () | [ @ ] | ()

Da seguinte forma:
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Minimos quadrados

Aproximagdo polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Entretanto, podemos reescrever o sistema linear:

(ug, ug)  (ug, uy)
(u,w)  (ug,w)

<um; ug) <um; ug)

Da seguinte forma:

1 1 --- 1 1 xg

X0 X1 - Xp 1
m m m

xgooxt o xy 1 x4

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

(w0, wm)
(a1, wpm)

(W, W)

O método dos minimos quadrados
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&g

oy

Xy
1 1
Xo X1

(uo,y)

(ur,y)

(wm, y)
1 ]/0
Xn n
X5 L Yn
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Entretanto, podemos reescrever o sistema linear:

(wp,wp) (wo,wy) --- (up,uwy) | [ «f (uo,y)
(u,wy) (upug) -+ (upuy) af || (w,y)
(g, wo) (W, ur) -+ (Wyuy) | | ay, (Upm,y)
Da seguinte forma:
1 1 --- 1 1 x -+ xf oy | 1 1 --- 1 Yo
Xo X1 Xy 1 x - A oy Xo X1 0 Xy Y1
B R <o | I U SR < | I S B - v L

Na notag¢do matricial, temos:
X' Xa* =X"y=a* = (X'X)" X"y
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MATLAB code

function a = mmg(x,y, k)

length (x);
vander (x) ;
X(:,n-k:n);
= ((X"FX)\(X"*xy")) '

O X X B
I

«Or «Fr «=)>r 4«

it
v
it

DA™



Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial revisitada

Vimos anteriormente que o sistema de equagdes normais pode ser
escrito na seguinte forma matricial:

X"Xa* =Xy

Portanto, para determinar a* basta resolver o sistema linear acima.
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial revisitada
Vimos anteriormente que o sistema de equagdes normais pode ser
escrito na seguinte forma matricial:

X"Xa* =Xy
Portanto, para determinar a* basta resolver o sistema linear acima.
Partindo desse objetivo, vamos utilizar a Decomposi¢cio QR da matriz X,
isto é:
X=QR,

onde Q é uma matriz ortogonal de ordem m x m e R é uma matriz
triangular superior de ordem m x n. Logo,

X"Xa* =X"y < (QR)'(QR)a* = (QR)'y (1)
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Aproximacdo polinomial: forma matricial revisitada
Vimos anteriormente que o sistema de equagdes normais pode ser
escrito na seguinte forma matricial:

X"Xa* =Xy
Portanto, para determinar a* basta resolver o sistema linear acima.
Partindo desse objetivo, vamos utilizar a Decomposi¢cio QR da matriz X,
isto é:
X=QR,

onde Q é uma matriz ortogonal de ordem m x m e R é uma matriz
triangular superior de ordem m x n. Logo,

X"Xa* =X"y ¢ (QR)"(QR)a* = (QR)'y (1)
< R'(QTQ)Ra*=R'QTy )
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Minimos quadrados ~ Aproximagao polinomial

Aproximacdo polinomial: forma matricial revisitada
Vimos anteriormente que o sistema de equagdes normais pode ser
escrito na seguinte forma matricial:

X"Xa* =Xy
Portanto, para determinar a* basta resolver o sistema linear acima.
Partindo desse objetivo, vamos utilizar a Decomposi¢cio QR da matriz X,
isto é:
X=QR,

onde Q é uma matriz ortogonal de ordem m x m e R é uma matriz
triangular superior de ordem m x n. Logo,

X"Xa* =X"y ¢ (QR)"(QR)a* = (QR)'y (1)
& RT(Q'QRa*=R'Q'y )
& Ra*=Q'y 3)
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MATLAB code revisited
function a = mmg_gr (x,y, k)
n = length(x);
X = vander (x);
X = X(:,n-k:n);
[Q R] = gr(X);
a = (R\(Q'*y'))';

«O> 4Fr «=r «=» = Q>



Minimos quadrados Restrigoes

Impondo Restri¢des

No Exemplo 19, pelo método dos minimos quadrados, obtemos a

parébola

8§ 1
PZ(x):_g+g+2x2.
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

No Exemplo 19, pelo método dos minimos quadrados, obtemos a
parébola

8§ 1
PZ(x):_g+g+2x2.

Agora queremos obter uma fungdo P> (x) mais préxima de f(x) no
sentido dos minimos quadrados dentre os polindmios de P, que
satisfazem uma restri¢do P»(2) = 7. Para isso, precisamos do seguinte
teorema.
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

No Exemplo 19, pelo método dos minimos quadrados, obtemos a
parébola

8§ 1
PZ(x):_g+g+2x2.

Agora queremos obter uma fungdo P> (x) mais préxima de f(x) no
sentido dos minimos quadrados dentre os polindmios de P, que
satisfazem uma restri¢do P»(2) = 7. Para isso, precisamos do seguinte
teorema.

Teorema

F* é a melhor aproximagio de f dentre as combinagdes lineares
XoPo + a1y + - - - + au Py se somente se G* é a melhor aproximagdo de f +
dentre as combinagoes lineares aopo + a1 + - - - + ayPy + 1P.
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

Logo, queremos f (x) ~ a + ajx + a3x> = P»(x) sob restrigdo

wg 4207 +4ay = 7.
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Minimos quadrados Restrigoes

Impondo Restri¢des

Logo, queremos f (x) ~ a + ajx + a3x> = P»(x) sob restrigdo
wg 4207 +4ay = 7.

Eliminar coeficiente
* *
7 — oy — 207

7 — ot —2uF
y X “1x2

= Py(x) =ay +ajx+ 1

n; =
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

Logo, queremos f (x) ~ a + ajx + a3x> = P»(x) sob restrigdo
CKO +2[X1 +40€2 =7.
Eliminar coeficiente
« 7 —oay—20a]
LT
Isolar coeficientes
7 1 1
fx) ~ ZLx2 +a <1 — 4x2> +ay <x - 2x2>
~~ y
v $o ¢

7 — ot —2uk
0 1,2

= Py(x) =ay +ajx+ 1
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

Logo, queremos f (x) ~ a + ajx + a3x> = P»(x) sob restrigdo
CKO +20€1 +40€2 =7.
Eliminar coeficiente

« 7 —oay—20a]

=y
Isolar coeficientes
7 1 1

fx) ~ ZLx2 +a <1 — 4x2> +ay <x - 2x2>

~~

-y o 1

7 — ot —2uk
0 1,2

= Py(x) =ay +ajx+ 1

Transformar

7 1 1
flx) — sz ~ g (1 - 4x2) +aj (x - sz)
— —— —_————

G=f+y Po #1
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

Identificar a base
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

Identificar a base

$o(x) =1— %xz Pr(x) =x— %x2 dim(V) =2.

Resolver o sistema linear

e L] =Lah ] = = ok
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Minimos quadrados ~ Restrigoes

Impondo Restri¢des

Identificar a base

po(x) =1— %xz P1(x) =x— %xz dim(V) =2.

Resolver o sistema linear

e L] =Lah ] = = ok

Solucao

7 1 1
Py(x) = ;sz — 1.6316 <1 - 4x2> +0.2105 (x - 2x2>
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximacoes

Outras Aproximacoes

Vimos que o objetivo do método dos minimos quadrados é aproximar
uma funcdo dada f(x) por uma combinagdo linear:

F*(x) = agpo + aidr + - - - + ayn
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

Vimos que o objetivo do método dos minimos quadrados é aproximar
uma funcdo dada f(x) por uma combinagdo linear:

F*(x) = agpo + aidr + - - - + ayn

Mas como aproximar f(x) por uma func¢do ndo-linear?
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

Vimos que o objetivo do método dos minimos quadrados é aproximar
uma funcdo dada f(x) por uma combinagdo linear:

F'(x) = agpo + aigr + - - +
Mas como aproximar f(x) por uma func¢do ndo-linear? Simples, basta
linearizar o problema!
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

Vimos que o objetivo do método dos minimos quadrados é aproximar
uma funcdo dada f(x) por uma combinagdo linear:
F'(x) = agpo + aigr + - - +
Mas como aproximar f(x) por uma func¢do ndo-linear? Simples, basta
linearizar o problema!
Caso f(x) ~ ab":
In (f(x)) zl\rl(fc_zl 1 —|—1n(bl X

F(x) a $o o P

z . . * *
Ap0s resolver o sistema linear, temos a = e*0 e b = e™1.
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

Vimos que o objetivo do método dos minimos quadrados é aproximar
uma funcdo dada f(x) por uma combinagdo linear:

F'(x) = agpo + aigr + - - +
Mas como aproximar f(x) por uma func¢do ndo-linear? Simples, basta
linearizar o problema!

Caso f(x) ~ ab":
In (f(x)) zl\rl(fc_zl 1 —|—1n(bl X

F(x) a $o o P

z . . * *
Ap0s resolver o sistema linear, temos a = e*0 e b = e™1.

Caso f(x) ~ ax":
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Outras Aproximagdes

«4Or «Fr AEr «E)» Q>



Caso f(x) ~

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

1
—~_a 1 + b _x
f ( x) T N N
~— % $ 6 P
F(x)
O método dos minimos quadrados SME0300 64/1



Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

Caso f(x) ~

a+bx:
LN
f(x) NN NN
"~ ay o ay P
F(x)
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Caso f(x) ~

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

1.
a+bx*
LENN 1 +.b
f(x)N\a/v N
N~ ag $o oy $1
F(x)
va+ bx:
ZN
i(\xf)_]/fv a 1 + b «x
F(x) & o a M
Q
~ a 1 + b X
NN NN
F(x) a5 $o ar P

O método dos minimos quadrados SME0300 64/1



Minimos quadrados

Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes
Seja y = f(x) uma fungdo dada pela tabela abaixo:

x|01 2 3
y|1 1 17 25

Aproxime f(x), no sentido de minimos quadrados, por uma fungido
racional do tipo:

a-+x?
f(x)N b-l-x .

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Minimos quadrados

Outras Aproximacoes

Outras Aproximacoes
Seja y = f(x) uma fun¢do dada pela tabela abaixo:
x|0 1

2 3
y|1 1 17 25
Aproxime f(x), no sentido de minimos quadrados, por uma fungido
racional do tipo:
a+x?
f(x) ~ b+x
Solugao:
a
(o~ § 1+
—~— b ~~
F(x)
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximacoes

Outras Aproximacoes

Solugio (continuagio): Assim, ¢ = (1,1,1,1)7, ¢, = (0,0,0.6,1.5) " e
y=(1,1,1.7,25)". Logo,

we o )(3]-103]- (2% 221(5)- (3]

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC} O método dos minimos quadrados SME0300 66 /1



Minimos quadrados ~ Outras Aproximacoes

Outras Aproximacoes

Solugio (continuagio): Assim, ¢ = (1,1,1,1)7, ¢, = (0,0,0.6,1.5) " e
y=(1,1,1.7,25)". Logo,

we o )(3]-100]- (4% 221(5)- (3]

Cuja solugdo é a = 1.0224 e o] = 1.0050.
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Minimos quadrados ~ Outras Aproximagdes

Outras Aproximacoes

Solugio (continuagio): Assim, ¢ = (1,1,1,1)7, ¢, = (0,0,0.6,1.5) " e
y=(1,1,1.7,25)". Logo,

e o L] =L0 )= L 2w ] 1]

Cuja solugdo é a = 1.0224 e o] = 1.0050.

Portanto,
1 *
b= i 0.9950 a=uwyb=0.0173.
1

. 0.0173 + 22

F) 59050 7 x -
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Minimos quadrados ponderados  Produto escalar com pesos

Produto escalar com pesos

Dados dois vetores u = (ug, 1, ..., u,) " ev = (vy,01,...,0,)" de
V = R"*. O produto interno usual para V é dado por:

n
(w,v) =Y wuv, Vuve R+
i=0
Sejaw = (wg, w1, ..., wy) ,comw; >0, Vi=0,...,n.
Sera que a aplicacdo

n
(u,v), =Y wiu;
i=0

define um produto interno em R"*1?
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Minimos quadrados ponderados  Produto escalar com pesos

Produto escalar com pesos

Vejamos:

m bilinearidade?

(u,av+ Bz),, = Zwiui(ucvi + Bzi) = szwiuivi + Bwiu;z;
= « Zwiuivi + ,BZwiuizi =a(u,v), + p(u,z),
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Minimos quadrados ponderados  Produto escalar com pesos

Produto escalar com pesos

Vejamos:

m bilinearidade?

(u,av+ Bz),, = Zwiui(ucvi + Bzi) = szwiuivi + Bwiu;z;
= « Zwiuivi + ,BZwiuizi =a(u,v), + p(u,z),

B simetria?

(u,v), =Y wiuw; =) wou; = (v,u),
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Minimos quadrados ponderados  Produto escalar com pesos

Produto escalar com pesos

Vejamos:

m bilinearidade?

(u,av+ Bz),, = Zwiui(ucvi + Bzi) = Zawiuivi + Bwiu;z;
= « Zwiuivi + ,BZwiuizi =a(u,v), + p(u,z),

m simetria?
(u,v), = Zwi”ivi = Zwiviui = (v,u),,
m positividade?
(wu), = Zwiuiz >0, jaquew; >0 e uf >0

(wu), =0 & Zwiufzo & u;=0,Vi & u=0
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Minimos quadrados ponderados

Desta forma, podemos adotar o produto

n

(u,v)w = Zwiuivi

i=0

como produto escalar em R"*1.
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Minimos quadrados ponderados

Desta forma, podemos adotar o produto

n

(u,v)w =Y wiuv;

i=0
como produto escalar em R"*1.

Utilizando o produto interno acima, podemos calcular a aproximagao
por minimos quadrados de uma fungéo discreta:

(XQ, ]/O)/ (xl/yl)/ R4 (xi’l/ yn)/ com yl :f(xi)/ vz

por uma fun¢do em um espaco de dimensdom +1 < n + 1.
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Minimos quadrados ponderados

Desta forma, podemos adotar o produto

n

(u,v)w =Y wiuv;

i=0
como produto escalar em R"*1.

Utilizando o produto interno acima, podemos calcular a aproximagao
por minimos quadrados de uma fungéo discreta:

(x0/ ]/0)/ (xl/yl)/ crcy (xi’l/ yn)/ com yi :f(xi)/ vz
por uma fun¢do em um espaco de dimensdom +1 < n + 1.

O procedimento é o mesmo que o anterior, trocando-se (-, -) por (-, -)w.
Assim, desejamos obter a funcdo F* = ajpo +aj@r + - -+ ayx" ¢
que melhor aproxima f sob a distancia:

dist(F, F* o = [If — F*lw = \/ (f = F*.f — F*)uw
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Minimos quadrados ponderados

De maneira anéloga, seja V um subespago vetorial de C[a, b], de
dimensao finita.

Seja ainda w(x) uma fungdo continua, com w(x) > 0, Vx € [a, D).
Desta forma

b
(.8)0 = | w@f(x)g(x) dx

define um produto escalar em V.
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Aproximagdo polinomial: caso discreto

T

Dados os pesos w = (wp, w1, ...,Wwy,) e uma funcdo f(x) amostrada:

(x0,y0), (x1, 1), -+, (Xu,yu), com y; =f(x;), Vi

Desejamos calcular a seguinte aproximagdo no sentido de minimos
quadrados ponderados:

flx) = ag+ajx+---+a,x" =Py(x), comm < n
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Para isso precisamos resolver o sistema linear abaixo:

(wo, o)y, (uo,u1),, -+ (U0, W)y g (U0, y)w
(uiwo)y  (uur)y, oo (up )y || a7 || (uy)y
(U, o)y, (W u1)yy o (W, W)y, oy, (W, ¥) oy
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Para isso precisamos resolver o sistema linear abaixo:

(wo, o)y, (uo,u1),, -+ (U0, W)y g (U0, y)w
(uiwo)y  (uur)y, oo (up )y || a7 || (uy)y
(U, o)y, (W u1)yy o (W, W)y, oy, (W, ¥) oy

Note que o sistema acima pode ser escrito da seguinte maneira:
Ma* = X' Wy

onde
M=X'"WX e W = diag(wo,wy,...,w,)
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Minimos quadrados ponderados  Aproximacdes ponderadas

Aproximacdo polinomial: forma matricial

Para isso precisamos resolver o sistema linear abaixo:

(wo,uo)yy (wo,ur)y, - (W0, Um)y, &g (W0, ¥)w
(wi,u)y,  (upur)y, - (U, af || (unLy)y
(Wn,ug)y, (Wuyur)y, - (W, up)y, a, (W, Y)

Note que o sistema acima pode ser escrito da seguinte maneira:
Ma* = X' Wy

onde
M=X'"WX e W = diag(wo,wy,...,w,)

Portanto, a solugdo do sistema é dada por:
wt =M IXTWy
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Minimos quadrados ponderados  Aproximagdes ponderadas

Aproximacgado polinomial

Considere a fung¢do discreta do exemplo anterior. Vamos definir os
seguintes pesos w = (wo, w1, wp, w3) = (0.2,1,1,0.2). Desta forma
podemos calcular os produtos escalares

(u, v)w = 0.2u101 + upvp + uzv3 + 0.2 1404

resultando no sistema

24 12 2 ap 0.4
12 2 24 af | = | 28
2 24 44 oy 5.6
cuja solugao é ay = —1.4286, a7 = —0.1429 e a; = 2. Portanto,

Py(x) = —1.4286 — 0.1429x + 2x° .
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MATLAB code

function a = mmgp(x,y,w, k)
$Weighted-least squares

length (x);

diag(w);

= vander (x) ;

= X(:,n-k:n);

= ((X"#WAX) \ (X"*Wxy ")) "5

O X X =3

«O> 4Fr «=r «=»
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Aproximagdo trigonométrica  Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dada uma fungéo f € C([—, 7t]) desejamos aproximar f(x) no sentido
de minimos quadrados por um polindmio trigonométrico S, (x) € Ty
na forma:

+ Y (ax cos(kx) + by sen(kx)) = S, (x)

~ %
2 &
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Aproximagdo trigonométrica  Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dada uma fungéo f € C([—, 7t]) desejamos aproximar f(x) no sentido
de minimos quadrados por um polindmio trigonométrico S, (x) € Ty
na forma:

Z ar cos(kx) + by sen(kx)) = S, (x)

Para isso, vamos calcular a projegdo ortogonal de f(x) no subspago das

fungdes trigonométricas 7, cuja uma base é dada por:

B = {;,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), ..., cos(nx), sen(nx)}
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Aproximagdo trigonométrica  Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dada uma fungéo f € C([—, 7t]) desejamos aproximar f(x) no sentido
de minimos quadrados por um polindmio trigonométrico S, (x) € Ty
na forma:

Z ar cos(kx) + by sen(kx)) = S, (x)

Para isso, vamos calcular a projegdo ortogonal de f(x) no subspago das

fungdes trigonométricas 7, cuja uma base é dada por:

B = {;,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), ..., cos(nx), sen(nx)}

O limite de S, (x), quando n — oo, é chamado de série de Fourier de f(x).

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados SME0300 75/1



Aproximagdo trigonométrica  Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dessa forma para obter S, (x) que minimiza Q = ||f (x) — S, (x)||?,
basta determinar os coeficientes ag, a4, by, . . . ,a,, by, resolvendo o

sistema linear:

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados SME0300 76 /1



Aproximagdo trigonométrica  Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dessa forma para obter S, (x) que minimiza Q = ||f (x) — S, (x)||?,
basta determinar os coeficientes ag, a4, by, . . . ,a,, by, resolvendo o
sistema linear:

<%,%> < ,cos(x <%,sen(nx)> ao <%/ >
<cos(x),%> (cos(x), cos(x)) -+ (cos(x),sen(nx)) ay <COS(X),f>
<sen(x),%> (sen(x),cos(x)) -+ (sen(x),sen(nx)) by |= <sen(x),f)
<sen(;tx),%> <sen(nxj,cos(x)> (sen(x),.sen(nx)) b.n <Sen(;flx)’f>

onde

~ [ fwgas
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Por outro lado, usando o fato que:
cos(a £b) = cos(a) cos(b) F sen(a) sen(b)
sen(a +b) = sen(a) cos(b) & sen(b) cos(a)

obtemos as seguintes identidades trigonométricas:

sen(a) sen(b) = E (cos(a —b) — cos(a+1D))

2
cos(a) cos(b) = % (cos(a —b) 4 cos(a+ 1))
sen(a) cos(b) = % (sen(a—b)+ sen(a+1b))
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Utilizando essas identidades segue que:
(sen(px),cos(gx)) = / sen(px) cos(gx)dx =0, Vp,q € N

(sen(px), sen(gx)) / sen(px) sen(gx)dx = {2 pizyéjéo

(cos(px), cos(gx)) / s(px) cos(gx)dx = {70r piﬂo
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Utilizando essas identidades segue que:
(sen(px),cos(gx)) = / sen(px) cos(gx)dx =0, Vp,q € N

(sen(px), sen(gx)) / sen(px) sen(gx)dx = {2 piﬁéo

(cos(px), cos(gx)) / s(px) cos(gx)dx = {7Or piﬂo

Logo, B = {1, cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), ..., cos(nx), sen(nx)} é
ortogonal em [—7t, 7T].
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dessa maneira podemos reescrever o sistema de equagdes normais da
seguinte forma:
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dessa maneira podemos reescrever o sistema de equagdes normais da
seguinte forma:

7 0 - 0] g (2.f)
0 n i ]a | | teos(op)
o ) : f

0 --- 0 7 by (sen(nx),f)
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Dessa maneira podemos reescrever o sistema de equagdes normais da

seguinte forma:

S N3

QO e

Portanto,

ap
3

by

01 [ a0 (3.f)
T . “o| (cos(x),f)
0 : :
0 =n by (sen(nx),f)

1 T
= Eﬁnf(x)dx
- ;/if(x)cos(kx)dx, k=1,...,n

= 1/ f(x)sen(kx)dx, k=1,...,n
TJ—m
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Consideracdes

Se a funcdo dada f(x) é par, como sen(kx) é uma fungdo impar,
entdo:
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Consideracdes

Se a funcdo dada f(x) é par, como sen(kx) é uma fungdo impar,
entdo:

Y ag cos(kx) = S, (x)

/n f(x)sen(kx)dx =0 = f(x) = azo_|_k
- )

n
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Consideracdes

Se a funcdo dada f(x) é par, como sen(kx) é uma fungdo impar,
entdo:

Y ag cos(kx) = S, (x)

/n f(x)sen(kx)dx =0 = f(x) = azo_|_k
- )

n

Se a fung¢do dada f(x) é impar, como cos(kx) é uma fungéo par,
entao:
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Consideracdes

Se a funcdo dada f(x) é par, como sen(kx) é uma fungdo impar,
entdo:

/Zf(x) sen(kx)dx =0 = f(x) ~ %0 + i ag cos(kx) = S, (x)

k=1

Se a fung¢do dada f(x) é impar, como cos(kx) é uma fungéo par,
entao:

/ f(x) cos(kx)dx =0 = f(x) Zbksenkx)—S()
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Vamos calcular uma aproximagao trigonométrica de ordem 7 para
f(x) = |x|, parax € [—7, 7.
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Vamos calcular uma aproximagao trigonométrica de ordem 7 para
f(x) = |x|, parax € [—7, 7.

Note que f(x) é uma fungdo par, logo:
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Vamos calcular uma aproximagao trigonométrica de ordem 7 para
f(x) = |x|, parax € [—7, 7.

Note que f(x) é uma fungdo par, logo:

flx) ~ Eo—i-kzlakcos kx) = Sp(x)
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Vamos calcular uma aproximagao trigonométrica de ordem 7 para
f(x) = |x|, parax € [—7, 7.

Note que f(x) é uma fungdo par, logo:

) ~2 4 Zakcos kx) = Sp(x)

2 k=1

Assim,

1 T 1 0 1 T 2 7T
O:—/ |x|dx:——/ de+—/ de:—/ xdx =71
T J—r T J—m 7T JO 7T JOo
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Vamos calcular uma aproximagao trigonométrica de ordem 7 para
f(x) = |x|, parax € [—7, 7.

Note que f(x) é uma fungdo par, logo:

flx) ~ —O—i—Zakcos (kx) = Sp(x)

2 k=1

Assim,

17 1 0 g 2 (7
ao:_/ |x|dx:—_/ xdx+—/ xdx:—/ xdx = 7T
T J—r T J—m 7T JO 7T JOo

T T
ag = %/_n |x| cos(kx)dx = %/0 x cos(kx)dx = kzin ((_1)k _ 1)
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Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Portanto,
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Caso continuo

Aproximagao trigonométrica: caso continuo

Portanto,
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Aproximagao trigonométrica: caso continuo

35 T T T T T T
3t 1
TN (=
\ p
L \J 4 4
25 R ,
\ /
\ .
§ b
2f \ P 1
\ 4
150 8
/
3 4
\ 4
s A g .
A y
\ g
A 4
A /)
05F A\ 4 1
H 1 H H H H
-4 3 = =i [ 1 2 3 4

PANE
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Aproximagdo trigonométrica  Caso discreto

Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Dada uma funcéo f(x) conhecida apenas nos 2N pontos distintos
Xy = —7m+ £m,comk =0,...,2N — 1. Desejamos aproximar f(x) por
Su(x) € Ty, comn < N, no sentido de minimos quadrados, isto é:
a n
flx) = EO + Y (agcos(kx) + b sen(kx)) = Sy(x),
k=1

tal que Q = min ||f(x) — Su(x)]%.
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Dada uma funcéo f(x) conhecida apenas nos 2N pontos distintos
Xy = —7m+ £m,comk =0,...,2N — 1. Desejamos aproximar f(x) por
Su(x) € Ty, comn < N, no sentido de minimos quadrados, isto é:

flx) = %O + i (ag cos(kx) + by sen(kx)) = Su(x),
k=1

tal que Q = min ||f(x) — Su(x)]%.

Para isso, vamos calcular a projegdo ortogonal de f(x) no subspago
gerado por:

B = {1,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x),...,cos(nx), sen(nx)} .
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Dada uma funcéo f(x) conhecida apenas nos 2N pontos distintos
Xy = —7m+ £m,comk =0,...,2N — 1. Desejamos aproximar f(x) por
Su(x) € Ty, comn < N, no sentido de minimos quadrados, isto é:

flx) = %O + i (ag cos(kx) + by sen(kx)) = Su(x),
k=1

tal que Q = min ||f(x) — Su(x)]%.

Para isso, vamos calcular a projegdo ortogonal de f(x) no subspago
gerado por:

B = {1,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x),...,cos(nx), sen(nx)} .
ON-1

Adotando o produto interno (f,g) = Y~ f(xx)g(xx)-
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Teorema
O conjunto B é ortogonal, isto é:

IN-1
(sen(px),cos(qx)) = Y sen(px) cos(qxx)dx =0, Vp,q € N
k=0
IN-1 0
(sen(px), sen(gx)) = kZ(:) sen(pxx) sen(gxy)dx = {N 24,
aN-1 0
(cos(px), cos(gx)) k;) cos(pxi) cos(gxy)dx = {N pqué()
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Teorema
O conjunto B é ortogonal, isto é:

IN-1
(sen(px),cos(qx)) = Y sen(px) cos(qxx)dx =0, Vp,q € N
k=0
IN-1 0
(sen(px), sen(gx)) kZ(:) sen(pxy) sen(gxy)dx = {N 24,
aN—1 0
(cos(px),cos(gx)) = kg‘) cos(pxy) cos(gxg)dx = {N pquéo

Demosntrag¢io: Livro Andlise Numérica, Burden e Faires (secdo 8.5).
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Pelo teorema anterior, o sistema de equa¢des normais é dado por:
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Pelo teorema anterior, o sistema de equa¢des normais é dado por:

70 01T ao (3.f)

0 N . ool (cos(x),f)
: 0 : :

o -.- 0 N bn <Sen(nx)/f>
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Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Pelo teorema anterior, o sistema de equa¢des normais é dado por:

N
2 0 0 g (3.f)
0 0N || a || (eos(us)
Lo 0 : :
0 --- 0 N by (sen(nx),f)
Portanto,
12NZ_:1
apg = 33 fx)
N k=0
12! ‘ ,
a]- = N Zf(Xk)COS(JXk), ]:1,...,7’1
k=0
1 2N-1

b = — Y f(u)sen(jxy), j=1,...,n
N =

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC? O método dos minimos quadrados SME0300 86/1



Aproximagao trigonométrica

Caso discreto

Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Seja f(x) uma fungédo discreta dada pela tabela abaixo:

x | —-m —2n/3 —mn/3
F(x) [10.7

0 mn/3 —2m/3
—-023 —6.81 —9.00 —6.81
quadrados, ou seja:

—-0.23
Gostariamos de aproximar f(x) por S;(x) no sentido dos minimos

fx) =~ N, cos(x) + by sen(x) = S1(x)
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Caso discreto

Aproximagdo trigonométrica: caso discreto

Sabendo que 2N = 6, logo os coeficientes de S (x) sdo:
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Aproximagdo trigonométrica: caso discreto

Sabendo que 2N = 6, logo os coeficientes de S (x) sdo:

ap€ =

1 5
- Y flxe) = —411
k=0
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Caso discreto

Aproximagdo trigonométrica: caso discreto
Sabendo que 2N = 6, logo os coeficientes de S (x) sdo:
apg =

1 5
- Y flxe) = —411
k=0

ai

> 3 () cos(x)
k=0

—8.77
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Caso discreto

Aproximagao trigonométrica: caso discreto

Sabendo que 2N = 6, logo os coeficientes de S (x) sdo:

1 5
ag = 5X:f(xk) = —4.11
k=0
1 5
a = 3 Y f(xx) cos(xi) = —8.77
k=0
by =

1 5
3 Y f(xe) sen(xi) ~ 0
k=0

Portanto,

f(x) =~ —2.06 — 8.77 cos(x)
Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?
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Aproximagdo trigonométrica: caso discreto

o i(x)
)
)
10F g
51 h 1
N
N
N
\
\ 7
\ ’,
or L TN . A 1
\ ’
N /
\ ’
\ ’,
. 4 .
5 . 5
. 6
N .
N [ ’
—10}- L Prd 4
= . . . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Aproximagao de f(x) por S1(x) = —2.06 — 8.77 cos(x).

= =) E E E DaAr
Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC} O método dos minimos quadrados SME0300 89/1



Minimos quadrados méveis  Aproximagoes dindmicas

Minimos quadrados méveis (MLS)

Vamos considerar f uma funcao discreta definida em 7 4- 1 pontos.
Seja V um espago vetorial gerado por {¢o, ..., ¢}, com m < n.
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Minimos quadrados méveis (MLS)

Vamos considerar f uma funcao discreta definida em 7 4- 1 pontos.
Seja V um espago vetorial gerado por {¢o, ..., ¢}, comm < n.

Novamente, queremos aproximar f por uma fun¢do F* € V através de
minimos quadrados ponderados.
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Minimos quadrados méveis (MLS)

Vamos considerar f uma funcao discreta definida em 7 4- 1 pontos.
Seja V um espago vetorial gerado por {¢o, ..., ¢}, comm < n.

Novamente, queremos aproximar f por uma fun¢do F* € V através de
minimos quadrados ponderados.

Para isso, vamos definir uma fungdo peso através da fun¢do gaussiana:

(x—c)?

wx)=e @ =19 ( x—c|) , com y(t)=e"

(o

onde c é o centro da gaussiana e o raio é controlado por ¢.
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Minimos quadrados méveis (MLS)

Vamos considerar f uma funcao discreta definida em 7 4- 1 pontos.
Seja V um espago vetorial gerado por {¢o, ..., ¢}, comm < n.

Novamente, queremos aproximar f por uma fun¢do F* € V através de
minimos quadrados ponderados.

Para isso, vamos definir uma fungdo peso através da fun¢do gaussiana:

_=g? xX—c P
w(x) =e 72 :¢(| , com P(t)=e"'
o
onde c é o centro da gaussiana e o raio é controlado por o.

Quando movemos o centro da gaussiana, privilegiamos os pontos
mais préximos a ¢, com vizinhanga controlada por .
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Aproximagoes dinamicas

Funcao peso

Prof. Afonso PaivaProf. Fabricio Simeoni (IC?

O método dos minimos quadrados

SME0300 91/1



Minimos quadrados méveis  Aproximagoes dindmicas

Minimos quadrados méveis (MLS)

Assim, temos que w(x) = (wp(x),...,wy(x))" com

wi(x):gb<|x_xi‘>.

(o
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Minimos quadrados méveis (MLS)

Assim, temos que w(x) = (wp(x),...,wy(x))" com

wi(x):gb<|x_xi‘>.

(o

Podemos definir o produto interno:

<u/ V>w(x) = Z wi(x)uivi
i=0
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Minimos quadrados méveis (MLS)

Assim, temos que w(x) = (wp(x),...,wy(x))" com

) =y (B2

(o

Podemos definir o produto interno:

(W, V) i) = Y wi(x)uv;
i=0

Logo, a melhor aproximagdo para f no sentido dos minimos
quadrados é a fungdo F* = aj¢o + - - - + &}, ¢, cujos coeficientes sdo
solugdo do sistema linear A(x)a*(x) = b(x),
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Minimos quadrados méveis (MLS)

Assim, temos que w(x) = (wp(x),...,wy(x))" com

) =y (B2

(o

Podemos definir o produto interno:

(W, V) i) = Y wi(x)uv;
i=0

Logo, a melhor aproximagdo para f no sentido dos minimos
quadrados é a fungdo F* = aj¢o + - - - + &}, ¢, cujos coeficientes sdo
solugdo do sistema linear A(x)a*(x) = b(x), onde:

<§001 ¢0>w(x) T <(P01 (Pm>w(x)
Ax) = : : eb(x) =

(@m, (P0>w(x) o {pm, €0m>w(x) {f, Gl’m)w(x)

<f, ¢0>w(x)
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Aproximacgado polinomial

No casoem que {9 =1,¢1 =%, ..., ¢, = x™}, podemos escrever o
sistema linear A(x)a*(x) = b(x) da seguinte forma:
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Aproximacgado polinomial
No casoem que {9 =1,¢1 =%, ..., ¢, = x™}, podemos escrever o
sistema linear A(x)a*(x) = b(x) da seguinte forma:

M(x)a*(x) = X' W(x)y

com

M(x) = X W(x)X e W(x) = diag(wo(x), w1 (x),...,w,(x))
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Minimos quadrados méveis  Aproximagoes dindmicas
Aproximacgado polinomial
No casoem que {9 =1,¢1 =%, ..., ¢, = x™}, podemos escrever o
sistema linear A(x)a*(x) = b(x) da seguinte forma:

M(x)a*(x) = X' W(x)y

com
M(x) = XTW(x)X e W(x) = diag(wo(x), w1(x),..., wa(x))
Portanto, a solugdo do sistema é dada por:

w*(x) = M(x) IXTW(x)y
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