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Introducdo
Objetivo: o que hd por tras do comando “\” do MATLAB?

Para responder essa pergunta, vamos estudar métodos numéricos para
solugdo de sistemas lineares:

Ax=Db.

Esses métodos sdo divididos em:
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Para responder essa pergunta, vamos estudar métodos numéricos para
solugdo de sistemas lineares:

Ax=Db.

Esses métodos sdo divididos em:

m Métodos Iterativos: fornece uma sequéncia (convergente) de
aproximacdes para o vetor solugdo x a partir de um chute
inicial x(©).
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Introducdo
Objetivo: o que hd por tras do comando “\” do MATLAB?

Para responder essa pergunta, vamos estudar métodos numéricos para
solugdo de sistemas lineares:

Ax=Db.

Esses métodos sdo divididos em:

m Métodos Iterativos: fornece uma sequéncia (convergente) de
aproximagdes para o vetor solugdo x a partir de um chute
inicial x(0).

m Métodos Diretos: sdo aqueles que forneceriam a solugdo “exata”
(a menos de erros de arredondamento) com um ntmero finito de
operagoes.
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Métodos Diretos  Introducao

Conceitos Bésicos de Sistemas Lineares

Podemos escrever Ax = b como
a;x] +axx, +asxs+---+ax, =Db,

onde a; é a j-ésima coluna de A.
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Conceitos Bésicos de Sistemas Lineares

Podemos escrever Ax = b como
ajx;+axo +azxs+---+ax, =Db,
onde a; é a j-ésima coluna de A.

Se A é nao-singular (det(A) # 0), entdo as colunas a; sdo L.1.
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Conceitos Bésicos de Sistemas Lineares

Podemos escrever Ax = b como
ajx; +axx; +agxz+---+aux, =b,
onde a; é a j-ésima coluna de A.
Se A é nao-singular (det(A) # 0), entdo as colunas a; sdo L.1.

Logo, o vetor b é escrito de forma tinica como combinagéo linear das
colunas de A!
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Métodos Diretos  Introducao

Conceitos Bésicos de Sistemas Lineares

Podemos escrever Ax = b como
ajx; +axx; +agxz+---+aux, =b,
onde a; é a j-ésima coluna de A.
Se A é ndo-singular (det(A) # 0), entdo as colunas a; sdo L.I.

Logo, o vetor b é escrito de forma tinica como combinagéo linear das
colunas de A!

Portanto, se A é ndo-singular, entdo o sistema Ax = b possui uma tinica
solucao.
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Métodos Diretos  Introducao

Conceitos Bésicos de Sistemas Lineares

Em geral, um sistema linear de ordem n possui uma tinica solugao se
uma das seguintes condi¢des (equivalentes) vale:

det(A) #0;

As colunas ou linhas de A sdo L.I;

Existe uma matriz inversa A~!, tal que AA"! = A"1A =1;

C(A) =R%

N(A) = {0}.
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Métodos Diretos  Introducao

Espaco Coluna e Espaco Nulo

Espaco Coluna
m C(A) = contém todas as combinagdes lineares das colunas de A;
m dim(C(A)) = posto de A;
m C(A") = espaco linha de A;
m dim(C(A")) = posto de A.
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Espaco Coluna e Espaco Nulo

Espaco Coluna
m C(A) = contém todas as combinagdes lineares das colunas de A;
m dim(C(A)) = posto de A;
m C(A") = espaco linha de A;
m dim(C(A")) = posto de A.

Espaco Nulo
m N(A) = contém todos os vetores z que satisfazem Az = 0;
mseAc M(nn) = dim(N(A)) = n— posto de A.
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Métodos Diretos  Introdugao

Espaco Coluna e Espaco Nulo

Beemploo
[

NA) ={a(1,-1)" | « € R}

C(A)={B(34)" | BeR}
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Métodos Diretos  Introdugao

Espaco Coluna e Espaco Nulo

Beemploo
[

NA) ={a(1,-1)" | « € R}

C(A)={B(34) | peR}
p = rank(A): postode A;
‘ N = null(A): base ortonormal de N(A);
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Métodos Diretos  Introducao

Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e
velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.
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Métodos Diretos  Introducao

Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que ndo usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

. det(Ai)

YT det(A) !

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:
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Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

(n+1) x det(ordem n)
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Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

(n+1) x n x det(ordem n — 1)
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Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

(n+1) xn xn—1x det(ordemn — 2)
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Métodos Diretos  Introducao

Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

(n+1)x---x2xdet(ordem1) x 1
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Métodos Diretos  Introducao

Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e
velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

[ 3 x (n+1)! flops (floating point operations) ]
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Métodos Diretos  Introducao

Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

. det(Ai)

YT det(A) !

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

[ 3 x (n+1)! flops (floating point operations) ]

m sen =20 = 1.53 x 10% flops;
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Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

_det(Ai) .
X, = m, i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

[ 3 x (n+1)! flops (floating point operations) ]

m sen =20 = 1.53 x 10% flops;
m Intel core i7 realiza 9 x 10° flops/segundo;
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Métodos Diretos  Introducao

Regra de Cramer

Dado um sistema linear de ordem 1, Ax = b, por que nado usar a boa e

velha Regra de Cramer para resolver :

i — det(Ai)
" det(A)’

i=1,...,n.

Usando a Expansdo de Laplace no célculo do det, precisamos de:

[ 3 x (n+1)! flops (floating point operations) ]

m sen =20 = 1.53 x 10% flops;
m Intel core i7 realiza 9 x 10° flops/segundo;
m tempo total: 1.7 x 10!% segundos ~ 539 anos.
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Matriz Triangular

Uma matriz L € M (n,n) é dita triangular inferior se £;; = 0,Vj > i.
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Uma matriz L € M (n,n) é dita triangular inferior se £;; = 0,Vj > i.

Uma matriz U € M(n,n) é dita triangular superior se u; = 0,Yi > j.




Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Matriz Triangular

Defini¢do (matriz triangular inferior)

Uma matriz L € M (n,n) é dita triangular inferior se £;; = 0,Vj > i.

Defini¢do (matriz triangular superior)

Uma matriz U € M(n,n) é dita triangular superior se u;; = 0,Yi > j.

.

tril(A): gera uma matriz triangular inferior de A;
triu(A) : gera uma matriz triangular superior de A;
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Matriz Triangular

Defini¢do (matriz triangular inferior)

Uma matriz L € M (n,n) é dita triangular inferior se £;; = 0,Vj > i.

Defini¢do (matriz triangular superior)

Uma matriz U € M(n,n) é dita triangular superior se u;; = 0,Yi > j.

.

Se A, B € M(n,n) sdo matrizes triangulares inferior e superior, respec-
tivamente. Qual a forma eficiente de calcular C = A - B?

tril(A): gera uma matriz triangular inferior de A;
triu(A) : gera uma matriz triangular superior de A;
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Matriz Triangular

Defini¢do (matriz triangular inferior)

Uma matriz L € M (n,n) é dita triangular inferior se £;; = 0,Vj > i.

Defini¢do (matriz triangular superior)

Uma matriz U € M(n,n) é dita triangular superior se u;; = 0,Yi > j.

.

Se A, B € M(n,n) sdo matrizes triangulares inferior e superior, respec-
tivamente. Qual a forma eficiente de calcular C = A - B?

tril(A): gera uma matriz triangular inferior de A;
triu(A) : gera uma matriz triangular superior de A;

m
Cij = E A bk] com m = mll’l{l,]}
k=1
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Resolugdo de Sistemas Triangulares

Sistema Triangular Inferior

Um sistema linear de ordem # é triangular inferior, se tiver a forma:

a1 X1 by

a1 ax X2 by

az a4z 433 x3 | =|0bs|,
| An1 An2 A3 - Opn | | Xn L bn |

coma;; #0,parai=1,...,n.

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:
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Métodos Diretos

Sistemas Triangulares

Resolugdo de Sistemas Triangulares

Sistema Triangular Inferior

Um sistema linear de ordem # é triangular inferior, se tiver a forma:

a1
an
as1

an1

coma;; #0,parai=1,...,n.

a2
asn

an2

ass

an3

ai’ll’l

X1
X2
X3

Xn

by

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:
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a1
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Métodos Diretos

Sistemas Triangulares

Resolugdo de Sistemas Triangulares

Sistema Triangular Inferior

Um sistema linear de ordem # é triangular inferior, se tiver a forma:

a1
an
as1

an1

coma;; #0,parai=1,...,n.

a2
asn

an2

ass

an3

ai’ll’l

X1
X2
X3

Xn

by

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:

anx1+apnx =by = x =

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Métodos Diretos

Sistemas Triangulares

Resolugdo de Sistemas Triangulares

Sistema Triangular Inferior

Um sistema linear de ordem # é triangular inferior, se tiver a forma:

a1
an
as1

an1

coma;; #0,parai=1,...,n.

a2
asn

an2

ass

an3

ai’ll’l

X1
X2
X3

Xn

by

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:

a31X1 +azxo +azx3 = by — x3 =

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

Sistemas Lineares
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Resolugdo de Sistemas Triangulares

Sistema Triangular Inferior

Um sistema linear de ordem # é triangular inferior, se tiver a forma:

a1 X1 by

a1 ax X2 by

az a4z 433 x3 | =|0bs|,
| An1 An2 A3 - Opn | | Xn L bn |

coma;; #0,parai=1,...,n.

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:

s
b; ijla,]x]

Ajj

iy = , 1=1,...,n
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

MATLAB - Algoritmo de Substitui¢cdes Progressivas

function x = sub_progressiva (L, Db)
L: matriz triangular inferior
b: termo independente

x: vetor solucao

o0 o oe

o}
|

= length(b);
zeros (n,1l);

X
I

for i=1:n
X(i) = (b(i) - L(i,1:i-1)#*x(1:i-1))/L(i,1);
end
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares
Resolugdo de Sistemas Triangulares
Sistema Triangular Superior

Um sistema linear de ordem # é triangular superior, se tiver a forma:

apn a4 413 v Ay X1 b
Ay 43 -+ Ay X2 by
ag - a3, x3 | = | b3

L Ann | L Xn | L by ]

coma; #0,parai=1,...,n.

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares
Resolugdo de Sistemas Triangulares
Sistema Triangular Superior

Um sistema linear de ordem # é triangular superior, se tiver a forma:

apn a4 413 v Ay X1 b
Ay 43 -+ Ay X2 by
ag - a3, x3 | = | b3

L Ann | L Xn | L by ]

coma; #0,parai=1,...,n.

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:

n
annxn:bn — Xy = —

ann
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares
Resolugdo de Sistemas Triangulares
Sistema Triangular Superior

Um sistema linear de ordem # é triangular superior, se tiver a forma:

apn a4 413 v Ay X1 b
Ay 43 -+ Ay X2 by
ag - a3, x3 | = | b3

L Ann | L Xn | L by ]

coma; #0,parai=1,...,n.

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:

bn—l —An—1nXn

Ap—1,n—1Xn—-1 + Ap—1nXn = bn—l = Xp-1 =
Ap—1,n-1
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Resolugdo de Sistemas Triangulares

Sistema Triangular Superior

Um sistema linear de ordem # é triangular superior, se tiver a forma:

a1 d12 413 - Ap
dpp a3 - A2p
azz -+ ds3p

L ann -

coma; #0,parai=1,...,n.

X1
X2
X3

Xn

by
by
b3

by

A solugdo pode ser obtida via substitui¢des diretas, isto é:

n
bi — i1 4ij X
X = ,
aji

i=mn,..

1
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

MATLAB — Algoritmo de Substitui¢cdes Regressivas

function x = sub_regressiva (U,y)
U: matriz triangular superior
y: termo independente

x: vetor solucao

o0 o oe

o}
|

= length(y);
zeros (n,1l);

X
I

for i=n:-1:1
x(i) = (y(i) — U(i,i+1:n)*x(i+1l:n))/U(i,i);
end
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Complexidade dos Algoritmos de Substituicdo

I o o
bi—Yii4%
xi=—— "', i=1,...,n
ajj
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Complexidade dos Algoritmos de Substituicdo

I o o
bi—Yii4%
xi=—— "', i=1,...,n
ajj

Quantidade de flops:

#+ | #— | #x | #s
i-2] 1 ]i-1]1
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Complexidade dos Algoritmos de Substituicdo

I o o
bi—Yii4%
xi=—— "', i=1,...,n
ajj

Quantidade de flops:

#+ | #— | #x | #s
i-2] 1 ]i-1]1

n

Y (i—2)+2x f1+i(i—1)
i=1 i=1

i=1
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Complexidade dos Algoritmos de Substituicdo

I o o
bi—Yii4%
xi=—— "', i=1,...,n
ajj

Quantidade de flops:

#+ | #— | #x | #s
i-2] 1 ]i-1]1

n

, & . n(n —3) n
—2) 42 ) = T2 mrn— )
i;(z )+2 X% ;1%—;0 1) = 5 +2n+ 5
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Complexidade dos Algoritmos de Substituicdo

I o o
bi—Yii4%
xi=—— "', i=1,...,n
ajj

Quantidade de flops:

#+ | #— | #x | #s
i-2] 1 ]i-1]1

n

n n _ —
Y (i-2)+2x Y 1+) (i-1) = M+2n+M = n? flops
i1 et = PA. 2 2
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Aplicando os Algoritmos de Substituigado

R

Como resolver Ax =b comb = [2,1,4]7?

Sabendo que:

—_ O O
o

1
AN =N
W Q1 =
1

> N WO
&N =
I

I
1
W N =
HLN = O

L © W o
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Aplicando os Algoritmos de Substituigado
Sabendo que:

—_ O O
oo N

1
AN =N
W Q1 =
1

> N WO
&N =
I

I
1
W N =
HLN = O

L © W o

Como resolver Ax =b comb = [2,1,4]7?

Solu¢do:
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Aplicando os Algoritmos de Substituigado
Sabendo que:

—_ O O
SO

1
N =N
W Q1 =
1

> N WO
&N =
| I

I
1
W N =
HLN = O

L © W o

Como resolver Ax =b comb = [2,1,4]7?

Solu¢do:

Ax=b & (L-Ux=b< L-(Ux)=Db

Resolva Ly = b com substitui¢des progressivas;

Resolva Ux = y com substituigdes regressivas.
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Meétodos Diretos  Sistemas Triangulares

Aplicando os Algoritmos de Substituigado
Sabendo que:

—_ O O
SO

1
N =N
W Q1 =
1

> N WO
&N =
I

I
1
W N =
HLN = O

L © W o

Como resolver Ax =b comb = [2,1,4]7?

Solu¢do:

Ax=b & (L-Ux=b< L-(Ux)=Db

Resolva Ly = b com substitui¢des progressivas;

Resolva Ux = y com substituigdes regressivas.

Como fatorar A =L -U?
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposicao LU

Método de Doolittle

Objetivo: Dada A € M (n,n). Queremos L, U € M(n,n), tal que

[ A=L-U, com ]
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Método de Doolittle

Objetivo: Dada A € M (n,n). Queremos L, U € M(n,n), tal que

[ A=L-U, com ]

1 Uil U1p U1z v Upy

by 1 Upp Uz - Uy

L=| "t f3 1 U= Uz - Uzy
L £n1 €n2 €n3 e 1 | L Unn |
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a1
a1
as1

a12
a
asp

13
a3
ass

a1n
2n
a3n

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

Métodos Diretos

In
l31

Enl

1
532 1
€n2 £n3

Sistemas Lineares

Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Esquema Pratico

Uil Uip U1z v Uiy

Upp Uz -+ Uy

Uzz -+ U3y
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposic¢ao LU

Esquema Pratico

Cilculo da 1% linha de U:

an A 413 e Al 1 Uy Uy diz - Uiy
a1 dpp dp3z -+ dyp 521 1 Upp Upz -+ Uy
aszy dsp AdAzz -+ A3y — 531 f32 1 Uz - Uz
Anl An2 A3 - Aun £n1 fnz Zn:; S| Unn
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Cilculo da 1% linha de U:

an
an
asy

an1

112
a

asn

an2

a3
a3
as3

an3

A1n
2n
a3n

gl!ll
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Métodos Diretos

Célculo da 1” coluna de L:

a
a1
as1

an
ax
asp

an2

a13
a3
a33

an3

A1n
2n
a3n

Ann
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposi¢ao LU

Esquema Pratico

Célculo da 1” coluna de L:

app A M3 - A1 1 Uil i Uiz - Uiy
A1 Gy A3 - ay by 1 Upp U - Uy
az axp a3 - az, | = | €y f3 1 uzz v+ Uz
Anl An2 Ap3 - Qun by b bz -+ 1 Unn
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposic¢ao LU

Esquema Pratico

Cilculo da 2% linha de U:

aip a2 413 o A 1 U1 Ui Uiz - Uip
a1 Ay A3 -+ Ay l 1 Uy Uz - Uy
aszy dzp dzz -+ A4z = €31 532 1 Usy - Uz,
Anl An2 A3 - Aun [ S v S | Unn
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Cilculo da 2% linha de U:

a
an
asy

an1

a2
a
asp

an2

a3
a3
a33

an3

A1n
a2n
a3n

gl!ll

Decomposi¢ao LU

Esquema Pratico

Ui Uiz U1z - Uiy

1 Up Upz o Uy
lyp 1 Uzz -+ Uz
€n2 Zn3 e 1 Unn

uzj:ﬂzj—gzlulj, j:2,...,n.
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Métodos Diretos

Célculo da 2“ coluna de L:

a1
a1
asi

anl

a2
a
asp

I1n
a2n
a3n

allll
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposic¢ao LU

Esquema Pratico

Célculo da 2“ coluna de L:

an A @3 - A 1 Uy Ui U1z - Ul
ary dyp azz -+ My 821 1 Upp Upz -+ Uy
az; asp asy o azy | = | b 3 1 Uss - Usy
Ayl An2 Au3 -+ Apn by b bz --- 1 Unn
0, = 2~ Caup . 3
2 = , =0, N
Uz
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposi¢ao LU

Esquema Pratico

Calculo da 2 coluna de L:

m1 412 a3 - A 1 Uyl Ui U3 Uiy
ay1 axp a3 - Ay ly 1 Up Uz - Uy
a3 ax azm o azy | = |l fp 1 Uzz v Uz
apl An2 Ap3 - Aun I b by -0 1 Unn
ap — Ly .
bp=-"2—2""22 i=3,...,n
Uz

assim por diante... mas e o termo geral?
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. MéedsDimts DeomposigolU
Decomposi¢ao LU

Termo Geral

(1) Célculo de ujjcomj>i = a; = 2;;:1 iy iy



Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposi¢ao LU

Termo Geral

1) Célculo de uij COl’nj > i = a,-]- = Z;;Zl Eik le]' = Z;(;ll Eik lej + Eii Mi]‘
1
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Termo Geral

(1) Célculo de Ujj comj>i = ajj = Z;'(zl Ly Ugj = Z;(;ll L Ugj + L Ujj
1

i—1
Wij = ajj — kE Uik g
=1
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Termo Geral

(1) Célculo de Ujj comj>i = ajj = Z;'(zl Ly Ugj = Z;(;ll Ly Ugj + lii Ujj
1

i—1
Wij = ajj — kE Uik g
=1

(2) Célculo de /;j comi >j = a; = Z;{:l iy g
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Termo Geral

(1) Célculo de Ujj comj>i = ajj = Z;'(zl Ly Ugj = Z;(;ll L Ugj + L Ujj
1

i—1
Wij = ajj — kE Uik g
=1

(2) Calculo de Ei]‘ comi > ] = ajj = 25{21 Ly Ugj = Z;C_:ll Cix U + fi]‘ Ujj
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Termo Geral

(1) Célculo de Ujj comj>i = ajj = Z;'(Zl Ly Ugj = Z;(;ll L Ugj + L Ujj
1

i—1
Wjj = ajj — kz Cig g
=1

(2) Calculo de Ei]‘ comi > ] = ajj = 25{21 Ly Ugj = Z;(_:ll Cix U + Ki]‘ Ujj

i1
@i — Yo_q Lix iy

Ujj

eij =
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

MATLAB — Decomposi¢dao LU

function [L,U] = lu.decomp (A)
A: matriz quadrada
L, U: matrizes triang. inf. e sup., respectivamente

o° o

n = size(A,1);
L = eye(n); U = zeros(n);
for k=1:n
for j=k:n
U(k,3) = A(k,Jj) - L(k,1:k=-1) = U(l:k-1,73);
end
for i=k+1:n
L(i,k) = (A(i,k) — L(i,1:k-1)xU(1l:k-1,k))/U(k,k);
end
end

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares SME0305
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Existéncia e Unicidade

Definicdo (menores principais)

Seja A € M(n,n). Os menores principais de A sdo as sub-matrizes da forma:

ain a2 - Mg
ay1 dyp - Ay

Ak: . . i . ’ k:l,...,n.
A A2 - Ak

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares SME0305 19/51



Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposi¢ao LU

Existéncia e Unicidade

Defini¢do (menores principais)

Seja A € M(n,n). Os menores principais de A sdo as sub-matrizes da forma:

ain a2 - Mg
ay1 dyp - Ay

Ak: . . i . ’ kzl,...,ﬂ.
A A2 - Ak

Teorema

Sejam A € M(n,n) e Ay seu menor principal de ordem k. Se det(Ayx) # O,
para k = 1,...,n — 1 entdo existem uma tinica L e uma tinica U, tal que
A=L-U.
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. MéedsDimts DeomposigolU
Decomposi¢ao LU

Caélculo do Determinante

SeA=L-U



. MéedsDimts DeomposigolU
Decomposi¢ao LU

Caélculo do Determinante

SeA=L-U = det(A) =det(L-U)



Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposicao LU

Célculo do Determinante

SeA=L-U = det(A) =det(L-U) = det(L) det(U).
1

Portanto,
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Métodos Diretos ~ Decomposicao LU

Decomposicao LU

Célculo do Determinante

SeA=L-U = det(A) =det(L-U) = det(L) det(U).
1

Portanto,

n
det(A) — Huii
=il
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao LU

Decomposic¢ao LU

Reescreva a fun¢do lu_decomp em MATLAB, usando apenas um loop
com for.

Exercico2
1
1

=7

A matriz A possui decomposigdo LU?

CalculeA =L-U;

Calcule det(A) via LU;

Resolva Ax = b, comb = [3,5,—1] .

2 0
Seja A = 31
01
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Métodos Diretos Matriz Simétrica Positiva Definida

Matriz Simétrica Positiva Definida (SPD)

Definicdo (matriz simétrica positiva definida)

Uma matriz simétrica A € M(n,n) (A = A') é dita simétrica positiva
definida (SPD), se v - Av > 0, para todo vetor ndo-nulo v € R".
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Métodos Diretos Matriz Simétrica Positiva Definida

Matriz Simétrica Positiva Definida (SPD)

Definicdo (matriz simétrica positiva definida)

Uma matriz simétrica A € M(n,n) (A = A') é dita simétrica positiva
definida (SPD), se v - Av > 0, para todo vetor ndo-nulo v € R".
Proposicao

Cada um dos testes abaixo é uma condigio necessdria e suficiente para verificar
se uma matriz simétrica A € M (n,n) é SPD:

det(Ay) >0, k=1,...,n;

todos os autovalores de A sdo positivos.
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Métodos Diretos ~ Matriz Simétrica Positiva Definida

Matriz Simétrica Positiva Definida (SPD)

Definicdo (matriz simétrica positiva definida)

Uma matriz simétrica A € M(n,n) (A = A') é dita simétrica positiva
definida (SPD), se v - Av > 0, para todo vetor ndo-nulo v € R".
Proposigao

Cada um dos testes abaixo é uma condigio necessdria e suficiente para verificar
se uma matriz simétrica A € M(n,n) é SPD:

det(Ay) >0, k=1,...,n;

todos os autovalores de A sdo positivos.

320
AmatrizA=| 2 5 1 | éSPD.
01 3

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares SME0305 22 /51



Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Objetivo: Dada A € M(n,n) SPD. Queremos H € M (n,n), tal que

[ A=H~HT, com ]
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Métodos Diretos

Decomposi¢ao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Objetivo: Dada A € M(n,n) SPD. Queremos H € M (n,n), tal que

[ A=H-HT, com ]

hy1  hoo
H=| hs1 ha h33

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

Sistemas Lineares

e h;>0,i=1,..

N,
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~ MeodsDieis DecomposigiodeCholesky
Decomposigdo de Cholesky

Termo Geral

(1) Diagonal: h;; = a;; = Zf;zl hi(hig) ™



Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Termo Geral

(¥)) Diagonal: hii = ajj = Z;'{Zl hik (hki)T = Z;;:l hle = Z;(_:ll I’llzk + hi
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Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Termo Geral

(¥)) Diagonal: hii = ajj = Z;'{Zl hik (hki)T = 22:1 hlzk = Z;(_:ll hlzk + h121

o)
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Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Termo Geral

(1) Diagonal: hii = aj; = Z;;Zl hik (hki)T = 22:1 hlzk = Z;(_:ll hlzk + hi

-1\
hij = (ﬂii = h?k)
k=1

(2) Fora da diag.: Iy com i > j = a; = Y _, hy
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Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Termo Geral

(¥)) Diagonal: hii = ajj = Z;;Zl hik (hki)T = 22:1 hlzk = Z;(_:ll hlzk + I’li

-1\
hij = (ﬂii = hi)
k=1

(2) Fora da diag.: Jj com i > j = ay = Y hihy = Lo ha by + i h
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Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

Decomposic¢do de Cholesky

Termo Geral

(¥)) Diagonal: hii = ajj = Z;;f:l hik (hki)T = 22:1 hlzk = Z;(_:ll hlzk + I’ll21

-1\
hij = (ﬂii = hi)
k=1

(2) Fora da diag.: Jj com i > j = ay = Y hihy = Lo ha by + i h

j—1
Ajj — Yoy hix hix

hij = h]--
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Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky

MATLAB - Decomposi¢do de Cholesky

function H = chol_decomp (A)

A

o
g
% H:

jasie]
|

for

end

H(n,

matriz SPD
triang. inferior, tal que A = HxH'

= size(A,1);
= tril (d);

k=1:n-1
H(k,k) = sqgrt(H(k,k));
H(k+l:n,k) = H(k+1l:n,k)/H(k,k);
for j=k+l:n
H(J:n,J) = H(J:n,J)-H(J:n, k) *H(J,k);
end

n) = sqrt(H(n,n));
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Decomposigdo de Cholesky

Seja A € M(n,n) SPD, entdo existe uma iinica matriz triangular inferior
He M(n,n), talque A=H -H'.




Métodos Diretos ~ Decomposicao de Cholesky
Decomposic¢do de Cholesky

Corolério
Seja A € M(n,n) SPD, entdo existe uma tinica matriz triangular inferior
He M(n,n), talqueA=H -H'.

Complexidade para fatorar uma matriz quadrada de ordem n:
3

2
m LU % flops
3
m Cholesky: 5 flops

m 50% mais eficiente que LU!
m economia de memdria, pois s6 armazena uma matriz!
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Meétodos Diretos ~ Decomposigao de Cholesky
Decomposic¢do de Cholesky

Corolario

Seja A € M(n,n) SPD, entdo existe uma tinica matriz triangular inferior
He M(n,n), talqueA=H -H'.

Complexidade para fatorar uma matriz quadrada de ordem n:
3

2
m LU % flops

3
m Cholesky: 5 flops

m 50% mais eficiente que LU!
m economia de memdria, pois s6 armazena uma matriz!

Reescreva a fungdo lu_decomp em MATLAB para que seja econdmica

em termos de memoria, isto é, que retorne apenas uma matriz ao invés
de duas (L e U).
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Sistemas Lineares Equivalentes

Dois sistemas lineares sdo ditos equivalentes se tiverem a mesma solugio.




Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Sistemas Lineares Equivalentes

Definicdo (sistemas lineares equivalentes)
Dois sistemas lineares sio ditos equivalentes se tiverem a mesma solugdo.
Operagoes Elementares

Denotando por L; a i-ésima linha (equagdo) de um sistema linear, temos
3 operagdes elementares:

Trocar duas linhas no sistema: L; <> Lj
Multiplicar uma linha por um escalar A # 0: L; < AL;

Somar a uma linha um multiplo de uma outra linha: L; <— L; + AL;
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Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Sistemas Lineares Equivalentes

Definicdo (sistemas lineares equivalentes)
Dois sistemas lineares sio ditos equivalentes se tiverem a mesma solugdo.
Operacoes Elementares

Denotando por L; a i-ésima linha (equagdo) de um sistema linear, temos
3 operagdes elementares:

Trocar duas linhas no sistema: L; <> Lj
Multiplicar uma linha por um escalar A # 0: L; < AL;

Somar a uma linha um multiplo de uma outra linha: L; <— L; + AL;

Teorema

Se um sistema linear é obtido a partir de um outro sistema através de uma
sequéncia finita de operagoes elementares, entdo eles sdo equivalentes.
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Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Operagdes Elementares na forma Matricial

(1) Trocar duas linhas no sistema: L; <> L;
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Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Operagdes Elementares na forma Matricial

(2) Multiplicar uma linha por um escalar A # 0: L; <— A;L;
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Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Operagdes Elementares na forma Matricial

(3) Somar a uma linha um multiplo de uma outra linha: L; < L; + A;L;
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Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Operagdes Elementares na forma Matricial

(3) Somar a uma linha um multiplo de uma outra linha: L; < L; + A;L;

[ M=I+ )\ijeie]-T ]

onde I é a matriz identidade.
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Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Operagdes Elementares na forma Matricial
Propriedades da operacado elementar do tipo (3):
m Preserva determinante

L; L

. ] - ~
SejamA=| . | eA= , entdo
L; L+ /\Lj
L L L;
det(A) = det e = det e + Adet - = det(A)
Li+ AL L L

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares SME0305 31/51



Meétodos Diretos  Sistemas Lineares Equivalentes

Operagdes Elementares na forma Matricial

Propriedades da operacado elementar do tipo (3):

m Cialculo da inversa

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares

SME0305
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Dado um sistema linear Ax = b de ordem 7, onde A possui todos os
menores principais ndo-singulares, isto é, det(Ay) #0,k=1,...,n.
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Dado um sistema linear Ax = b de ordem 7, onde A possui todos os
menores principais ndo-singulares, isto é, det(Ay) #0,k=1,...,n.

Objetivo: obter um sistema linear triangular superior equivalente a
Ax = b usando operagdes elementares que preservam determinante,
ou seja, operagdes do tipo 3 (escalonamento). Depois, basta usar o algo-
ritmo de substitui¢des regressivas no sistema escalonado.
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Dado um sistema linear Ax = b de ordem 7, onde A possui todos os
menores principais ndo-singulares, isto é, det(Ay) #0,k=1,...,n.

Objetivo: obter um sistema linear triangular superior equivalente a
Ax = b usando operagdes elementares que preservam determinante,
ou seja, operagdes do tipo 3 (escalonamento). Depois, basta usar o algo-
ritmo de substitui¢des regressivas no sistema escalonado.

Para isso vamos utilizar a matriz aumentada | A ‘ b ].
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Passo 1: anular todos os elementos abaixo do pivé a

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

1
i
e
a3

a0

Métodos Diretos

1
W
"z
a3y

1
‘1512)

1
%
Ay

(1)

33

1
”1(13)

Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Prético

)
@y,
)

aSn

(1)

a?’ll’l

(1)
11
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo 1: anular todos os elementos abaixo do pivd aﬁ)
1 1 1 1 1) ]

i R T L

O

a3 Ay Ay oo Ay | by
ol

Parai=2,...,n, faca:

LEz) — Lfl) + mj Lgl) com my = —ay'/ afy)
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo 1: anular todos os elementos abaixo do pivd aﬁ)
[ 1 1 1 1) ]
PR
BB B
0 ay az - ay | by
o0 W |

Parai=2,...,n, faca:

LEz) — Lfl) + mj Lgl) com my = —ay'/ afy)
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Prético

Passo 2: anular todos os elementos abaixo do pivo a2

2
1 1 1 1 1) T
SrEEl
S IO Y
0 az azg -+ a4y | by

o A D
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo 2: anular todos os elementos abaixo do pivo ag)
! 1 1 1 1) ]
PR
BB B
0 ay az - ay | by
o0 W |

Parai=3,...,n, faca:

LES) — LEZ) + mip ng) com mp =/ ay)
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo 2: anular todos os elementos abaixo do pivo ag)
1 1 1 1 1) ]
T
0 ay a4y oo Ay | by
R
0 0 W o |6

Parai=3,...,n, faca:

LES) — LEZ) + mip ng) com mp =/ ay)
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Passo 3: anular todos os elementos abaixo do pivé a

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

1
agl)

Métodos Diretos

1
e
Ay

0

!

&)
e
33

3
”1(13)

Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Prético

a,/
Ty
)

aSn

(3)
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo 3: anular todos os elementos abaixo do pivd aég)
1 1 1 1 1) ]
PR
0 a4y a4y o ay | by
o 0 a )
0 0 W o |6

Parai=4,...,n, faca:

LY L +mp L) com  mys = ~a5'/af)
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo 3: anular todos os elementos abaixo do pivd aég)
1 1 1 1 1) ]
PR
0 a4y a4y o ay | by
0 0 ab o ad|a
L0 0 0 - al)|nY

Parai=4,...,n, faca:

LY L +mp L) com  mys = ~a5'/af)
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Processo Pratico

Passo (1 — 1): anular todos os elementos abaixo do pivd 117(7":,11271
1 1 1 1 1) ]
§ ol
0 ay ay o a4y | b
00 A |
0 0 0 - al) By ]

Para i = n, facga:

! =1 =il =
[ LEH) — ngn ) + Mjn—1 L§171_1 ) com  Miy1 = 7”11(;*1)/”;(171,1271 ]
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Termo Geral

Parak=1,...,n—1, faca:

L§k+l)<—L(k)+mikLl(ck)’ i=k+1,...,n

i

k
[ com mikz—”,(k)/a,(c@ ]
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

MATLAB - Eliminacao de Gauss

function x = eliminacao_gauss (A, Db)
A: matriz dos coeficientes

b: vetor termo independente

x: vetor solucao

o0 o o

n = size(A,1);

for k=1:n-1
for i=k+1:n
m = —-A(i,k)/A(k,k);
A(i,k:n) = A(i,k:n) + mxA(k,k:n);
b(i) = b(i) + m*b(k);
end
end

x = sub_regressiva (A,Db);
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Passo 1: anular todos os elementos abaixo do pivd aﬁ)

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
M- | X X X X X [x=Mb & 0 X X X X
X X X X X 0 X X X X
X X X X X 0 X X X X
A A
1 1 1
1 my 1 My 1
M, = 1 .. 1 =
My 1 1 Myl

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Forma Matricial

Passo 2: anular todos os elementos abaixo do pivo ag)

X X X X X X X X X X
0 X X X X 0 x X X X
M, 0 X X X X |x=MMb & 0 0 x x x |x=MM;b
0 X X X X 0 0 x x X
0 X X X X 0 0 x x x
Ay A
1 1 1
1 1 1
M, = 1 mzp 1 = mspy 1
MMy 1 1 My 1
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss
Forma Matricial

(n—1)

Passo (1 — 1): anular todos os elementos abaixo do pivda, |

X X X X X X X X X X
0 X X X X 0 X X X X
M, 1 0 0 X X X [x=M,_1---MoM;b & 0 0 x X X |x=M,_1---MM;b

0 0 0 x x 0 0 0 x x
0 0 0 x x 0 0 0 0 x

Ap A=U

1
1
Mnfl— 1
Myn—1 1
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Métodos Diretos Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Forma Matricial

Ux=M,_1---M;M;b — LUx=b com

M
( N
1 0 0 IR 0
—My1 1 0 to 0
L= M_1 = Ml_le_l to M;_ll = —ms3y —ms3p 1
: : 0
—Mpy  —Myp o —Mgy g 1
L J

Conclusdo: Eliminagdo de Gauss e Decomposi¢do LU sdo
equivalentes. Logo, possuem a mesma complexidade (2/3 n® flops).
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

2 1 2 X —1
Seja | 4 3 3 y| = 0
6 5 —1 z 6

Resolva o sistema linear usando Eliminacao de Gauss;
Calcule a decomposi¢do LU da matriz dos coeficientes.
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Questao 1:

pivoayy: Lj <~ L; +mjLy comi=2,3

2 1 21 -1
4 3 3 0
6 5 -1 6

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao 1:

pivoayy: Lj <~ L; +mjLy comi=2,3

21 2(-1] 2 1 2]-1
4 3 3| 0 N 01 -1 2
6 5 —1| 6 6 5 —1| 6
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao 1:

pivoayy: Lj <~ L; +mjLy comi=2,3

21 2|1 o [21 2|17 . [2 1 2|-1
4 3 3| 0 N 01 -1 2 o 01 -1 2
6 5 —1| 6 6 5 —1| 6 0 2 -7 9
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao 1:

pivoayy: Lj <~ L; +mjLy comi=2,3

21 201 21 2|-1] 21 2|-1
4 3 3| 0| ™="10 1 1| 2| 01 —-1| 2
6 5 -1 6 6 5 -1 6 0o 2 -7 9
inf) ax: L3 < Ly +mapLy
2 1 2| -1
0 1 -1 2
0o 2 -7 9
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao 1:

pivoayy: Lj <~ L; +mjLy comi=2,3

2 1 2(-1] . [21 2|-17] 21 2]-1
4 3 3| 0 4, 01 —-1| 2 L 01 —-1| 2
6 5 —-1| 6 6 5 -1 6 0 2 -7 9
inf) ax: L3 < Ly +mapLy
21 2)-1]  [2 1 2]-1
01 -1 2 2o 01 -1 2
0 2 —-7| 9 0 0 -5| 5
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao 1:

pivoayy: Lj <~ L; +mjLy comi=2,3

2 1 2(-1] . [21 2|-17] 21 2]-1
4 3 3| 0 4, 01 —-1| 2 L 01 -1 2
6 5 —-1| 6 6 5 -1 6 0 2 -7 9
inf) ax: L3 < Ly +mapLy
21 2)-1]  [2 1 2]-1
01 -1 2 2o 01 -1 2
0 2 —-7| 9 0 0 -5| 5

Usando substitui¢oes regressivas, temos a solucéo do sistema [0,1, —1]
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao2: A =LU

2 1 2
U=|01 -1
0 0 =5
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Métodos Diretos  Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

Resolugédo do Exercicio 4

Questao2: A =LU

2 1 2 1 00
U=|01 -1 L=(2 10
0 0 =5 3 21
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Problema: o que fazer quando um pivo é nulo ou préximo de zero?
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Problema: o que fazer quando um pivd é nulo ou préximo de zero?

Resolva o sistema linear abaixo, cuja solugio exata é x = (1,1)T,

usando o comando “\” do MATLAB. Compare o resultado com a
fungdo eliminacao_gauss.

% 8][3)-["
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Problema: o que fazer quando um pivd é nulo ou préximo de zero?

Resolva o sistema linear abaixo, cuja solugio exata é x = (1,1)T,

usando o comando “\” do MATLAB. Compare o resultado com a
funcdo eliminacao_gauss.

% 8][3)-["

Solucao: basta escolher um bom pivo!
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Estratégia de Pivoteamento Parcial

A cada passo k, antes da etapa de eliminacéo, encontre p € [k, 1]
que satisfaga:

| = max {|ay|}
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Estratégia de Pivoteamento Parcial

A cada passo k, antes da etapa de eliminacéo, encontre p € [k, 1]
que satisfaga:

| = max {|ay|}

Permute as linhas k e p.
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

0o 1 2 x 8
Seja 1 -1 3 y|l=138
-2 31 z 7

Resolva o sistema linear acima usando Eliminac¢do de Gauss com Pivo-
teamento Parcial.
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Eliminacdo de Gauss

Resolugdo do Exercicio 5

pivo ajq: Lo < Ly +mp1Ly

0 1 2|8
1 -1 3|8
-2 3 1|7




Eliminacdo de Gauss
Resolugdo do Exercicio 5

pivo ajq: Lo < Ly +mp1Ly

o 1 2|87, [ -2
1 -1 3|8 | 258 1 -
-2 3 117 0

—_ =W
N W =

@ N
| S



Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Resolugao do Exercicio 5

inﬁ ay1: Ly — Ly +mp Ly

o 1 28], [-2 3 1|7] 3 1 7
1 -1 318 178 1 -1 318 Ay /2 7/2 | 23/2
-2 3 117 0 1 2|8 0 1 2| 8
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Resolugdo do Exercicio 5

inﬁ ay1: Ly — Ly +mp Ly

o 1 2(8], [ -2
1 -1 318 178 1
-2 3 117 0

pivd axp: L3 < L3 + m3pL,

—_ =W
N W =

0 0
| S
3
5
I
L
S~
S
| — |
o
~
—- < w
N
o -
N
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Resolugdo do Exercicio 5

inﬁ ay1: Ly < Ly +mp Ly

o 1 28], [-2 3 1|7] 3 1 7
1 -1 318 s 1 1 38 a- 0 12 7/2| 232
-2 3 1|7 0 1 2|8 0 1 2| 8
pivd axp: L3 < L3 + m3pL,
-2 3 1 7 o [ 72 3 1 7
0 12 7/2| 3/ | 258 0o 1 2 8
0o 1 2 8 0 1/2 7/2| 23/2
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Resolugdo do Exercicio 5

inﬁ ay1: Ly < Ly +mp Ly

o 1 28], [-2 3 1|7] 3 1 7
1 -1 318 s 1 1 38 a- 0 12 7/2| 2
-2 3 117 0 1 2|8 0 1 2| 8
pivd axp: L3 < L3 + m3pL,
-2 3 1 7 e | 203 1 w2031 7
0 12 7/2| 3/ | 258 0o 1 2 8 2= 0 1 2 8
0 1 21| 8 0 12 7/2 |23 0 0 5/2]|152
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Resolugdo do Exercicio 5

inﬁ ay1: Ly < Ly +mp Ly

o 1 28], [-2 3 1|7] 3 1 7
1 -1 318 s 1 1 38 a- 0 12 7/2| 2
-2 3 117 0 1 2|8 0 1 2| 8
pivd axp: L3 < L3 + m3pL,
-2 3 1 7 e | 203 1 w2031 7
0 12 7/2| 3/ | 258 0o 1 2 8 2= 0 1 2 8
0 1 21| 8 0 12 7/2 |23 0 0 5/2]|152

Usando substitui¢oes regressivas, temos a solugao do sistema [1,2,3] "
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

MATLAB - Eliminacao de Gauss com Pivoteamento

function x = eliminacao_gauss_pivot (A, Db)

o° d° oo
o

for

end

matriz dos coeficientes
vetor termo independente
vetor solucao

size(A,1);

k=1:n-1

[~,p] = max(abs(A(k:n,k)));
p = pt(k-1);

A([k pl,k:n) = A([p kl,k:n);

b(lk pl) = b(lp k]);

for i=k+1l:n
m = —-A(i,k)/A(k,k);
A(i,k:n) = A(i,k:n) + mxA(k,k:n);
b(i) = b(i) + m*xb(k);

end

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Sistemas Lineares SME0305
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Decomposicdo PA = LU

Como ficaria a Decomposi¢do LU agora que sabemos fazer pivoteamento?
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Decomposicdo PA = LU

Como ficaria a Decomposi¢do LU agora que sabemos fazer pivoteamento?

[ P.A-L.U, ]

onde P é uma matriz de permutacéio.
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Métodos Diretos  Eliminagao de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Decomposicdo PA = LU

Como ficaria a Decomposi¢do LU agora que sabemos fazer pivoteamento?

[ P.A-L.U, ]

onde P é uma matriz de permutacéio.

Teorema

Se A € M(n,n) é invertivel, entdo existe uma tinica decomposi¢io P- A = L - U.
n

Além disso, det(A) = (=1)P | [ wii, onde p é o niimero de permutagdes de A.
i=1
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Métodos Diretos  Eliminagao de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Decomposicdo PA = LU

Como ficaria a Decomposi¢do LU agora que sabemos fazer pivoteamento?

[ P.A-L.U, ]

onde P é uma matriz de permutacéio.

Teorema
Se A € M(n,n) é invertivel, entdo existe uma tinica decomposi¢io P- A = L - U.
n

Além disso, det(A) = (=1)P | [ wii, onde p é o niimero de permutagdes de A.
i=1

Resolvendo Ax = b:
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Métodos Diretos  Eliminagao de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Decomposicdo PA = LU

Como ficaria a Decomposi¢do LU agora que sabemos fazer pivoteamento?

[ P.A-L.U, ]

onde P é uma matriz de permutacéio.

Teorema
Se A € M(n,n) é invertivel, entdo existe uma tinica decomposi¢io P- A = L - U.
n

Além disso, det(A) = (=1)P | [ wii, onde p é o niimero de permutagdes de A.
i=1

Resolvendo Ax =b: (L-U)x= (P-A)x=Pb
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Métodos Diretos  Eliminagao de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Decomposicdo PA = LU

Como ficaria a Decomposi¢do LU agora que sabemos fazer pivoteamento?

[ P.A-L.U, ]

onde P é uma matriz de permutacéio.

Teorema
Se A € M(n,n) é invertivel, entdo existe uma tinica decomposi¢io P- A = L - U.
n

Além disso, det(A) = (=1)P | [ wii, onde p é o niimero de permutagdes de A.
i=1

Resolvendo Ax =b: (L-U)x= (P-A)x=Pb
Resolva Ly = Pb com substitui¢des progressivas;
Resolva Ux = y com substituigdes regressivas.
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do
exercicio anterior.
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do
exercicio anterior.

-2 3 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
U= 0 1 2 P=|0 0 1 01 0|=|1 0 0
0 0 5/2 0 1 0 1 0 0 0 1 0

P, Py
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do

exercicio anterior.

-2 3 1

u=| 0 1 2
0 0 5/2

1 0 0
Mi=|12 1 0
0 0 1

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

1 0 0 0 0 1 0 0 1
P=|0 0 1 01 0|=|1 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1 0
P, Py
1 0 0
M= 0 1 0
0 -2 1
Sistemas Lineares SME0305 47 /51



Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do
exercicio anterior.

-2 3 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
U= 0o 1 2 P=|0 0 1 01 0|=|1 0 0
0 0 5/2 0 1 0 1 0 0 0 1 0

P, P,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
M;=| 12 1 0 M= 0 1 0 L= 0 1 0
0 0 1 0 -12 1 =12 12 1

Mas como L foi obtida?
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do
exercicio anterior.

-2 3 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
U= 0o 1 2 P=|0 0 1 01 0|=|1 0 0
0 0 5/2 0 1 0 1 0 0 0 1 0

P, P,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
M;=| 12 1 0 M= 0 1 0 L= 0 1 0
0 0 1 0 -12 1 =12 12 1

Mas como L foi obtida?

M,P,M;P;A = U
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do
exercicio anterior.

-2 3 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
U= 0o 1 2 P=|0 0 1 01 0|=|1 0 0
0 0 5/2 0 1 0 1 0 0 0 1 0

P, P,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
M;=| 12 1 0 M= 0 1 0 L= 0 1 0
0 0 1 0 -12 1 =12 12 1

Mas como L foi obtida?

M;P,M;PjA = U = A = P;M;'P,M,'U
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

Eliminacdo de Gauss

Pivoteamento Parcial

Calcule a Decomposicdo PA = LU da matriz do sistema linear do
exercicio anterior.

-2 3 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
U= 0o 1 2 P=|0 0 1 01 0|=|1 0 0
0 0 5/2 0 1 0 1 0 0 0 1 0

P, P,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
M;=| 12 1 0 M= 0 1 0 L= 0 1 0
0 0 1 0 -12 1 =12 12 1

Mas como L foi obtida?
M;P,M;PjA = U = A = P;M;'P,M;'U = PA = PP;M; 'P,M; ' U
—_——
L
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Métodos Diretos  Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento

MATLAB - Decomposicao PA = LU

function [L,U,P] = lup-decomp (A)

A: matriz nao-singular

L, U: matrizes triang. inf. e sup., respectivamente
P: matriz de permutacao

o0 o° oP

n = size(A,1);
P = eye(n); L =P; U = A;
for k=1:n
[~,p] = max (abs (U(k:n,k)));
p = pt(k-1);
P([k pl,:) = P(lp kl,:);
U(lk pl,k:n) = U([p k],k:n);
L([k pl,1l:k-1) = L([p k],1:k-1);

for i=k+1l:n
L(i,k) = U(i,k)/U(k,k);
U(i,k:n) = U(i,k:n) - L(i,k)*U(k,k:n);
end
end
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Métodos Diretos  Calculo da Inversa

Caélculo da Inversa

Seja A € M(n,n) uma matriz ndo-singular. Vamos calcular a matriz
inversade A, isto é, A~! = [ Vi ‘ \0) ‘ e ‘ \'2 ], em que v; é a i-ésima
coluna de A~ 1.
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Métodos Diretos  Calculo da Inversa

Caélculo da Inversa

Seja A € M (n,n) uma matriz ndo-singular. Vamos calcular a matriz
inversa de A, isto é, A~1 = [ Vi ‘ \0) ‘ e ‘ \'2 ], em que v; é a i-ésima
coluna de A~ 1. Logo,

Alvi|val-fva]=lefe] - [e],

onde e; é a i-ésima coluna da matriz identidade 1.
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Métodos Diretos  Calculo da Inversa

Caélculo da Inversa

Seja A € M(n,n) uma matriz ndo-singular. Vamos calcular a matriz
inversa de A, isto é, A~1 = [ Vi ‘ \0) ‘ e ‘ \'2 ], em que v; é a i-ésima
coluna de A~ 1. Logo,

Alvi|val-fva]=lefe] - [e],

onde e; é a i-ésima coluna da matriz identidade 1.

Portanto, basta resolver os n sistemas lineares:

[ Avi:ei, izl,...,n J
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Métodos Diretos  Calculo da Inversa

Caélculo da Inversa

Seja A € M(n,n) uma matriz ndo-singular. Vamos calcular a matriz
inversa de A, isto é, A~1 = [ Vi ‘ \0) ‘ e ‘ \'2 ], em que v; é a i-ésima
coluna de A~ 1. Logo,

Alvi|val-fva]=lefe] - [e],

onde e; é a i-ésima coluna da matriz identidade 1.

Portanto, basta resolver os n sistemas lineares:

[ Avi:ei, izl,...,n J

. 8n’
Complexidade: = flops.
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Métodos Diretos  Calculo da Inversa

Caélculo da Inversa

Dada uma matriz quadrada ndo-singular A. Faca uma fungdo em
MATLAB que calcule A™! e que tenha o seguinte protétipo Y =
inversa(A).
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Métodos Diretos ~ Resumo em MATLAB

Resumo em MATLAB

[L,U,P] = 1u(A): calcula a decomposicdo PA = LU;
L,U: matrizes triangular inferior e superior, respectivamente;

P: matriz de permutagdo;

chol(4A): calcula a decomposicao de Cholesky de A;
inv(A) : calcula a inversa B = A~1;

4’

(o8}
1]
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