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Motivagao

Motivacao

A tabela abaixo mostra as temperaturas méximas (em graus Celsius)
atingidas no més de agosto a cada 5 dias:

dia ‘ 5 10 15 20 25 30
temperatura‘27.8 30.1 33.8 31.8 32.1 354

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 2/61



Motivagao

Motivacao

A tabela abaixo mostra as temperaturas méximas (em graus Celsius)
atingidas no més de agosto a cada 5 dias:

dia ‘ 5 10 15 20 25 30
temperatura‘27.8 30.1 33.8 31.8 32.1 354

Como estimar a temperatura no dia 17?
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Motivagao

Motivacao

Plote uma curva suave (de classe C¥) conectando esses pontos.

36 T T T T

temperatura
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5 10 15 20 25 30

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 3/61



Motivagao
Motivacao
Suponha que temos uma fun¢do complicada:

~ log(x) ev™
flo) = log(1 + ¢e¥) + «3
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Motivagao

Motivacao

Suponha que temos uma fungdo complicada:

~ log(x) ev™
flo) = log(1 + ¢e¥) + «3

Como representar tal fungdo de uma forma simples?

Em outras palavras, queremos avaliar, derivar, integrar f(x) de uma
maneira facil e rapida.
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flo) = log(1 + ¢e¥) + «3

Como representar tal fungdo de uma forma simples?

Em outras palavras, queremos avaliar, derivar, integrar f(x) de uma
maneira facil e rapida.

m Uma estratégia:
Avalie y = f(x) em alguns pontos {xg, x1,...,X,};
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Motivagao

Motivacao

Suponha que temos uma fungdo complicada:

~ log(x) ev™
flo) = log(1 + ¢e¥) + «3

Como representar tal fungdo de uma forma simples?

Em outras palavras, queremos avaliar, derivar, integrar f(x) de uma
maneira facil e rapida.

m Uma estratégia:
Avalie y = f(x) em alguns pontos {xg, x1,...,X,};
Aproxime a fun¢do amostrada y; = f (x;),i=0,...,n, por uma
fungdo polinomial;
Avalie, integre ou calcule as derivadas da fun¢do polinomial.
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Problema de Interpolacao

Interpolagdo

m Problema Bésico de Interpolacéo:

Dados (1 + 1) pontos

(x0,v0), (x1,¥1), -, (X, Yn) com  xp < x3 < -+ < Xp.

Determine uma fung¢do F : R — R tal que

[ G=E(x),  i=0,...,n. ]
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Determine uma fung¢do F : R — R tal que
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dados;

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 5/61



Problema de Interpolacao

Interpolagdo

m Problema Bésico de Interpolacéo:

Dados (1 + 1) pontos

(x0,v0), (x1,¥1), -, (X, Yn) com  xp < x3 < -+ < Xp.

Determine uma fung¢do F : R — R tal que

[ yi=F(x), i=0,...,n. ]

m A fungdo F(x) é a funcdo interpoladora, ou interpolante, dos pontos
dados;
m Os pontos x; sdo chamados de nds da interpolacéo.
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Dados (n + 1) pontos

(x0,¥0), (X1, 1), -+, (X, ) com xg < x3 < - < Xp.

Agora queremos encontrar um polindmio Py, (x) de grau < n que
satisfaz as seguintes condigdes:

[ yi = Pu(x:), i=0,...,n. ]

O polindmio P, (x) é chamado de polinémio de interpolagao.
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Dados (n + 1) pontos

(x0,¥0), (X1, 1), -+, (X, ) com xg < x3 < - < Xp.

Agora queremos encontrar um polindmio Py, (x) de grau < n que
satisfaz as seguintes condigdes:

[ yi = Pu(x:), i=0,...,n. ]

O polindmio P, (x) é chamado de polinémio de interpolagao.

Teorema

Dados (n + 1) pontos (x0,Y0), - - -, (Xn, Yn) com xg < - -+ < Xy, existe um
tinico polindmio P,(x) € P, que satisfaz as condigdes acima.
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Demonstracgdo: para cada ponto (x;,y;), vamos impor a condigdo de
interpolacéo ao polindmio P, (x) = ag + a1x + ax* + - - - + a,x". Logo,
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Demonstragdo: para cada ponto (x;,y;), vamos impor a condigdo de
interpolagdo ao polindémio P, (x) = ag + a1x + apx® + - 4 aux Logo,

yi = Pu(x;) :a0+a1xi+a2x12+---+anxf’, i=0,...,n
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Demonstracgdo: para cada ponto (x;,y;), vamos impor a condigdo de
interpolacéo ao polindmio P, (x) = ag + a1x + ax* + - - - + a,x". Logo,

1 X0 X% xg'_ao_ -yo_
1 x x% x% a Y1
1 x 23 a | = | ¥

L1 x xrzz xp 1L an ] L Yn |

X
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Demonstracgdo: para cada ponto (x;,y;), vamos impor a condigdo de
interpolacéo ao polindmio P, (x) = ag + a1x + ax* + - - - + a,x". Logo,

1 X0 X% xg'_ao_ -yo_
1 x x% x% a Y1
1 x 23 x5 a | — | ¥

1 x, 22 x| an | | Yn |

X

Basta mostrar que o determinante da matriz de Vandermond X é nao
nulo:

det(X) = [ J(xx — xi) #0, pois x # x;

i<k
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Interpolagao Polinomial

Interpolagdo Polinomial

Demonstracgdo: para cada ponto (x;,y;), vamos impor a condigdo de
interpolacéo ao polindmio P, (x) = ag + a1x + ax* + - - - + a,x". Logo,

1 X0 X% xg'_ao_ -yo_
1 x x% x% a Y1
1 x 23 a | = | ¥

L1 x xrzz xp 1L an ] L Yn |

X

Basta mostrar que o determinante da matriz de Vandermond X é nao
nulo:

det(X) = [ J(xx — xi) #0, pois x # x;
i<k
Mas como calcular P, (x)?
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

A forma de Lagrange para o polindmio de interpolagdo P, (x) nos
pontos (xo,Y0), - - ., (Xn, yn) € dado por:

Py(x) = yolo(x) +y1l1(x) + -+ ynly Zykfk

onde /;(x) € P, sdo polindbmios que dependem apenas de xy, . . ., Xy.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 8/61



Forma de Lagrange

Por outro lado, P, (x;) = yo lo(xi) + -+ yi bi(xi) + - + Yy bu(xi) = v

«O0>» «Fr «E)> < : .



Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Por outro lado, P, (x;) = yo o(x;) + -+ -+ yi bi(x;) + - - - + yu Ln(x;) = yi.
Assim, temos a seguinte relagdo:

1, sei=k

U (xi) = 6 = { 0, sei#k
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Por outro lado, P, (x;) = yo o(x;) + -+ -+ yi bi(x;) + - - - + yu Ln(x;) = yi.
Assim, temos a seguinte relagdo:

1, sei=k )
Ue(x;) = 0 = { 0, sei £k = {x0, -+, Xx_1, Xk 41, - - -, Xn } raizes de {;
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Por outro lado, P, (x;) = yo o(x;) + -+ -+ yi bi(x;) + - - - + yu Ln(x;) = yi.
Assim, temos a seguinte relagdo:

1, sei=k )
Ue(x;) = 0 = { 0, sei £k = {x0, -+, Xx_1, Xk 41, - - -, Xn } raizes de {;

Podemos escrever £, como:

fx) =a] Jx - x)

i=0
i#k
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Por outro lado, P, (x;) = yo o(x;) + -+ -+ yi bi(x;) + - - - + yu Ln(x;) = yi.
Assim, temos a seguinte relagdo:

1, sei=k )
Ue(x;) = 0 = { 0, sei £k = {x0, -+, Xx_1, Xk 41, - - -, Xn } raizes de {;

Podemos escrever £, como:

b(x) = ﬂH(x —x;) = 1= l(x) = ﬂH(xk — ;)
! !
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Portanto, o polindmio de Lagrange ¢ (x) é dado por:

nx—x;
O(x) = -, k=0,...,n.
k(%) gxk_xi

i#k
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Interpolagao Polinomial

Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Dada a fungdo tabelada y = f(x):
x| =2

035
y| 3 -2 4 2

Calcule o polindmio de interpolagdo com a forma de Lagrange usando
todos os pontos da tabela.
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange
Solugao:

x|-2 035
y| 3 -2 4 2

P3(x) = 30p(x) —201(x) + 4l (x) 4 205(x)

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 12 /61



Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange

Solugao:
x|-2 035
y| 3 -2 4 2
P3(x) = 3lo(x) — 201 (x) + 4o (x) +203(x)

6() (.X) = % ” ’ -
-30

N
N

)
S~—

I

(
£3(x) _ (x4+2)x(x=3)

70 Polinémios de Lagrange
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

Forma de Lagrange
Solugao:

2 035
y| 3 -2 4 2

P3(x) = 30p(x) —201(x) + 4l (x) 4 205(x)

g() (.X) = % M ’ -
-30

(
53(36) _ (x4+2)x(x=3)

70 Polinémios de Lagrange

N
N

)
S~—

I

Atencdo: se adicionarmos mais um ponto (X1, Yu+1) = todos ¢;(x)
precisam ser recalculados!
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Lagrange

MATLAB - Forma de Lagrange

O ® N o U o W N e

P T S e T
N Ul R W N RO

function y = lagrange_interp(xi,yi, x)
xi, yi, x: vetor linha ou coluna
,nl= size (x1i);
(n ==1) xi = x1"'"; yi =yi'; x = x'; n =m; end

ones (n, length(x));

i =1:n

i,:1) = L(i,:).x(x-xi(3))/(xi(1)-x1i(3J));

yixL;
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

Forma de Newton

A forma de Newton para P,(x) é dada de maneira diferente:

Py(x) = wap+ar(x—x0)+ao(x —xo)(x —x1) 4+ -+
+ ap(x—x0)(x—x1) - (x —xy-1)
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

Forma de Newton

A forma de Newton para P,(x) é dada de maneira diferente:

Pu(x) = ao+ar(x—xo) +aa(x—x0)(x—x1)+ -+
+ ap(x—x0)(x—x1) - (x —xy-1)

Cada coeficiente ay é determinado por uma diferenca dividida de
ordem k:

[ ap = flxo,x1,---, %), k=0,1,...,n. ]
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

Forma de Newton

Definicao (diferengas divididas)

As diferengas divididas sdo definidas recursivamente:

flxi] :=f(x;), i=0,...,n.

Xit1,Xi42, -+, Xixk| — J | Xiy Xix1, -« » Xith—1
flxi Xiz, - oo, Xigk] ::f[ Uaio ko A I;;ik _fLi“ ARIAREEAuSs ],

comk=1,...,nei=0,...,n—k.
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e SR FomadeNewson
m Diferenca dividida de ordem 0:

Diferencas Divididas

flxil = f(x:)



Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

Diferencas Divididas

m Diferenca dividida de ordem O:

flxi] = f(xi)

m Diferenca dividida de ordem 1:

_ Sl Sl f(x) —f(x)

f[xi/ x]] - Xj— x; X —x;
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

Diferencas Divididas

m Diferenca dividida de ordem O:

flxi] = f(xi)

m Diferenca dividida de ordem 1:

_ Sl Sl f(x) —f(x)

f[xil x]] - Xj — X; X —x;

m Diferenca dividida de ordem k:

f[xil,xiz, . ,xik] —f[xio,xil, e ’xik—l
X, — X

f[xio,xz-l, . ,xik] =

k 0
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Diferencas Divididas

Recursivamente temos a seguinte tabela de diferencas divididas.

«O> 4Fr «=r «=» Q>



Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

Diferencas Divididas

Recursivamente temos a seguinte tabela de diferencas divididas.

x | ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3

xo | flxo] = a0 flxo,x1] = a1 flxo,x1,x2] = an flxo0,x1, %2, %3] = a3
x| flal flx1,xo] flx1,x2, %3] :

x| flx] flxz, x3]

X3 flxs] :
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Interpolagao Polinomial

Forma de Newton

Forma de Newton
Calcule o polinémio de interpolacdo com a forma de Newton usando
todos os pontos da tabela do Exemplo 1.
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Interpolagao Polinomial

Forma de Newton

Forma de Newton
Calcule o polinémio de interpolacdo com a forma de Newton usando
todos os pontos da tabela do Exemplo 1.

Solugio: Primeiro vamos montar a tabela de diferencas divididas

X ‘ ordem 0 ordem1 ordem?2 ordem3
-2 3 -5/2 9/10 —-3/14
0 -2 2 -3/5

3 4 -1

5 2
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Interpolagao Polinomial

Forma de Newton

Forma de Newton
Calcule o polinémio de interpolacdo com a forma de Newton usando
todos os pontos da tabela do Exemplo 1.

Solugio: Primeiro vamos montar a tabela de diferencas divididas

X ‘ ordem 0 ordem1 ordem?2 ordem3
-2 3 -5/2 9/10 —-3/14
0 -2 2 -3/5
3 4 -1
5 2
5 9
P3(x) =3 z(x+2)+ﬁ(x+2)x— —

X+2)x(x—3
14 ( ) ( )
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Interpolagao Polinomial ~ Forma de Newton

MATLAB — Forma de Newton

O ® N o U e W N =

R s T e
N o Uk W N = O

function y = newton_interp (xi,yi, x)

% xi, yi, x: vetor linha ou coluna

[m,n]= size (x);

if (n == 1) xi = xi'; yi = yi'; n = m; end

n = length(xi); ni = length(x); N = ones(n,ni);
D=zeros(n); D(:,1) = yi';

for j=1:n-1 % tabela de diferencas divididas
for i=1:n-j

D(i,J+1) = (D(i+1,J)-D(i,J))/(x1(i+])-xi(1));
end
end
for i=2:n % forma de Newton
N(i,:) = N(i-1,:).*(x-x1i(i-1));
end

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:

fO)=2, f(0)=1, f(10)=0.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 20/ 61



Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:

fO)=2, f(0)=1, f(10)=0.
Dessa forma temos {(x;,y;)} = {(0,2),(0,1),(10,0)}.
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:

fO)=2, f(0)=1, f(10)=0.

Dessa forma temos {(x;,y;)} = {(0,2),(0,1),(10,0)}. Utilizando a
base candnica de P, = Py(x) = a + bx + cx?.
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Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:

fO)=2, f(0)=1, f(10)=0.

Dessa forma temos {(x;,y;)} = {(0,2),(0,1),(10,0)}. Utilizando a
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:

fO)=2, f(0)=1, f(10)=0.

Dessa forma temos {(x;,y;)} = {(0,2),(0,1),(10,0)}. Utilizando a
base canénica de P, = P(x) = a + bx + cx?. Logo,

) . 2=Py(0)=a,
J,' \“\ 1= P/2(0> = b,
Y 0="Py(10) =a+10b+100c = c = —42
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolando Derivadas

Agora vamos admitir também derivadas no nds de interpolagao:

fO)=2, f(0)=1, f(10)=0.

Dessa forma temos {(x;,y;)} = {(0,2),(0,1),(10,0)}. Utilizando a
base canénica de P, = P(x) = a + bx + cx?. Logo,

) . 2=Py(0)=a,
J,' \“\ 1= P/2(0> = b,
Y 0="Py(10) =a+10b+100c = c = —42

®
Portanto, Pp(x) = 2+ x — ;37
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolagao de Hermite

m Interpolacdo de Hermite fornece um polinémio de interpolagdo de
f(x) e das derivadas f'(x), f" (x), f® (x), etc...
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolagao de Hermite

m Interpolacdo de Hermite fornece um polinémio de interpolagdo de
f(x) e das derivadas f'(x), f(x), f® (x), etc...
m As condigoes de interpolagdo em cada no x; sdo dadas por:

Py (x:) =f0(x)=cj, 0<j<k-le0<i<n

m+1l=xg+x1+ - +5Ky,,

onde x; é o nimero de condi¢des em um no Xx;.
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Interpolagao de Hermite

m Interpolacdo de Hermite fornece um polinémio de interpolagdo de

f(x) e das derivadas f'(x), " (x), f®) (), etc...
m As condigoes de interpolagdo em cada no x; sdo dadas por:

Pi%)(xi):f(j)(xi):cij/ 0<j<k-1e0<i<n

m+1l=xg+x1+ - +5Ky,,

onde x; é o nimero de condi¢des em um no Xx;.

Teorema

Existe um tinico polindmio Py, (x) € Py, que satisfaz as condigdes (de
interpolagdo de Hermite) acima.
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Forma de Newton

Consideragdes:

m Para isso vamos usar diferengas divididas. Seja x; um né de
interpolacdo duplo. Logo,

o SOt h) — )
Sl ] = lim, (chk Th) - xkk = Jim

P ) )
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Forma de Newton

Consideragoes:

m Para isso vamos usar diferengas divididas. Seja x; um né de
interpolacdo duplo. Logo,

i SR —fa)
f[xk/xk]_}llli% (3kck+h)—xkk _}lli%

X+ h)—f(x
f( k 2[ f( k) f/ <xk) .
m No caso geral, podemos escrever

flxe - x] = mf(mfl) (xk)

mvezes
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Forma de Newton

Consideragoes:

m Para isso vamos usar diferengas divididas. Seja x; um né de
interpolacdo duplo. Logo,

flxe xe] = }llig})f(f;kih]z)__fif‘) _ }g%f(xk + h}i — f(xk) _

xk) .

m No caso geral, podemos escrever

f[xk, .. .,Xk] =

mvezes

m Perceba a relagdo com polindmios de Taylor!

(em torno de a)
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Forma de Newton

Dados (n + 1) pontos (xo,Y0),-- -, (Xn, Yn) com xg < - -+ < Xp.

Queremos obter Py, 1(x) que satisfaz as (21 + 2) condigdes:

P2n+1 (x,-) = Cjo, P/2n+1 (xi) =Ci, i= 0, P (AN
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Forma de Newton

Dados (n + 1) pontos (xo,Y0),-- -, (Xn, Yn) com xg < - -+ < Xp.

Queremos obter Py, 1(x) que satisfaz as (21 + 2) condigdes:

P2n+1 (x,-) = Cjo, P/2n+1 (xl-) =Ci, i= 0, P (AN

Para mostrar como € o procedimento, consideremos o caso n = 1

X ‘ ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3

xo | flxo] =coo = a0 flxo,x0] =co1 = a1 flxo,x0,x1) = ar  flxo,X0,X1,%1] = a3
X0 f[xo] flxo,x1] flxo,x1,x1]

x1 flxa] =cio flxr,x] =cn

xq flx]

O polindmio de Hermite possui termos quadraticos
P3 = ag + o (x — x0) + a2 (x — x0)? + a3 (x — x0)?(x — x7)
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Interpolagao Polinomial

Interpolacdo de Hermite

Forma de Newton
Calcule o polindmio p(x) de Hermite usando a forma de Newton com
as seguintes condigdes:
p(l) =2

p'(1) =

=3
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite
Forma de Newton

Calcule o polindmio p(x) de Hermite usando a forma de Newton com
as seguintes condigdes:

p()=2 pP1)=3 p@2)=6 p2)=7 p'2) =8

Solugdo: Primeiro vamos montar a tabela de diferencas divididas

x| ordem(0 ordem1 ordem?2 ordem3 ordem4
1 2 3 1 2 -1

1 2 4 3 1

2 6 7 4

2 6 7

2 6

o & = = DA
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Interpolagao Polinomial  Interpolagao de Hermite

Forma de Newton

Calcule o polindmio p(x) de Hermite usando a forma de Newton com
as seguintes condigdes:

p()=2 pP1)=3 p@2)=6 p2)=7 p'2) =8

Solugdo: Primeiro vamos montar a tabela de diferencas divididas

x| ordem(0 ordem1 ordem?2 ordem3 ordem4
1 2 3 1 2 -1

1 2 4 3 1

2 6 7 4

2 6 7

2 6

p(x) =243(x—1) + (x —1)2 +2(x = 1)*(x — 2) — (x — 1)} (x — 2)?

o & = = DA
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Erro na Interpolacdo

Teorema (erro para interpolagdo de Lagrange e Newton)

Sejam f € C"1([a,b]),a = xo < x1 < -+ < x, = be P,(x) o polindmio de
interpolagdo de f(x) entdo

(n+1) n
Eae) =)~ Po(e) = gy T,

1=

onde { = &(x) € (a,b).
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Erro na Interpolacdo

Teorema (erro para interpolacdo de Lagrange e Newton)

Sejam f € C"1([a,b]),a = xo < x1 < -+ < x, = be P,(x) o polindmio de

interpolagdo de f(x) entdo

(n+1) n
Eae) =)~ Po(e) = gy T,

1=

onde { = &(x) € (a,b).

Demonstra¢ao: Burden & Faires, Secéo 3.1.
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Erro na Interpolacdo

Teorema (erro para interpolacdo de Hermite)

Sejam f € C*"*2([a,b]),a=x9 <x1 < - - <Xy =bePy1(x)0
polinémio de interpolagdo de Hermite que satisfaz

Pon1(xi) =f(xi),  Poapa(x) =f'(xi),  i=0,...,n
entdo para ponto x € [a,b] hd um & = &(x) € (a,b), tal que

(2n+2) n
Ra(a) =£) ~ Pa(e) =T ) e
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Erro na Interpolacdo

Teorema (erro para interpolacdo de Hermite)

Sejam f € C*"*2([a,b]),a=x9 <x1 < - - <Xy =bePy1(x)0
polinémio de interpolagdo de Hermite que satisfaz

Paui(n) =f(xi),  Poupa(x) =f'(x), i=0,...,n

entdo para ponto x € [a,b] hd um & = &(x) € (a,b), tal que

(2n+2) n
Ra(a) =£) ~ Pa(e) =T ) e

Demonstra¢ao: Burden & Faires, Sec¢éo 3.3.
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Estimativas de Erro na Interpolacdo

Corolario
m [E(%)] < Gty IF" ™ [leo T 2 — i
m (Bl < n+1 I |eo (b — )+
m [Ry(x)] < 2n+2. IF2 ) [loo TTo (x — 2:)?

® [Rulloo < Gy IF*" 2 oo (b — a)?+2

Corolério (distribuicdo uniforme de nés)

Dado xo, se xi:1 = xj+hparai=0,...,n —1comh = (b—a)/n entio

E o (n+1) -
Bl < gy 147
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Interpolagao Polinomial

Erro na Interpolacao

Estimativas de Erro na Interpolacdo

Se a fungdo f(x) = cos(x) é aproximada por polindmio de grau 9 que
interpola f em 10 pontos no intervalo [0, 1], qudo grande é o erro de
interpolacdo neste intervalo?
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Estimativas de Erro na Interpolacdo

Se a fungdo f(x) = cos(x) é aproximada por polindmio de grau 9 que
interpola f em 10 pontos no intervalo [0, 1], qudo grande é o erro de
interpolacdo neste intervalo?

Solugdo: Vamos calcular um limitante superior para || Eg||«. Logo,

1
19| = max [f1OH)| =1 = Eglleo < <28x1077.
[0 = max [F0°) (1) IBslle < 1,
] = =
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Estimativas de Erro na Interpolacdo

Se a fungdo f(x) = cos(x) é aproximada por polindmio de grau 9 que
interpola f em 10 pontos no intervalo [0, 1], qudo grande é o erro de
interpolacdo neste intervalo?

Solugdo: Vamos calcular um limitante superior para || Eg||«. Logo,

1
(10) o = (10) Ol =1 Eolle <
F oo = manc [0 = [Bsllw < 5

o1 < 2.8 %1077,

Serd que P, converge para f quando n — c0?

] = =
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Interpolagao Polinomial

Erro na Interpolacao

Fendmeno de Runge

Considere a fungdo
1
x

f():1+25x2’

x € [-1,1].
Calcule e plote no MATLAB o polindmio de interpolacdo de f usando
a forma de Lagrange com 5, 7 e 16 nés de interpolagdo igualmente
espagados no intervalo [—1,1].
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Fendmeno de Runge

DA™




Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Fendmeno de Runge

Conclusdes:

m Nao ha garantias que P, converge para f quando n — oo;

m Interpolagdo polinomial de alta ordem é instavel em uma
distribui¢do uniforme de nés.
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

Fendmeno de Runge

Conclusdes:

m Nao ha garantias que P, converge para f quando n — oo;

m Interpolagdo polinomial de alta ordem é instavel em uma
distribui¢do uniforme de nés.

Solugoes:

m Usar uma distribui¢do nao uniforme de nés que minimize o erro;

m Interpolagdo polinomial por partes.
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

No6s de Chebyshev

Como escolher nés que minimizem o limitante do erro?

1 n
" o wnllo wnlx) =TT(x—x)
(n+1)! Q Z

[En (%) [leo <
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

No6s de Chebyshev

Como escolher nés que minimizem o limitante do erro?

1 n
" o wnllo wnlx) =TT(x—x)
(n+1)! Q Z

[En (%) [leo <

Basta minimizar ||wy ||, iS50 nos leva aos nés de Chebyshev:
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

No6s de Chebyshev

Como escolher nés que minimizem o limitante do erro?

1 n
" o wnllo wnlx) =TT(x—x)
(n+1)! g Z

[En (%) [leo <

Basta minimizar ||wy ||, iS50 nos leva aos nés de Chebyshev:

xt—a+b+b;acos Zi;ln i=0 n
2 2 2(n+1) ! S
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Interpolagao Polinomial ~ Erro na Interpolagao

No6s de Chebyshev

nés de Chebyshev
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Interpolagdo Polinomial por Partes  Splines

Splines

.Sk’n/-l.

A4

0 X i X1

&

Dados (n + 1) pontos (xo,Y0), -, (Xn, Yn) coma =xg < -+ < x,, = b.

Uma fungdo Si(x) e chamada de spline de grau k se satisfaz as
seguintes condigoes:
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Interpolagao Polinomial por Partes  Splines

Splines

.Sk’n/-l.

A4

0 X i X1

&

Dados (n + 1) pontos (xo,Y0), -, (Xn, Yn) coma =xg < -+ < x,, = b.

Uma fungdo Si(x) e chamada de spline de grau k se satisfaz as
seguintes condigoes:

m S ;= Sk|[xi,xi+1}’ comi=0,...,n—1,éum polindmio de grau k;

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 34 /61



Interpolagao Polinomial por Partes  Splines

Splines

.Sk’n/-l.

A4

0 X i X1

&

Dados (n + 1) pontos (xo,Y0), -, (Xn, Yn) coma =xg < -+ < x,, = b.

Uma fungdo Si(x) e chamada de spline de grau k se satisfaz as
seguintes condigoes:

m S ;= Sk|[xi,xi+1}’ comi=0,...,n—1,éum polindmio de grau k;
m S € Ck_l([ﬂ,b]),’
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Interpolagao Polinomial por Partes  Splines

Splines

0 xi—l xi xi+1 Xy

Dados (n + 1) pontos (xo,Y0), -, (Xn, Yn) coma =xg < -+ < x,, = b.

Uma fungdo Si(x) e chamada de spline de grau k se satisfaz as
seguintes condigoes:

m S ;= Sk|[xi,xi+1}’ comi=0,...,n—1,éum polindmio de grau k;
m S, € CK1([a,b]);
m Si(x;)) =y;,comi=0,...,n.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 34 /61



Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Linear

Spline Linear

1 Nl e
NN
oL SEN
X Xit1
i+1 — X — Xj .
S1,i(x) =y Vit , X €E[x,x1], i=0,...,n—1
Xiy1 — Xi Xit1 — Xi
[ N————
Po(x) ¢1(x)
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Interpolagdo Polinomial por Partes  Spline Linear

Spline Linear

1 Nl e
AN
ol SR
X Xit1
Xit1 — X X — X .
Slli(x) =Yy ———— +Yi1 ————, XE [xi,xiﬂ], 1=0,...,n—1.
Xiy1 — Xi Xit1 — Xi
h\,—/ h\,—/
Po(x) ¢1(x)

Note que, fazendo t = ¢1(x) = (1 —t) = ¢o(x), logo

Sl,i(t) = (1 — t) Yi + tyi—i-l .
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Linear

Xip1 — X X —Xj

S1i(x) =yi———— +VYir1 ———, X € [x;,Xi1],
Xit+1 — Xi Xit1 — Xi

Consideragdes:

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Linear

Spline Linear

Xiy1 — X X — X .

Sii(x) =yi——— +VYyip1 ——, x€x,xpn), i=0,...,n-1L
Xit+1 — Xi Xit1 — Xi

Consideragdes:

m S1(x) é um polindmio de grau 1 em cada sub-intervalo [x;, x;11];
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Linear

Spline Linear

Xiy1 — X X — X .

Sii(x) =yi——— +VYyip1 ——, x€x,xpn), i=0,...,n-1L
Xit+1 — Xi Xit1 — Xi

Consideragdes:

m S1(x) é um polindmio de grau 1 em cada sub-intervalo [x;, x;11];

mSii(xis) =yic1eSy,ia(x) =y, i=1...,m
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Linear

Spline Linear

Xiy1 — X X — X .

Sii(x) =yi——— +VYyip1 ——, x€x,xpn), i=0,...,n-1L
Xit+1 — Xi Xit1 — Xi

Consideragdes:

m S1(x) é um polindmio de grau 1 em cada sub-intervalo [x;, x;11];
mSi1(xi1) =yiaeSyialn) =y, i=1...m
m S; € C%[a,b]), por construgdo Sy ;(xiy1) = Yir1 = Stiv1(xit1);
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Linear

Spline Linear

Xiy1 — X X — X .

S1,i(x) =yi————4+yiy1———, x€[x,x41], i=0,...,n—1
Xig1 — Xi Xip1 — Xi

Consideragdes:

m S1(x) é um polindmio de grau 1 em cada sub-intervalo [x;, x;11];
mSi1(xi1) =yicieSyia(x) =y, i=1...,1

m S; € C%[a,b]), por construgdo Sy ;(xiy1) = Yir1 = Stiv1(xit1);

m O erro é dado por

If = Silleo < g 1"l com k= max{|xi = xis1}-
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Linear

Spline Linear
Dada a fungéo tabelada y = f(x):

1 4
1 5

X 2
v 3

Calcule a spline linear que interpola a fungdo acima.
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Linear

Spline Linear
Dada a fungéo tabelada y = f(x):

4
5

U [N

X 2
v 3

Calcule a spline linear que interpola a fungdo acima.
Solucao:

Sl,o(x) =
51 (x) =

2—x)4+3(x—1)=2x—1 ,se x€[1,2]
S11(x) =352 +552 =x+1

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

,se x € [2,4]
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Interpolagdo Polinomial por Partes  Spline Ctibica
Spline Cubica
Uma func¢do S3(x) e uma spline ctbica se satisfaz as seguintes
condigdes:
mS3; = 53| ,comi=0,. — 1, é um polindmio de grau 3;

m S3(x;) :yi,comz:O,...,n.
m S; € C%([a,b]);
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Interpolagio Polinomial por Partes  Spline Ctibica
Spline Cubica
Uma func¢do S3(x) e uma spline ctbica se satisfaz as seguintes
condigdes:
mS3; = S3| i) COM i =0,. — 1, é um polindmio de grau 3;

m S3(x;) —yl,comz—O,...,n.
m S; € C%([a,b]);

S3,1'—1

S3,i-l(xi): Vi :S3,i(xi )
Sé,i-l(xi):Sg,i(xi)
S;,i-l(xi):‘gg,i(xi)
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
. 1 .
Spline Cubica

Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306 39 /61



Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
Spline Cubica
Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:

S3,i(xi) =Yi € S3,i(xi+l) =Yit1, lzolln_ll
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
Spline Cubica
Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:

S3,i(xi) =Yi € 53,i(xi+l) =Yit1, lzolln_ll
S3i(xiy1) = Szit1(xip1), i=0,...,n—=2;
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica

Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:

53/,'(351‘) =y e SB,i(xi+1) =Yit1, i=0,...,n—1;
S3i(Xit1) = Szit1(xip1), i=0,...,n—2;
Sé,i(xlqu) :Sé,i+1(xi+1), i:O,...,n—Z;

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao SME0306
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica

Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:
531( ) Yy e 531(x1+1):yi+1/ iZO,...,Tl—l;
I 531(x1+1)—s31+1(x1+1) i=0,...,n-2
(xl+1) —531+1(x1+1) ZZO,,i’l—z,
(xl-i-l) 3i+1(xz+1)/ i=0,...,n—-2;
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica

Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:

531( ):yi e S3i(x,-+1):yi+1, iZO,...,Tl—l;
H 531(x1+1)—s31+1(x1+1) i=0,...,n—-2
3] S3Z(xl+1)—531+1(x1+1) i:O,...,n—Z;
S3l(x1+1) S3ll+1(xl+1), iZO,...,Tl—Z;
Condigdes de contorno:
m Naturais: S§(xg) = S (x,) =0
m Fixadas: S(xp) = f'(x0) e S5(xn) = f(xn)
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
Spline Cubica
Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:

531( ):yi e S3i(x,-+1):yi+1, iZO,...,Tl—l;
H 531(x1+1)—s31+1(x1+1) i=0,...,n—-2
3] S3Z(xl+1)—531+1(x1+1) i:O,...,n—Z;
S3l(x1+1) S3ll+1(xl+1), iZO,...,Tl—Z;
Condigdes de contorno:
m Naturais: S§(xg) = S (x,) =0
m Fixadas: S(xp) = f'(x0) e S5(xn) = f(xn)

Por simplicidade, vamos denotar S;(x) como

S3i(x) = aj(x —x;)} + bi(x —x)* +ci(x —x;) +d;, i=0,...,n—1.
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
. 1 .
Spline Cubica

Existem n polindmios ctbicos Ss;(x) que satisfazem as condi¢des:
531( ):yi e S3i(x,-+1):yi+1, iZO,...,Tl—l;
. 531(x1+1)_s31+1(x1+1) i=0,....n-2
(le) —S3Z+1(XZ+1) i:O,...,n—Z;
3,i(x1+1) = S3,i+1(x1+1) , 1=0,...,n=2;
Condigdes de contorno:

m Naturais: S§(xg) = S (x,) =0
m Fixadas: S(xp) = f'(x0) e S5(xn) = f(xn)

Por simplicidade, vamos denotar S;(x) como
Ssi(x) = ai(x —x;)® + bi(x —x;))* +ci(x —x;)) +d;, i=0,...,n—1.
Para determinar S3(x) precisamos determinar cada S3;(x), isto é:
{ao,bo,co,do, ..., a0-1,by—1,cn—1,dn—1} = 4n incognitas.
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
. 1 .
Spline Cubica

Aplicando a condigao (1) obtemos:

[ di = S3i(x;) =y ]

Calculando as derivadas de S3 ;, temos:

S5:(x) = 3a;(x — X))+ 2bi(x —x;) +ci e S5:(x) = 6a;(x — x;) + 2b;

Chamando z; = S5 ,(x;), temos que:
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
. 1 .
Spline Cubica

Usando a condi¢do (4) e tomando h; = x;1 — x;, segue que:
Zbi+1 = 6aihi + Zbi

Isolando a; e substituindo b; e b; , 1:

_bip—bi _zipi—z
! 3h; 6h;

Aplicando a condigao (2) :

div1 = ail + bih? + cih; + d;

Isolando ¢; e substituindo a;, b;, d; e d;1:

Y1 =Yzl zih

h; 6 3

Ci
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica

Finalmente, usando a condigao (3):

Ciy1 = 3(11'1’[1-2 + 2b;h; + ¢;

Trocando o indice i por i — 1:

S 3ai,1h?,1 +2bj_1hi_1 +ci1

Substituindo a;_1, ¢ci_1 e¢; :

6(vit1 —vi) _ 6(yi —¥i-1)
h; hi—q

zi—1hi—1 + zi(2hi—1 + 2h;) + ziahy =
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica
. 1 .
Spline Cubica

Resumindo:
Parai=1,...,n — 1, temos as equagdes:

6(yiv1 —yi)  6(yi —Yi-1)

zi_1hi_1 +z;(2hi_1 + 2h;) + zj 1 =
hi hi_1

Além das duas equagdes fornecidas pelas condi¢des de contorno.

Portanto, os valores de z; sdo obtidos resolvendo um sistema linear de
ordem (n + 1). Ap6s encontrado os z;, obtemos cada S3;(x) através da
seguinte substituigdo:

_ZH1TZ o % Yl Y hiziyi  hizi
i [ h 6 3 7
1

di =y
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Spline Cuibica

Spline Cubica Natural

Interpolagao Polinomial por Partes

Impondo as condic¢des de contorno naturais zgp = z, = 0, o sistema tem

a seguinte forma:

[ 1 17 zo T 0
ho wp My Z1 U1
h u  hp z2 (%)
hy3 up—2 hy o Zn-2 Up—2
hyo up—1 hyq Zn—1 Un—1
i 1 || zu | | 0 |
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Melhor, resolvendo o sistema linear de ordem (n — 1):

w 17 z1 1 [ v ]
hi uy hy Z 2
hn73 Up—2 han Zn—2 Op—2
L hn—2 Up—1 | | Zn—1 | L Un—1 |
onde
6
u; =2(hi +hi_1), v =W — Wi_1, E(yz+1 — Vi)
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Melhor, resolvendo o sistema linear de ordem (n — 1):

u hl 1T Z1 i I 0 i
hl 175 hz V) (%]
hn73 Up—2 han Zp—2 Un—2
L hn—Z Up—1 | | Zn—1 | L Un—1 |
onde
6
up=2(hi+hi-1),  vi=wi—wi, E(yz+1 — Vi)

Consideragdo: as splines ctbicas naturais sdo obtidas resolvendo um
sistema linear n — 1 ao invés de um sistema de ordem 4n.
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Cuibica

Spline Cubica Natural

fx)

_ 1
= 15252 7 X € [—1, 1] .
-1 -05 Y 05

16 nés igualmente espacados
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

f(x) =&z, x€[-11].

-1 -05 0 05 1

16 nés igualmente espacados

O erro é dado por

5t
IF = Sslle < 3 IF®lee com 1t = max{}x; —xis1]}
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Cuibica

Spline Cubica Natural

Dada a fungdo tabelada y = f(x):
x|

Calcule uma aproximacdo de f(0.5) usando uma spline ctbica natural
que interpola a func¢do acima.
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Solucdo: Sabemos que hg = hy = hy = 1ezg = z3 = 0. Para
determinar z; e z; temos que resolver o sistema abaixo:
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Solucdo: Sabemos que hg = hy = hy = 1ezg = z3 = 0. Para
determinar z; e z; temos que resolver o sistema abaixo:

EIHEE
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Solucdo: Sabemos que hg = hy = hy = 1ezg = z3 = 0. Para
determinar z; e z; temos que resolver o sistema abaixo:

AN EY
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Solucdo: Sabemos que hg = hy = hy = 1ezg = z3 = 0. Para
determinar z; e z; temos que resolver o sistema abaixo:

AN EY

Cuja a solugdo éz; = 7.6 ez = —6.4. Logo,
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Solucdo: Sabemos que hg = hy = hy = 1ezg = z3 = 0. Para
determinar z; e z; temos que resolver o sistema abaixo:

uy hl Z1 . (%} . 4 1 Z1 . 24
h2 Un V) o (%) 1 4 22 o —18
Cuja a solugdo éz; = 7.6 ez = —6.4. Logo,

S30(x) = ap(x — x0)% 4 bo(x — x0)? + co(x —x9) +dg  com

apg = (21 - Zo)/(6h0) = 76/6 = 1.2667

bo = 20/2 =0

co=—(hgz1)/6 — (hozo0)/3 + (11 _]/O)/hO = —-12667+1—-3 = —0.7333
d() =Yoo = 3
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Solucdo: Sabemos que hg = hy = hy = 1ezg = z3 = 0. Para
determinar z; e z; temos que resolver o sistema abaixo:

uy hl Z1 . (%} . 4 1 Z1 . 24
h2 Un V) o (%) 1 4 22 o —18
Cuja a solugdo éz; = 7.6 ez = —6.4. Logo,

S30(x) = ap(x — x0)% 4 bo(x — x0)? + co(x —x9) +dg  com

apg = (21 - Zo)/(6h0) = 76/6 = 1.2667

bo = 20/2 =0

co=—(hgz1)/6 — (hozo0)/3 + (11 _]/O)/hO = —-12667+1—-3 = —0.7333
do =Yoo = 3

Portanto, f(0.5) ~ S30(0.5) = 2.7917
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Cibica
Spline Ctbica Fixada
Agora vamos impor as condi¢des de contorno fixadas:
S3(x0) =f'(x0) e S3(xn) =f"(xn)

Logo, f'(x0) = S5(x0) = co = 52 y” - h‘)% - M . Portanto,

2hozo + hoz1 = 6 [}hh—oyo —f/(xg)]

Analogamente, f'(x;) = S, 1(xa) = 3ay_1h3_; + 2by_1hy—1 + Cp1.
Assim,

hp—1zp—1+2hp12, = 6 [f’(xn) — %—%—1}
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Fixada
O sistema linear é dado por:
[ 2y hyg 17 20 |1 [ wo—6f(x0)
ho u hl Z1 (%]
hl Uus hz Z U
hy3 upo hyo Zp—2 Op—2
by w1 Zpn—1 Un—1
L hn—l Zhn—l 1L Zn L 6f/(xn) — Wp—-1 |
onde
6
up =2(hi +hi—1), v =W — W1, I/T(]/H—l — Vi)
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Fixada
O sistema linear é dado por:
[ 2y hyg 17 20 |1 [ wo—6f(x0)
ho u hl Z1 (%]
hl Uus hz Z U
hy3 upo hyo Zp—2 Op—2
by w1 Zpn—1 Un—1
L hn—l Zhn—l 1L Zn L 6f/(xn) — Wp—-1 |
onde
6
up =2(hi +hi—1), v =W — W1, I/T(]/H—l — Vi)

Consideracao: as matrizes relacionadas as splines cdbicas natural e
fixada sdo diagonais dominantes, logo sdo ndo-singulares. Portanto,
S3(x) existe e é tnica!
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

MATLAB

Primeiro vamos resolver o sistema linear Az = v:

U n U1
h1 U h2 U2
A — vV =
hn—3 Upy—2 hn—Z Opn—2
L han Up—1 | | Un—1 |
onde
6
hi = xip1 —xi, u;=2(hi+hi1), vi=wi—wi_q, hf(y1+1 — Vi)
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Cuibica

Matrizes Diagonais no MATLAB

m Uma matriz m x n possui (m + n — 1) diagonais.

2

diag(v,k): cria uma matriz diagonal dado um vetor v;
diag(A,k): retorna a diagonal da matriz A;

: indice da diagonal entre (—m +1) e (n —1);

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

[}
Interpolagao

=

£ DA
SME0306 52 /61



Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

Vamos montar a matriz tridiagonal:

Uy Iy
hi uy h

hy—3 uu—
han

onde u; = 2(hz + hifl)
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

MATLAB

Vamos montar a matriz tridiagonal:

[ u h]
h1 Uy ]’12

onde u; = 2(h; + h;_1)

xi(2:end) - xi(l:end-1);
2% (h(1:end-1)+h(2:end));
diag(h(2:end-1),-1) + diag(u) + diag(h(2:end-1),1);

h

W
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

MATLAB

Vamos montar a matriz tridiagonal:

[ u Iy
hi uy h

onde u; = 2(]’11 + hifl)

xi(2:end) - xi(l:end-1);
2% (h(1:end-1)+h(2:end));
diag(h(2:end-1),-1) + diag(u) + diag(h(2:end-1),1);

h
4
A

A possui muitos zeros (matriz esparsa) = gasto de memoria!
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Matrizes Esparsas no MATLAB

S = sparse(A): converte uma matriz cheia para esparsa;
‘\ A = full(8): converte uma matriz esparsa para cheia;

S = sparse(m,n): cria uma esparsa m X n;
S = sparse(i,j,val): cria uma esparsa com S(i(k),j(k)) = val(k);
[i,j,val]l = find(S): encontra indices e coeficientes ndo-nulos;
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Cuibica

Matrizes Diagonais Esparsas no MATLAB

= spdiags(B,d,m,n): cria uma matriz diagonal esparsa m X n;
‘ % B:matriz cujas colunas sdo as diagonais de A;
d: indices das diagonais entre (—m +1) e (n —1);

o & = = DA
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Cubica

Matrizes Diagonais Esparsas no MATLAB

colunas com zeros extras acima

>
|
oo BB

colunas com zeros extras embaixo
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Interpolagao Polinomial por Partes  Spline Cuibica

Matrizes Diagonais Esparsas no MATLAB

colunas com zeros extras acima

I 1
sEEHENE

colunas com zeros extras embaixo

n = length(xi);
B = [ [h(2:end-1); 0] u [0; h(2:end-1)] 1;
A = spdiags(B,-1:1,n-2,n-2);
o <& =) «T» T 9AX
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

MATLAB

Determinado o vetor solugdo z=A\v, finalmente vem a montagem das
splines ctbicas:

S3(x) = ai(x — ) + bj(x —x;)* +ci(x —x;)) +d;  com

hiziyn Mz | Yin — i

6 3 o GV

Zi
_EI ¢ = —
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Spline Cubica Natural

MATLAB

Determinado o vetor solugdo z=A\v, finalmente vem a montagem das
splines ctbicas:

S3(x) = ai(x — ) + bj(x —x;)* +ci(x —x;)) +d;  com

hiziyn Mz | Yin — i

G o N
2/ Cl 6 3 hl 7 dl yl

(z(2:end)-z(1:end-1))./(6%h);
z(1:end-1)/2;
= -(h/6) .*(z(2:end)+2%z(1:end-1)) + (yi(2:end)-yi(1:end-1))./h;

yi(l:end-1);

Qa o T W
non
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Polindmio por Partes no MATLAB

Relembrando que um polindmio Py, (x) = a,x" + - - - + ax? + a;x + ag é
representado no MATLAB por um vetor da forma p = [ay, ..., a2,a41,a0]

0 i-1 i X1 n
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Polindmio por Partes no MATLAB

Relembrando que um polindmio Py (x) = a,x" + - - - + ax*> + a;x + ag é
representado no MATLAB por um vetor da forma p = [ay, ..., a2,a41,a0]

0 i-l i Tirt n
pp = mkpp(xi,coefs): cria polindmio por partes;
% xi:noés do polindémio;

% coefs: matriz dos coeficientes do polindmio;
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Polindmio por Partes no MATLAB

Relembrando que um polindmio Py (x) = a,x" + - - - + ax*> + a;x + ag é
representado no MATLAB por um vetor da forma p = [ay, ..., a2,a41,a0]

0 i-1 i X1 n

pp = mkpp(xi,coefs): cria polindmio por partes;
‘\ % xi: nds do polindmio;

% coefs: matriz dos coeficientes do polindmio;

n

= ppval (pp,x): avalia um polindmio por partes;
‘\ % pp: polindmio por partes;

% x: pontos a serem avaliados;
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Cuibica

Spline Cubica Natural

MATLAB

1 function s = cubic_spline (xi,yi,x)
2

3 [n,m]= size (xi);

4 1f (n == 1) xi = xi'; yi = vyi'; n =
5

6 h = xi(2:end) - xi(l:end-1);

7 u= 2x(h(l:end-1)+h(2:end));

8 A = spdiags([ [h(2:end-1);0] u [0;h
9 w = 6% (yi(2:end)-yi(l:end-1))./h;

10 v = w(2:end)-w(l:end-1);

1n z =2\v; z = [0;2z;0];

12

13 a = (z(2:end)-z(l:end-1))./(6%h);

14 b = z(l:end-1)/2;

15 ¢ =—(h/6).%x(z(2:end)+2xz (l:end-1))+
16 d = yi(l:end-1);

17

18 pp = mkpp (xi,[a b c d]);

19 s = ppval (pp ,Xx);

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Interpolagao
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Interpolacao Polinomial por Partes  Spline Ctibica

Splines no MATLAB

O MATLAB implementa a sua prépria spline ctibica através da funcéo:
s = spline(xi,yi,x): avalia uma spline ctibica;

‘\ % xi,yi: pontos de interpolagdo;
% x: pontos a serem avaliados;
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Interpolagao Polinomial por Partes

Spline Cuibica

CAD em Engenharia

Spline Cubica Natural

Aplicacdo

xi | 185 73.5 160 218 258 305 356 418 513 596 664 732 787 831 871 912
yi | 1575 1085 1985 206 206 230 254 276 290 289 280 265 2455 230 2235

[}
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