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Introdugao

Introducéo

Objetivo: dada uma fungéo real f € C([a,b]), desejamos calcular

INCL:
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Introducéo

Objetivo: dada uma fungéo real f € C([a,b]), desejamos calcular

INCL:

f(x) pode ser dificil (ou impossivel) de integral, como por
exemplo:
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Introdugao

Introducéo

Objetivo: dada uma fungéo real f € C([a,b]), desejamos calcular

[ f)as

f(x) pode ser dificil (ou impossivel) de integral, como por
exemplo:

X

(#-2)

f(x) pode ser uma fungdo amostrada (dada por uma tabela)

flx) =

WIN
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Introdugao

Introducéo

Objetivo: dada uma fungéo real f € C([a,b]), desejamos calcular

INCL:

Podemos usar a propriedade aditiva de integrais. Paraa < c¢ < b,
temos:

/abf(x)dx: /acf(x)dx+/cbf(x)dx
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Introdugao

Introducéo

Objetivo: dada uma fungéo real f € C([a,b]), desejamos calcular

[ f)as

Podemos usar a propriedade aditiva de integrais. Paraa < c¢ < b,
temos:

/abf(x)dx: /acf(x)dx+/cbf(x)dx

Podemos subdividir um intervalo [a, b] em varios sub-intervalos,
integrar f(x) nesses sub-intervalos e finalmente somar todos esses
valores para obter o resultado final!
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Regra do Ponto Médio

Regra do Ponto Médio

Dados f(x) € C([a,b]) e N sub-intervalos em [a,b] de comprimento

h=(b—a)/Ncomxy=aexy =Db, temos:

x N
/ “f)dx~n Y f(R) com T = A%
X0 k=1 2
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Regra do Ponto Médio

Regra do Ponto Médio
Faca uma fun¢do em MATLAB que implemente a Regra do Ponto
Médio e que tenha o seguinte protétipo: I =

midpoint (fun,a,b,N).
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Férmulas de Quadratura

Férmulas de Quadratura

Estratégia

m Aproximar fab f(x)dx usando combinagéo linear de valores de f(x).

b N
JRCLED WIS
& =0

m x;: sdo chamados de pontos de quadratura

m Aj: sao conhecidos como coeficientes da quadratura
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Férmulas de Quadratura

Férmulas de Quadratura

Erro de Aproximagao

Erro de Aproximagao

b N
SR RICLE SRCY

Definigdo (grau de precisdo)

O grau de precisio de uma formula de quadratura é o maior inteiro m tal que
R(x**)=0,k=0,...,meR(x™1) £0.
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Férmulas de Quadratura

Férmulas de Quadratura
Seja [a,b] = [0,2] e sejam xg = 0, x; = 1 e xp = 1.5. Determinar férmula
de quadratura que seja exata para todo polindmio de grau < 2.
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Férmulas de Quadratura

Férmulas de Quadratura
Seja [a,b] = [0,2] e sejam xg = 0, x; = 1 e xp = 1.5. Determinar férmula
de quadratura que seja exata para todo polindmio de grau < 2.
Solugdo: Exigimos que a férmula (precisamos determinar os pesos):

[ 7 Ao flaa) + Av ) + 4z,

seja exata para f(x) =1, f(x) = xe f(x) = 2.
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Férmulas de Quadratura

Férmulas de Quadratura

Seja [a,b] = [0,2] e sejam xg = 0, x; = 1 e xp = 1.5. Determinar férmula
de quadratura que seja exata para todo polindmio de grau < 2.

Solugdo: Exigimos que a férmula (precisamos determinar os pesos):

/02f<x> dx = Ag - f(x0) + A1 - f(x1) + Az - f(x2),

seja exata para f(x) = 1, f(x) = x e f(x) = x2. Portanto:
2
2= / 1dx = Ag + Ay + As
0
2

:/ xdx:A0-0+A1~1+A2-;
0

9

2
8 22

—Z/deZAO'O-FAl‘l—f—AZ'—
3 0 4
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Férmulas de Quadratura

Férmulas de Quadratura

Seja [a,b] = [0,2] e sejam xg = 0, x; = 1 e xp = 1.5. Determinar férmula
de quadratura que seja exata para todo polindmio de grau < 2.

Solugdo: Exigimos que a férmula (precisamos determinar os pesos):

/02f<x> dx = Ao - f(x0) + A1 f(x1) + Az - f(x2),
seja exata para f(x) = 1, f(x) = x e f(x) = x2. Portanto:
2
2:/021dx:A0+A1+A2

2:/ xdx:A0-0+A1~1+A2-;
0
8

2 9
=/ dx=A)-0+A;-1+A- =
3 0 4
Logo, resolvendo o sistema linear temos Ay = %, A = % eAy = g
=} =2 = = E DA
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Estratégia

m Calcular | b f(x)dx através de uma aproximagéo f(x) pelo
polinémio de interpolagdo P, (x).
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Estratégia

m Calcular | b f(x)dx através de uma aproximagéo f(x) pelo
polinémio de interpolagdo P, (x).

Dados (1 + 1) pontos igualmente espagados:
Bma=xg<x<---<x,=5>

m espagamento h = (b —a)/n.
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Estratégia

m Calcular | b f(x)dx através de uma aproximagéo f(x) pelo
polinémio de interpolagdo P, (x).

Dados (1 + 1) pontos igualmente espagados:
Bma=xg<x<---<x,=5>

m espagamento h = (b —a)/n.

Seja uma f : [2,b] — R (conhecida ou ndo) cujos valores:

my; =f(x;), parai =0,...,n, sdo conhecidos.
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Pela féormula de quadratura usando a forma de Lagrange para P, (x),
temos:

/abf(x)dx:/x:nf(x)dx%/x dx-Zyk/ Or(x
N

Ag
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Pela féormula de quadratura usando a forma de Lagrange para P, (x),
temos:

/abf(x)dx:/x:”f(x)dx%/x dx-Zyk/ Or(x
N

Ag

Fazendo mudanca de variavel x = x + th (note que, x; = xq + ih), logo:

= t =
dx =hdt equando {x o 0 Segue que,
XxX=x, ,t=n
/ f(x)dszykh/ Ax(t)dt =Y yh C}
X0 k=0 J0 . k=0
C
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Xn n
/ fx)dx~ Y yehC)
X k=0
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Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

6 n
/ fx)dx~ Y yehC)
X0 k=0

Em que (Exercicio 1 — Parte I da Lista 1),

G = /0” M(B)dx  com  A(t) = H;
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1° caso: paran = 1.

Regra do Trapézio

x 1
/1f(x)dx% Sl = yohCh 4 il
X0 )



Férmulas de Newton-Cotes  Regra do Trapézio
Regra do Trapézio
1° caso: paran = 1.
x1 1
/xo Flx)dx ~ k;)ykhc; — yoh C}+y1 h C]

-1 1

1
1 _ _ —
CO_/O ho(tydt = [ =t =3

Cl—/l/\(t)dt—/lt_dt L
1= ~Jo1-0 2
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1° caso: paran = 1.

Regra do Trapézio

/x:lf(x) dx ~ g(yc "

L
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do Trapézio
Regra do Trapézio Composta

Dados N sub-intervalos em [a, b] de comprimento h = (b —a)/N com
Xo =aexy = Db, temos:

[f(x0) +2 (f(x1) +- -~ +flan-1) ) +f(xn)]

><\><

z

)

—~

=

SN—r

0

=

&
NS NS

N-1
[f(x0) +f(xn) ]+ 1 ;f(xk)

k
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Formulas de Newton-Cotes

Regra do Trapézio

Férmulas de Quadratura
Calcule uma aproxicdo para a integral
4

= / exp(x) dx = exp(4) — exp(2) = 47.2091,
2

usando a Regra do Trapézio com 5 pontos igualmente espagados.
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Formulas de Newton-Cotes

Regra do Trapézio

Férmulas de Quadratura
Calcule uma aproxicdo para a integral
4

= / exp(x) dx = exp(4) — exp(2) = 47.2091,
2

usando a Regra do Trapézio com 5 pontos igualmente espagados.

Solugio: Primeiro vamos calcularh = (b—a)/N = (4—-2)/(5—1) = 0.5
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Formulas de Newton-Cotes

Regra do Trapézio

Férmulas de Quadratura
Calcule uma aproxicdo para a integral
4

= / exp(x) dx = exp(4) — exp(2) = 47.2091,
2

%

N

usando a Regra do Trapézio com 5 pontos igualmente espagados.

Solugio: Primeiro vamos calcularh = (b—a)/N = (4—-2)/(5—1) = 0.5
I

[f(x0) +2(f(x1) +f(x2) +f(x3)) +f(xa)]
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do Trapézio

Férmulas de Quadratura

Calcule uma aproxicdo para a integral

4
= / exp(x) dx = exp(4) — exp(2) = 47.2091,
2

usando a Regra do Trapézio com 5 pontos igualmente espagados.

Solugio: Primeiro vamos calcularh = (b—a)/N = (4—-2)/(5—1) = 0.5

[f (x0) +2(f (x1) +f(x2) +f(x3)) + f (x4)]

—
%
—_ NS

= Z[exp(Z) +2(exp(2.5) +exp(3) + exp(3.5)) + exp(4)]
= 48.1885

] = = =

D
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do Trapézio

Regra do Trapézio

I = trapz(xi,yi): calcula a integral usando regra do trapézio;
‘\ % xi,yi: pontos dados;

Refazendo o exemplo anterior no MATLAB:

xi = linspace(2,4,5);
‘\ yi = exp(xi);
I = trapz(xi,yi);
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

Regra do 1/3 de Simpson

2° caso: paran = 2.

X2 2
/ Fo)dx~ Y yhCE = yoh C+y1 hC2 4y, h C2
X0 k=0
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Férmulas de Newton-Cotes

Regra do 1/3 de Simpson

Regra do 1/3 de Simpson

2° caso: paran = 2.

X2 2
/ Fo)dx~ Y yhCE = yoh C+y1 hC2 4y, h C2
X0 k=0
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Formulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson
Regra do 1/3 de Simpson

2° caso: paran = 2.

X2 h
/ f(x)dx ~ g(yo +4y1 +y2)
X0

— - ¢ o>
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Formulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

Regra do 1/3 de Simpson Composta

Dados 2N sub-intervalos em [a, b] de comprimento h = (b —a) /2N
com xg = a e xon = b, temos:

[ = fGa) + 4 + )]+ 5 )+ 4f k0 )
Z [f(XZN 2) +4f(x2N 1) +f(x2N)]
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Formulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

Regra do 1/3 de Simpson Composta

Dados 2N sub-intervalos em [a, b] de comprimento h = (b —a) /2N
com xg = a e xon = b, temos:

[ rwx

Q

Q

[f (x0) +4f (x1) +f(x2)] + I; [f (x2) + 4 (x3) + f (x4)]

[f (xan—2) +4f (xan-1) + f(x2n)]

— W

(o) +AF(aa) 2 (x2) 4 (x5) + -
2f(xon—2) +4f (xan-1) +f(x2n)]
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

MATLAB — Regra do 1/3 de Simpson

function I = simpsonl3(xi,yi)

% xi: igualmente espacados e gtdade impar de pontos

= x1i(2)-x1i(1);
I = 4xsum(yi(2:2:end-1)) + 2+sum(yi(3:2:end-2));
h*x(yi(l) + I + yi(end))/3

=
Il

7

[m] = = =
Integracao Numérica SME0306
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

Regra do 1/3 de Simpson Revisitada

Conhecida a funcdo f(x). Dados N sub-intervalos em [a, b] de
comprimento i = (b —a)/N com xp = a e x5y = b, temos:

[~

com X; = (X1 + xx) /2.

O\IE‘

N
Z (k1) +4f (%) +f(x) ],

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica SME0306 18 /44



Férmulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

MATLAB — Regra do 1/3 de Simpson Revisitada

function I = simpsonl3f (fun,a,b,N)
fun: funcao a ser integrada
[a,b]l: intervalo dado

N: quantidade de sub-intervalos

o o o

h = (b-a)/N;

xi = linspace(a,b,N+1);
yi = fun(xi);
yi(2:end-1) = 2%yi(2:end-1);

I = hxsum(yi)/6;

xi = linspace (a+h/2,b-h/2,N);
yi = fun(xi);

I =1 + 2xhxsum(yi)/3;
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Formulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson

Aplicagdo

As notas dos alunos da disciplina de cdlculo numérico tem
distribui¢do normal:

) = ——ew (-5 20

onde m é a média das notas e ¢ o desvio padréo.

Se a média for 4.0 e o desvio padrao 1.5, qual a probabilidade de uma
aluno sorteado aleatoriamente fique de REC?
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Férmulas de Newton-Cotes  Regra do 1/3 de Simpson
Aplicagdo
A probabilidade é dada por P(3 < x <5) = f35f(x) dx.

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

m = 4; sigma = 1.5;
‘\ f Q(x) (exp(-(x-m) . 2/(2xsigma~2) )/ (sigma*sqrt (2*pi))) ;
prob = simpson13f(3,5,f,30);
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Férmulas de Newton-Cotes Erro nas Formulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Estimativa de Erro
Seja f uma fungao integravel em |4, b], temos que uma estimativa do

erro de integracdo é dado por:
Regra do Trapézio
b—a
R() < T e
Regra 1/3 de Simpson
b—a 4,
< @
R()| < 1)

Observagdo: lembrando que |[f||ec = max;c(,p{[f(t)]}-
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Formulas de Newton-Cotes

Erro nas Formulas de Newton-Cotes

Férmulas de Newton-Cotes
Estimativa de Erro
Determine o menor numero de sub-intervalos em que podemos
dividir [0, 1] para obter uma aproximagdo com 2 casas decimais
corretas de fol x exp(x)dx usando a Regra do Trapézio .
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Férmulas de Newton-Cotes  Erro nas Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes
Estimativa de Erro

Determine o menor numero de sub-intervalos em que podemos

dividir [0, 1] para obter uma aproximagdo com 2 casas decimais
1 -

corretas de [ xexp(x)dx usando a Regra do Trapézio .

Solugdo: Primeiro vamos calcular ||f”||co:

f'(x) = 2+x)exp(x) = [If"lle = |f"(1)] ~ 8.1548.

=] F
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Férmulas de Newton-Cotes  Erro nas Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Estimativa de Erro

Determine o menor numero de sub-intervalos em que podemos

dividir [0, 1] para obter uma aproximagdo com 2 casas decimais
1 -

corretas de [ xexp(x)dx usando a Regra do Trapézio .

Solugdo: Primeiro vamos calcular ||f”||co:

f'(x) = 2+ x)exp(x) = [If"[leo = |f"(1)] ~ 8.1548.
Logo,

b— >
IR(f)| < TahZHf”Hw <10?%= 1581548 < 1072 = h < 0.1212.

o «F = E Da
Integragao Numérica SME0306 23 /44
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Férmulas de Newton-Cotes  Erro nas Férmulas de Newton-Cotes

Formulas de Newton-Cotes

Estimativa de Erro

Determine o menor numero de sub-intervalos em que podemos
dividir [0, 1] para obter uma aproximagdo com 2 casas decimais

corretas de fol x exp(x)dx usando a Regra do Trapézio .

Solugdo: Primeiro vamos calcular ||f”||co:

f'(x) = 2+ x)exp(x) = [If"[leo = |f"(1)] ~ 8.1548.
Logo,

b— >
IR(f)| < TahZHf”Hw <10?%= 1581548 < 1072 = h < 0.1212.

Portanto,

b—a - 1

h 0.1212 L P
=} F = (PN G4

Integragao Numérica SME0306 23 /44
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss
As férmulas de Newton-Cotes usam valores de y; = f(x;) com nos x;

igualmente espacados. Porém, nas férmulas generalizadas isso pode
reduzir a precisdo da aproximagéo de Iy = [ b f(x)dx.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica SME0306 24 /44



Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss
As férmulas de Newton-Cotes usam valores de y; = f(x;) com nos x;

igualmente espacados. Porém, nas férmulas generalizadas isso pode
reduzir a precisdo da aproximagéo de Iy = [ b f(x)dx.

{4&;

AY AY

{ixp

X 1 X
a=x, X, =bh a Xo *'b
Regra do Trapézio Quadratura de Gauss

A Regra do Trapézio néo fornece a melhor reta para aproximar I;!!!
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Quadratura de Gauss
Quadratura de Gauss
A Quadratura de Gauss escolhe 0s nés de uma maneira 6tima, isto é,

os nds o, - .., Cn € [a,b] e os coeficientes (pesos) wy, . . ., wy s@0
escolhidos de forma a minimizar o erro da aproximagao:

b n
L= [ f@de~ Y wfE).
a k=0
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

A Quadratura de Gauss escolhe 0s nés de uma maneira 6tima, isto é,
os nds o, - .., Cn € [a,b] e os coeficientes (pesos) wy, . . ., wy s@0
escolhidos de forma a minimizar o erro da aproximagao:

b n
L= [ f@de~ Y wfE).
a k=0

Para garantir essa precisdo, vamos assumir que a melhor escolha para
esses 2n + 2 valores é aquela que fornece resultado exato quando
f € Pm, onde m é o maior grau de precisao.
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

A Quadratura de Gauss escolhe 0s nés de uma maneira 6tima, isto é,
os nds o, - .., Cn € [a,b] e os coeficientes (pesos) wy, . . ., wy s@0
escolhidos de forma a minimizar o erro da aproximagao:

b n
L= [ f@de~ Y wfE).
a k=0

Para garantir essa precisdo, vamos assumir que a melhor escolha para
esses 2n + 2 valores é aquela que fornece resultado exato quando
f € Pm, onde m é o maior grau de precisao.

Sef € P41 = f possui 2n + 2 parametros a serem determinados.
Portanto, é razodvel usar m = 2n + 1 para que aproximacao seja exata.
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss
Como determinar os nds & e os coeficientes wy quando n = 1 no
intervalo de integragdo [—1,1]?
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

Como determinar os nds & e os coeficientes wy quando n = 1 no
intervalo de integragdo [—1,1]?

Solugdo: [f = f_llf(x) dx =~ wof (o) + w1 f(¢1). Por outro lado, If é
exata quando f(x) = ag + a1x + axx> + azx>, entdo:

=] = = E DA
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

Como determinar os nds & e os coeficientes wy quando n = 1 no
intervalo de integragdo [—1,1]?

Solugdo: [f = f_llf(x) dx =~ wof (o) + w1 f(¢1). Por outro lado, If é
exata quando f(x) = ag + a1x + axx> + azx>, entdo:

1 1 1 1
If:ao/ 1dx—|—a1/ xdx+a2/ xzdx—l-a3/ x3 dx
-1 -1 -1 -1

=] F = £ DA
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

Como determinar os nds & e os coeficientes wy quando n = 1 no
intervalo de integragdo [—1,1]?

Solugdo: Iy = f_llf(x) dx ~ wof(Go) + w1f(&1). Por outro lado, If é
exata quando f(x) = ag + a1x + axx> + azx>, entdo:

1 1 1 1
If:a()/ 1dx—|—a1/ xdx+a2/ xzdx—l-a3/ x3 dx
-1 -1 -1 -1

Isso é equivalente a mostrar que Ir é exata quandof €1, x, x? e x>

=] F
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

Como determinar os nds & e os coeficientes wy quando n = 1 no
intervalo de integragdo [—1,1]?

Solugdo: Iy = f_llf(x) dx ~ wof(Go) + w1f(&1). Por outro lado, If é
exata quando f(x) = ag + a1x + axx> + azx>, entdo:

1 1 1 1
If:a()/ 1dx—|—a1/ xdx+a2/ xzdx—l-a3/ x3 dx
-1 -1 -1 -1
Isso é equivalente a mostrar que Iy é exata quandof €1, x x?ex3
wo-1+w1-1:f_1 ldx =2 wo-é'o—l—wl'éﬁ:f_llxdxzo

wo it w &= f1 x*dx =0

=] F
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

Solucéo (continuagio):

Cuja solugdo é

{wo=1,w1=1,%=-1/V3, & =1/V3}.
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss

Solucéo (continuagio):

Cuja solugdo é
{wo=1w1=1,¢&=-1/V3 & =1/V3}.

Portanto,

s () ()
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Quadratura de Gauss Polinémios Ortogonais

Quadratura de Gauss

Polindmios Ortogonais

Definigdo (polindmios ortogonais)

Polindmios ortogonais sio polindmios da familia {@o, ¢1,..., Pn, ...}
definidos em um intervalo [a, b], onde grau(¢,) = n (e ¢o # 0), tais que

b
() = [ WElgn(@)ou(0]dx =0 se m#n.

A fungio peso W € C([a, b)) é positiva.
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Quadratura de Gauss Polinémios Ortogonais

Quadratura de Gauss

Polindmios Ortogonais

Definigdo (polindmios ortogonais)

Polindmios ortogonais sio polindmios da familia {@o, ¢1,..., Pn, ...}
definidos em um intervalo [a, b], onde grau(¢,) = n (e ¢o # 0), tais que

b
() = [ WElgn(@)ou(0]dx =0 se m#n.

A fungio peso W € C([a, b)) é positiva.
Propriedades:

@n(x) é tnico (a menos de uma escala);

Sep € Pp=p=unopo+a1¢1+ - +anpu(x) ({¢;} sdo LI);
(¢n,p) = 0, para qualquer polinémio p € P, com m < n;
@n(x) possui n raizes reais distintas em [a, b};
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Quadratura de Gauss Polinémios Ortogonais

Quadratura de Gauss

Polindmios de Legendre
Considerando o intervalo [—1, 1] e o produto interno com a fungdo

peso W(x) = 1, os polindmios ortogonais gerados pela recursio:

po(x) =1, ¢1(x) =

2k +1 k

§0k+1<X) k+1 gok( ) k+1(Pk 1( ) k:112/

Sao chamados de Polindmios de Legendre.
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Quadratura de Gauss Polinémios Ortogonais

Quadratura de Gauss

Polindmios de Legendre

Considerando o intervalo [—1, 1] e o produto interno com a fungdo
peso W(x) = 1, os polindmios ortogonais gerados pela recursdo:

po(x) =1, ¢i(x) =x

2k+1 k
Prt1(x) = Tl X g (x) — mﬁok—l(x), k=1,2,...

Sao chamados de Polindmios de Legendre.

Considera¢ao: Dada a base canodnica de P, os polindmios de
Legendre também podem ser obtidos através do Processo de
Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt seguido da normalizagdo
(1) =1,parak=0,...,n
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Quadratura de Gauss

Polinémios Ortogonais

Quadratura de Gauss
Polindmios de Legendre
Forneca os 5 primeiros Polindmios de Legendre.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Quadratura de Gauss ~ Polindmios Ortogonais

Quadratura de Gauss

Polindmios de Legendre

Forneca os 5 primeiros Polindmios de Legendre.

Solugao:
po(x) =1
P1(x) =x
2(x) = 3(3x* — 1) °
@3(x) = $(5x3 — 3x)
pa(x) = §(35x* — 30x2 4 3)

N

g
=——n=1 =——n=2 =——n=3 ——n=4

=} = = = E DA
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Quadratura de Gauss

Polinémios Ortogonais

Quadratura de Gauss

Polindmios de Legendre
Considere a base candnica {1,x,x%,x3,x*} de P,. Use o Processo de
Ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt para obter {@o, 91, @2, 3, P4 }.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Quadratura de Gauss  Caso Geral

Quadratura de Gauss

Caso Geral

Relembrando de interpolagdo polinomial: encontre um polindémio
P, € P, tal que:

f(x;) =Pu(x;), i=0,...,n
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Quadratura de Gauss  Caso Geral

Quadratura de Gauss

Caso Geral

Relembrando de interpolagdo polinomial: encontre um polindémio
P, € P, tal que:

f(x;) =Pu(x;), i=0,...,n

A idéia chave de integracao numérica é

/_11f(x) dx ~ /1 Py(x)dx

-1
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Quadratura de Gauss Caso Geral

Quadratura de Gauss

Caso Geral

Relembrando de interpolagdo polinomial: encontre um polindémio
P, € P, tal que:

f(x;) =Pu(x;), i=0,...,n

A idéia chave de integracao numérica é

/_11f(x) dx ~ /_11 Py(x)dx

Pelo erro de interpolagdo temos:

= [ g - Pwnax= [ L) Pl an

n-l—l 0
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mSefecP,comm<n—

Quadratura de Gauss

Caso Geral
f(n+l) (Cx) . B
T = 0 (aproximagdo exata);

«0O0>» «Fr «E» < Q>

it
v



Quadratura de Gauss  Caso Geral

Quadratura de Gauss

Caso Geral

mSefecP,comm<n— % = 0 (aproximagdo exata);

(n+1)
lSefEPmcomm>n:>f (er)

Tl © Pn-n-1;
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Quadratura de Gauss  Caso Geral

Quadratura de Gauss
Caso Geral
S P < 00 _ g i a ;
mSefecP,comm<n— T = (aproximagao exata);
(n+1)
] SefGPmcomm>n:>Jﬁ
m Melhor aproximagdo é feita usando Polindmios de Legendre.

€ Pru—n-1;
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Quadratura de Gauss  Caso Geral

Quadratura de Gauss

Caso Geral

mSefe€Pycomm<n— % = 0 (aproximagdo exata);

lSefEPmcomm>n:>/ﬁ€Pm n—1;

m Melhor aproximagdo é feita usando Polindmios de Legendre.

Se Co, . . ., Cu s30 raizes de ¢,41(x) entdo:

q0n+1 —aHx_Cz
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Quadratura de Gauss Caso Geral

Quadratura de Gauss

Caso Geral

mSef € Pycomm<n=— f (t)l(;") = 0 (aproximagdo exata);

lSefEPmcomm>n:>f(n+1())€Pm n—1;

m Melhor aproximagdo é feita usando Polindmios de Legendre.

Se o, . .., {n sdo raizes de ¢,1(x) entdo:

q0n+1 —aHx_Cz

Se f € Pay+1, pela Propriedade 3, segue que:

_1 fn+l
[ 5 a0
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Teorema

Suponha que G, . . ., Gy sio raizes do polinémio de Legendre ¢,11(x) e os
valores wy, sdo definidos (usando polindémios de Lagrange ¢i(x)) por

x_gz .
wi = / Hgk—g,d k=0,...,n.

z;ék
—_——
Ci(x)

Se f € Payy1 entdo

/11f(x) dx = i wrf (Gr) -
- k=0
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Processo Prético

O procedimento para calcular uma integral usando Quadratura de
Gauss-Legendre é o seguinte:

Calcular as raizes ¢y, ..., ¢n de ¢pi1(x);
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Processo Prético

O procedimento para calcular uma integral usando Quadratura de
Gauss-Legendre é o seguinte:

Calcular as raizes ¢y, ..., ¢n de ¢pi1(x);
Determinar os polindmios ¢, (x) usando os nés ¢, . . ., &x;
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Processo Pratico

O procedimento para calcular uma integral usando Quadratura de
Gauss-Legendre é o seguinte:

Calcular as raizes ¢y, ..., ¢n de ¢pi1(x);
Determinar os polindmios ¢, (x) usando os nés ¢, . . ., &x;

Calcular wy = f}l l(x)dx parak =0,...,n;
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Processo Pratico

O procedimento para calcular uma integral usando Quadratura de
Gauss-Legendre é o seguinte:

Calcular as raizes ¢y, ..., ¢n de ¢pi1(x);

Determinar os polindmios ¢, (x) usando os nés ¢, . . ., &x;
Calcular wy = f}l l(x)dx parak =0,...,n;
Calcular f () parak =0,...,n;
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Processo Pratico

O procedimento para calcular uma integral usando Quadratura de

Gauss-Legendre é o seguinte:
Calcular as raizes ¢y, ..., ¢n de ¢pi1(x);
Determinar os polindmios ¢, (x) usando os nés ¢, . . ., &x;
Calcular wy = f}l l(x)dx parak =0,...,n;
Calcular f () parak =0,...,n;
Finalmente, calcular

[ f@ s Y @),
k=0
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

Processo Pratico

Na prética os valores de ¢ e wy sdo tabelados:

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

[ fas Y wf@)
k=0

|

Sk

Wi

+0.5773502691

1.0000000000

N = =

+0.7745966692
0.0000000000

0.5555555555
0.8833888888

+0.8611363115
+0.3399810435

0.3478548451
0.6521451548

+0.9061798459
+0.5384693101
0.0000000000

0.2369268850
0.4786286704
0.5688888888

£0.9324695142
+0.6612093864
+0.2386191860

Integragao Numérica

0.1713244923
0.3607615730
0.4679139345
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Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre
Processo Prético
Aproxime a integral [ _11 x exp(x) dx usando a Quadratura de Gauss
com 3 pontos de quadratura (n = 2).

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre
Processo Pratico

Aproxime a integral [ _11 x exp(x) dx usando a Quadratura de Gauss
com 3 pontos de quadratura (n = 2).

Solugdo: Usando a tabela, temos que:

%

0.5 - (—0.7745966692) - exp(—0.7745966692)
0.8-0-exp(0)

0.5 - (0.7745966692) - exp(0.7745966692)
0.7354

1
/ x exp(x) dx
-1

&+ +

Integrando por partes para obter o valor exato, o erro absoluto é
aproximadamente 3.97 x 1074

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

em Intervalos Arbitrérios

Uma integral fab f(x) dx definida em um intervalo arbitrario [a, b] pode
ser transformada em uma integral em [—1, 1] usando mudanga de
variaveis:

2x—a—"

= ——— < x=

1
— Slb—ayt+a+b).

Al
(b,1)

ol t=(2x—a—b)/(lV‘
l l ;x
V b
14+

(a,-1)
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

em Intervalos Arbitrérios

Portanto, a Quadratura de Gauss-Legendre pode ser aplicada em
qualquer intervalo [a, b], pois

/uhf(x)dx: b;a/l f((b—a)if2+b+a> it

-1
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

em Intervalos Arbitrérios

Portanto, a Quadratura de Gauss-Legendre pode ser aplicada em
qualquer intervalo [a, b], pois

/uhf(x)dx: b;a/l f((b—a)152+b+a> it

-1

Desvantagem da Quadratura de Gauss: os nds §; dependem de n.

m os valores f () ndo podem ser reusados quando n aumenta.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica SME0306

39 /44



Quadratura de Gauss

Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre
em Intervalos Arbitradrios

Aproxime f13 exp(x) cos(x) dx = —10.403054469377356 usando a

Quadratura de Gauss com 2 pontos de quadratura.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura de Gauss-Legendre

em Intervalos Arbitrérios

Aproxime f13 exp(x) cos(x) dx = —10.403054469377356 usando a
Quadratura de Gauss com 2 pontos de quadratura.

Solugdo: Fazendo a mudanga de varidvel, segue que:

1
exp(t+2) cos(t+2))dt
1

/13 exp(x) cos(x) dx = /

Usando a tabela com n = 1:

3
/ exp(x) cos(x)dx ~ f(—0.5773502691 + 2) + £(0.5773502691 + 2)
1
= —10.509712087073790

o «F = E Da
Integragao Numérica SME0306 40 /44
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Quadratura de Gauss Quadratura de Gauss-Legendre

MATLAB - Quadratura de Gauss-Legendre

function I = gauss-legendre (fun,a,b)
% Quadratura de Gauss-Legendre com 6 pontos
% fun: funcao que avalia vetor
nos = [-0.9324695142031520; -0.6612093864662645;
-0.2386191860831969; 0.2386191860831969;
0.6612093864662645; 0.9324695142031520];

pesos = [ 0.1713244923791703; 0.3607615730481386;
0.4679139345726910; 0.4679139345726910;
0.3607615730481386; 0.1713244923791703];

% mudanca de intervalo de [-1,1] para [a,b]
ab_nos = ((b-a)*nos+a+b) /2;
ab_pesos = pesosx (b-a)/2;

% aplica regra de Guass-Legendre

I = sum(ab_pesos.*xfun(ab_nos));
=} =2 = = QL

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Integracao Numérica SME0306 41 /44




Quadratura de Gauss Resumo

Quadratura de Gauss

Resumo

Quadratura de Gauss-Legendre (GL)

¢y = raizes de @;11(x)
2

, k=0,...,n.
(1= ¢, 1 )P "

Wy =

Quadratura de Gauss-Legendre-Lobatto (GLL)

Go=-1,¢,=1, & =raizesde ¢},(x), k=1,...,n—1.
2 1
“7 n(n+1) [pa (@2

k=0,...,n.
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Quadratura de Gauss Resumo

Quadratura de Gauss-Legendre-Lobatto

Na prética os valores de ¢ e wy sdo tabelados:

| Gk Wi
£1.0000000000 1.0000000000
£1.0000000000 0.3333333333
0.0000000000 1.3333333333
1 n £1.0000000000 0.1666666667
L J@de = Y wrf (&) +0.4472135955 0.8333333333
k=0 4 [ £1.0000000000 0.1000000000
10.6546536707 0.5444444444
0.0000000000 0.7111111111

N =S

W

I = quadl(fun,a,b): calcula a integral usando quadratura de GLL;
‘\ % fun: funcdo que avalia vetores;
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Quadratura de Gauss Erro nas Quadraturas

Quadratura de Gauss

Estimativa de Erro

Erro na Quadratura de GL
Sef € C*"*2([-1,1)):

223 ((n 4+ 1)1)*
R(f) = (2n+3)((2n +2)!

)3f(2”+2) (c), comce (—1,1)

Erro na Quadratura de GLL
Sef € C*"([-1,1]):

(n+1)n322* 1 ((n —1))*

RE) = ——GnrD@ne f#0), comee (1)
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