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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

Notagdo: vamos denotar por M (m, n) o conjunto das matrizes reais
com m linhas e n colunas.

ail diz - g

a1 dp --- A2
AcM(mn) <<= A=lgl=

w1 G2 - Amn
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

Notagdo: vamos denotar por M (m, n) o conjunto das matrizes reais

com m linhas e n colunas.

ann 412 - g
a1 dp --- A2

AcM(mn) <<= A=lgl= ,
w1 G2 - Amn

(M1) transposta: M (m,n) — M(n,m)

[ C:AT = Cij = Qji ]
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

(M2) adicdo: M(m,n) x M(m,n) — M(m,n)

[ C=A+B = Cijzﬂij—l-bi]' ]

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Algebra Linear Contra-Ataca SME0104 3/27



Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

(M2) adicdo: M(m,n) x M(m,n) — M(m,n)

[ C=A+B = Cij:ﬂij+bij ]

(M3) multiplicagdo por um escalar: R x M (m,n) — M(m,n)

[ C=1A = Cl']':)tﬂl'j ]
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

(M4) multiplicacdo de matrizes: M (m,p) x M(p,n) — M(m,n)

o oceoap o ag ey e oAy bi oo by e by
i o G Cin =| a e e, o b e by e by
Gl Cw tt Cum G Gy amp by o by oo b
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

(M4) multiplicacdo de matrizes: M (m,p) x M(p,n) — M(m,n)

[ S A & ay e ay ey by - by oo Dy
G o | =] an e ag e ay || ba e by e by
Cut G Cmm Gy Gy amp by o by b
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Matrizes

(M4) multiplicacdo de matrizes: M (m,p) x M(p,n) — M(m,n)

[ S A & ay e ay ey by - by oo Dy
G o | =] an e ag e ay || ba e by e by
Cut G Cmm Gy Gy amp by o by b

p
C=A'B = cl-j=Zaikbkj
k=1

Por convencao: Z]k:i w=0&1>j
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Operagoes Elementares
v e R"

—

Vetores
V= (vll U2, .

..,vn)T

«4Or «Fr AEr «E)» Q>



Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Vetores

T
)

veR" < v=(v,0p...,04

vetor coluna
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Vetores

T

veR" < v=(v,0p...,0p)

vetor coluna

(V1) adigdo: R" x R* — R"

[ U=v+w = uU=0+w; ]
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Operagoes elementares

Operagdes Elementares

Vetores

T

veR" < v=(v,0p...,0p)

vetor coluna

(V1) adigdo: R" x R* — R"

[ u=v+w = U =9 +w; ]

(V2) multiplicagdo por um escalar: R x R" — R"

[ u=Av = u=Avy; ]
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Algebra Linear  Espaco Vetorial

Espaco Vetorial

Defini¢do (espago vetorial)

Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u+v =v+u;
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Algebra Linear  Espaco Vetorial

Espaco Vetorial

Defini¢do (espago vetorial)

Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v=v+u;
m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(Bv);
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Algebra Linear  Espaco Vetorial

Espaco Vetorial

Defini¢do (espago vetorial)
Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com

respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u;

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;
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Algebra Linear  Espaco Vetorial

Espaco Vetorial

Defini¢do (espago vetorial)
Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u,

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;

m inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, tal
que —v+v =v+ (—v) =0;
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Algebra Linear  Espaco Vetorial

Espaco Vetorial

Defini¢do (espago vetorial)
Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

m comutatividade: u +v =v+u,

m associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w)e (af)v=a(p )

m elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;

m inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, tal
que —v+v =v+ (—v) =0;
m distributiva: (¢ + )v =av+ pvea(u+v) = au+ av;
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Algebra Linear  Espaco Vetorial

Espaco Vetorial

Defini¢do (espago vetorial)

Um espago vetorial V é um conjunto que possui definidas as operagdes de
soma e de produto (multiplicagdo por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, p € R e
u,v,w €V, as sequintes propriedades:

comutatividade: u +v =v+u;
associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w)e (af)v=ua(B )

elemento neutro: existe um vetor 0 € V, tal que v + 0=04+v=v
paratodov € V;

inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, tal
que —v+v =v+ (—v) =0;

distributiva: (« + f)v =av+ fvea(u+v) = au+ av;
multiplicacao por1: 1-v =v.
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Algebra Linear  Subespago Vetorial

Subespaco Vetorial

Definicdo (subespago vetorial)
Um subespago vetorial de V é um subconjunto S C V que satisfaz as
seguintes propriedades:

m0cES;

mseuveESentiou+veSs;

m sev € Sentdoav € S, para todo o € R.
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Algebra Linear  Subespago Vetorial

Subespaco Vetorial

Definicdo (subespago vetorial)
Um subespago vetorial de V é um subconjunto S C V que satisfaz as
seguintes propriedades:

m0cES;

mseuveESentiou+veSs;

m sev € Sentdoav € S, para todo o € R.

Teorema
Todo subespago vetorial é um espago vetorial.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Algebra Linear Contra-Ataca SME0104
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Algebra Linear

Subespaco Vetorial

Subespaco Vetorial
R" = {(x1,...,%1) : x; € R} é um espaco vetorial. Os hiperplanos de
R" que passam pela origem sdo subespacos vetoriais de R".

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Algebra Linear  Subespago Vetorial

Subespacgo Vetorial

R" = {(x1,...,%1) : x; € R} é um espaco vetorial. Os hiperplanos de
R" que passam pela origem sdo subespacos vetoriais de R".

O conjunto M (1, n) das matrizes reais quadradas de ordem n é um

espago vetorial. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é um
subspaco vetorial de M (n,n).

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Algebra Linear  Subespago Vetorial

Subespaco Vetorial

R" = {(x1,...,%1) : x; € R} é um espaco vetorial. Os hiperplanos de

R" que passam pela origem sdo subespagos vetoriais de R".

O conjunto M (1, n) das matrizes reais quadradas de ordem n é um
espago vetorial. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é um
subspaco vetorial de M (n,n).

Seja F(IR;R) o conjunto de todas as fungdes f : R — RR. Entdo sdo
subspacos de F(R;R):

P, C P CC®(R) C CY(R) C C°(R)
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o Asbmlimer BsecDimenio
Base e Dimensao
Um conjunto B = {¢1, ¢2,... ¢n} C V édito linearmente independente
(L.I) se
0&1901+0€2(P2+"'+“n§0n:6 =

N = -

:an:()

«O>» «F>r «=» «=>» E YA



Algebra Linear Base e Dimensao

Base e Dimensao

Definigdo (conjunto L.I.)

Um conjunto B = {@1, ¢2,... u} C V édito linearmente independente
(L.1.) se

alggl_’_(xzq)z_’_...-}-(angn:a = 0(1:...:0(”:0.

Definicdo (base de espago vetorial)

Um conjunto B = {@1,..., pu} C V é uma base de um espago vetorial V se
for L.1. e gerar V. Isto é, todo vetor v € V é escrito, de forma tinica, como
combinagdo linear dos elementos de B3:

VZ“l(P1+"'+“n§0n~
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~ Aedmlner BmeeDmensio
Base e Dimensao
A dimensdo de um espago vetorial V, denotada por dim(V'), é o niimero
mdximo de elementos L.I. nele contido.
«O>» 4 Fr «=r «=>» Q>
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~ Aedmlner BmeeDmensio
Base e Dimensao
A dimensdo de um espago vetorial V, denotada por dim(V'), é o niimero
mdximo de elementos L.I. nele contido.
Todo espago vetorial de dimensdo n < oo tem uma base.
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Algebra Linear Base e Dimensao

Base e Dimensao

Defini¢ao (dimenséao)

A dimensio de um espago vetorial V, denotada por dim(V'), é o niimero
mdximo de elementos L.I. nele contido.

Teorema
Todo espago vetorial de dimensido n < oo tem uma base.

Definicao

Se para qualquer conjunto de vetores de V sempre é possivel encontrar um
vetor L.I. 4 este conjunto, entdo dizemos que dim(V') = co.
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Algebra Linear

Base e Dimensao

Base e Dimensao
Seja V = R". Uma base para V é B = {ey,¢,...,¢,} C R", onde

[0

— 1

Ainda, dim(R") = n.
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Algebra Linear

Base e Dimensao
Base e Dimensao
Seja V.= M(m,n), uma base para V é o conjunto
B =1{Eu,...,Em} C M(m,n), onde:
-0 0 07
: 0 : .
Ej=1]0-010-0]| <1
0
Lo 0 o
T
J
Ainda, dim(M(m,n)) =m-n
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Algebra Linear

Base e Dimensao

Base e Dimensao
Se V = C(R), entdo dim(V) = oo.
Se S = P,(R) C V, entdo dim(S) = n + 1. Uma base para S seria

B={x:i=0,...,n} = {1,x...,x"}
escrito como

E facil verificar que todo polindmio p € P,, de grau < 1, pode ser

p(x) = ao + ayx + aox® + - - - + wpx"
que é uma combinacao linear dos elementos de B.
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Algebra Linear Produto Interno

Produto Interno

Definigdo (produto interno)

Uma aplicagio (-,-) : V x V — R é um produto interno se satisfaz as sequintes propriedades:

m bilinearidade:

(v, aw + Bz)
(av + Bw, z)

a(v,w) + B(v,z)
a(v,z) + B(w,z),

Va,eR, Vv,w,zeV,;
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Algebra Linear Produto Interno

Produto Interno

Definigdo (produto interno)

Uma aplicagio (-,-) : V x V — R é um produto interno se satisfaz as sequintes propriedades:

m bilinearidade:

(v, aw + Bz)
(av + Bw, z)

a(v,w) + B(v,z)
a(v,z) + B(w,z),

Va,eR, Vv,w,zeV,;

m comutatividade (simetria):

(v,w) =(w,v) VvweV;
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Algebra Linear Produto Interno

Produto Interno

Definigdo (produto interno)

Uma aplicagio (-,-) : V x V — R é um produto interno se satisfaz as sequintes propriedades:

m bilinearidade:

(v, aw + Bz)
(av + Bw, z)

a(v,w) + B(v,z)
a(v,z) + B(w,z),

Va,eR, Vv,w,zeV,;

m comutatividade (simetria):
(v,w) =(w,v) VvweV;
m positividade:

(v,v) >0 Vv, e (vww)y=0 & v=0
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Algebra Linear

Produto Interno

Produto Interno
No IR", o produto interno usual (produto escalar) dos vetores
x = (x1,%2,...,x,) " ey = (y1,Y2,...,yn) " é definido por:

n
(xy)=xy=Y xyi=x'y

i=1
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Algebra Linear

Produto Interno

Produto Interno
No IR", o produto interno usual (produto escalar) dos vetores
x = (x1,%2,...,x,) " ey = (y1,Y2,...,yn) " é definido por:
- T
(y)=xy=) xyi=x'y
i=1

No espago M (1, 1), um exemplo de produto interno entre as matrizes
A,B € M(n,n) é dado por:

(AB) =YY aiby

i=1j=1
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Algebra Linear

Produto Interno

Produto Interno

No espaco C([a, b]) (espago das fungdes continuas no intervalo [4, b]),
um exemplo de produto interno entre as fung¢des continuas
f,8:[a,b] = R é dado por:

1.8) = [ fIzea
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Norma

Seja V um espago vetorial. Uma aplicagdo || - || : V — R que satisfaz:

vl > 0 VveV

Wl = 0& v=0
IAv]] = |Al|lvl, VveV e VAeER;
[v+w| <

< vli+1lwl, YvweV
é dita normaem V.

«O>» 4 Fr «=r «=>»

DA™



Norma

Seja V um espago vetorial. Uma aplicagdo || - || : V — R que satisfaz:

vl > 0 VveV

Wl = 0& v=0
IAv]] = |Al|lvl, VveV e VAeER;
[v+w| <

< vli+1lwl, YvweV
é dita normaem V.

vl = v{v,v)

«O>» 4 Fr «=r «=>»
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Algebra Linear ~ Norma

Norma

Defini¢do (norma)

Seja V um espago vetorial. Uma aplicagdo || - || : V — R que satisfaz:

v > 0, ¥vev

v = 0& v=0

Allvl, YveV e VAER;
vl +lwl, Yv,weV

=
+:

3
Al

édita normaem V.

Definicdo (norma induzida)

vl = v{v,v)

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[ [(w,v)| < [lu]lIv] ]
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Vetor

Sao exemplos de normas em R":
norma do maximo

[Xlleo = max {]xi|}
i=1,...,n

’
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Vetor

Sao exemplos de normas em R":

norma do maximo
Il = max {Jxil}

norma da soma

n
x|l =Y il
=
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Vetor

Sao exemplos de normas em R":

norma do maximo
oo = max {Jx}

norma da soma

n
x|l =Y il
=

norma euclidiana
1

n 2
Ixl2 = <Z |xi|2>
i=1

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Algebra Linear Contra-Ataca SME0104

18 / 27



Algebra Linear ~ Norma

Normas de Vetor

Sao exemplos de normas em R":

norma do maximo
Il = max {Jx}

norma da soma

n
x|l =Y il
=

; 3
Ixl2 = <Z |xi|2>
i=

Em particular, a norma || - || provém do produto interno

n
(xy) = inyi
i=1

norma euclidiana

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Algebra Linear Contra-Ataca
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Algebra Linear

Norma

Normas de Vetor
Sejax = (1,2,-5)"
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Algebra Linear

Norma

Normas de Vetor
Sejax = (1,2,-5)"
%]l = max{[1], |2],] =5[]} =5
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Algebra Linear

Norma

Normas de Vetor
Sejax = (1,2,-5)"
%]l = max{[1], |2],] =5[]} =5

Ixllp = 1]+ 12 +] -5/ =8
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Algebra Linear

Norma

Normas de Vetor
Sejax = (1,2,-5)"
%]l = max{[1], |2],] =5[]} =5

Ixllp = 1]+ 12| +] -5/ =8

Ix]l2 = /12 + 22 + (=5)2 = /30 ~ 5.48
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Vetor

Sejax = (1,2,-5)"
X[l = max{[1], |2[,| - 5[} =5
Ixlls = 1]+ 2] +] -5/ =8
Ix]l2 = /12 + 22 + (=5)2 = /30 ~ 5.48

y = norm(x,inf);
‘ y = norm(x,1);
y = norm(x,2); (ou simplesmente norm(x))
SIERP- = «E T 9ac
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Matriz

Sao exemplos de normas em M (m, n):

norma linha

n
A — .
1A oo if‘ﬁ)fm{]; i}
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Matriz

Sao exemplos de normas em M (m, n):

norma linha
n
Al — ;
1A oo ii’?,‘f"..}fm{;W”'}

norma coluna

m
AL = aj;
Al jg}ffﬂ{;:l, i}
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Matriz

Sao exemplos de normas em M (m, n):

norma linha
n
Al — ;
1A oo if‘l,??fm{]gwlf'}

norma coluna
m
AL = aj;
A1 Jg}axn{g‘ lj‘}

norma de Frobenius
1

Al = (ﬁz |azy|2) 7

i=1j=1
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Matriz

Sao exemplos de normas em M (m, n):

norma linha
n
A _ ..
1Al if‘ﬁ)fm{]; i}
norma coluna
m
AL = aj;
A1 Jg}axn{g‘ lj‘}

norma de Frobenius

Al = (ﬁz |aij|2)%

i=1j=1

Em particular, essas normas satisfazem a propriedade

|AB[| < [|All[|B]] ]
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Algebra Linear

Norma

Normas de Matriz
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Algebra Linear

Norma

Normas de Matriz
1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6
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Algebra Linear

Norma

Normas de Matriz
1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6

|Al1 = max{7,1,6} =7
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Algebra Linear

Norma

Normas de Matriz
1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6

|Al1 = max{7,1,6} =7

|AllF = /124 (=3)2+ (—2)2+ 12+ 12+ 42 +22 = /36 = 6
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Matriz

1 0 -3
SejaA=| -2 1 1
4 0 2

|Al| = max{4,4,6} =6
|Al1 = max{7,1,6} =7

|AllF = /124 (=3)2+ (—2)2+ 12+ 12+ 42 +22 = /36 = 6

y = norm(A,inf);
‘ y = norm(A,1);
y = norm(A,’fro’);
o =, <= T 9Dace
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Funcao

Sao exemplos de normas em C([a, b]):

fllo = max [f(x)]

= [ )l ax

I = (| v<x>|2);
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Algebra Linear ~ Norma

Normas de Funcao

Sao exemplos de normas em C([a, b]):

fllo = max [f(x)]

= [ )l ax

I = (| v<x>|2);

Em particular, a norma || - || provém do produto interno

5) = [ st ax
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«O>» 4 Fr «=r «=>» Q>

Normas Equivalentes
Duas normas || - ||a e || - ||p sdo equivalentes, se existirem constantes positivas c1 e ¢y tais que
cillxlla < lIxlly < c2llxla,



Algebra Linear

Norma

Normas Equivalentes
Definicdo (normas equivalentes)

cillxlla < lIxlly < c2llxla,

vxeV.
Normas equivalentes em IR™:
[Ixlleo < fIxl[1 < nllx]leo
Ixlleo < llxl2 < V7rllx]|oo

Ixll2 < [Ixlls < Vallx]2

Duas normas || - ||a e || - ||y sdo equivalentes, se existirem constantes positivas cy e cp tais que
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Algebra Linear ~ Norma

Normas Equivalentes

Defini¢do (normas equivalentes)

Duas normas || - ||a e || - ||y sdo equivalentes, se existirem constantes positivas cy e cp tais que

clixlla < lIxlly < c2llxlla, Vxe V.

Normas equivalentes em IR™:
[Ixlleo < fIxl[1 < nllx]leo
Ixlleo < llxl2 < V7rllx]|oo
Il < lixll < vnlixl2

Teorema (equivaléncia de normas)

Se V é um espago vetorial de dimensio finita munido de norma, entdo todas as normas de V
sdo equivalentes.

o = = E VAN 6
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el N
Normas Consistentes
Uma norma de matriz || - || é consistente com uma norma de vetor || - ||, se
[AX]lo < [[Allm]x]o,

Vx € R".

«O>» «F>r «=» «=>» E YA




Algebra Linear

Norma

Normas Consistentes
Defini¢do (normas consistentes)

||Ax||v < ||A||m||x||v/

Vx € R".
Normas consistentes em M (m,n):
[Av]ly < A1 ]lv]
[AV[|oo < [[Aloo][Vl[eo

[Av]|2 < [|A[[E[V]l2

Uma norma de matriz || - || é consistente com uma norma de vetor || - ||, se
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Algebra Linear  Distancia

Distancia

Definicao (distancia)
Uma aplicagdo dist : V x V' — R é chamada de distincia se:

dist(v,w) = dist(w,v), Vv,weV
dist(v,w) > 0, VvweV
dist(lv,w) =0 & v=w
dist(v,z) < dist(v,w)+dist(w,z), Vv,w,zeV
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Algebra Linear  Distancia

Distancia

Definicao (distancia)
Uma aplicagdo dist : V x V' — R é chamada de distincia se:

dist(v,w) = dist(w,v), Vv,weV
dist(v,w) > 0, VvweV
dist(lv,w) =0 & v=w
dist(v,z) < dist(v,w)+dist(w,z), Vv,w,zeV

Teorema

Se || - || é norma, entdo dist(v,w) = ||v — w|| é uma distincia.
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Algebra Linear

Distancia

Distancia
Sao exemplos de distancias no R":
dist(x,y) = [[x = yllr = X%y [xi — il

dist(x,y) = [|[x —y|2 = [Z?=1(xi —yi)z]
dist(y) = x =¥l = max {lxi — i)

NI—=
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Algebra Linear  Distancia

Distancia
Sao exemplos de distancias no R™:
dist(x,y) = [[x = yll1 = iz [xi — il
dist(x,y) = [[x —yll2 = [Z%; (xi — yi)?]
dist(x,y) = lpe = Yllo = max {1z — i}

NI—=

Vejamos como ficaria o disco unitirio C = {p = (x,y) : dist(p,0) = 1}
em cada uma das distincias acima:

B C={(ny) eR:|x+|y| =1}
BCG={(xy ceR:/2+y2=1}
Cs = {(x,y) € R? : max{|x|, [y} =1}
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Ly

Ci

Distancia

GCs
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