
Álgebra Linear Contra-Ataca

Prof. Afonso Paiva
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Operações elementares

Operações Elementares
Matrizes

Notação: vamos denotar porM(m, n) o conjunto das matrizes reais
com m linhas e n colunas.

A ∈ M(m, n) ⇐⇒ A = [aij] =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 an2 · · · amn



(M1) transposta:M(m, n)→M(n, m)

C = A> ⇒ cij = aji
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Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Álgebra Linear Contra-Ataca SME0104 2 / 27



Operações elementares

Operações Elementares
Matrizes

(M2) adição:M(m, n)×M(m, n)→M(m, n)

C = A + B ⇒ cij = aij + bij

(M3) multiplicação por um escalar: R×M(m, n)→M(m, n)

C = λ A ⇒ cij = λ aij
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Operações elementares

Operações Elementares
Matrizes

(M4) multiplicação de matrizes: M(m, p)×M(p, n)→M(m, n)



c11 · · · c1j · · · c1n

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
ci1 · · · cij · · · cin

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
cm1 · · · cmj · · · cmn


=



a11 · · · a1j · · · a1p

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
ai1 · · · aij · · · aip

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
am1 · · · amj · · · amp


·



b11 · · · b1j · · · b1n

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
bi1 · · · bij · · · bin

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
bp1 · · · bpj · · · bpn



C = A · B ⇒ cij =
p

∑
k=1

aik bkj

Por convenção: ∑
j
k=i uk ≡ 0 ⇔ i > j
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Operações elementares

Operações Elementares
Vetores

v ∈ Rn ⇐⇒ v = (v1, v2, . . . , vn)
>

! WARNING

vetor coluna

(V1) adição: Rn ×Rn → Rn

u = v + w ⇒ ui = vi + wi

(V2) multiplicação por um escalar: R×Rn → Rn

u = λ v ⇒ ui = λ vi
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Álgebra Linear Espaço Vetorial

Espaço Vetorial

Definição (espaço vetorial)
Um espaço vetorial V é um conjunto que possui definidas as operações de
soma e de produto (multiplicação por escalar pertencente a R) e fechado com
respeito a elas. Essas operações devem satisfazer, para quaisquer α, β ∈ R e
u, v, w ∈ V, as seguintes propriedades:

comutatividade: u + v = v + u;

associatividade: (u + v) + w = u + (v + w) e (αβ)v = α(βv);
elemento neutro: existe um vetor 0 ∈ V, tal que v + 0 = 0 + v = v
para todo v ∈ V;
inverso aditivo: para cada vetor v ∈ V existe um vetor −v ∈ V, tal
que −v + v = v + (−v) = 0;
distributiva: (α + β)v = αv + βv e α(u + v) = αu + αv;
multiplicação por 1: 1 · v = v.
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Álgebra Linear Subespaço Vetorial

Subespaço Vetorial

Definição (subespaço vetorial)
Um subespaço vetorial de V é um subconjunto S ⊂ V que satisfaz as
seguintes propriedades:

0 ∈ S;
se u, v ∈ S então u + v ∈ S;
se v ∈ S então αv ∈ S, para todo α ∈ R.

Teorema
Todo subespaço vetorial é um espaço vetorial.
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Álgebra Linear Subespaço Vetorial

Subespaço Vetorial

Exemplo 1

Rn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ R} é um espaço vetorial. Os hiperplanos de
Rn que passam pela origem são subespaços vetoriais de Rn.

Exemplo 2

O conjuntoM(n, n) das matrizes reais quadradas de ordem n é um
espaço vetorial. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é um
subspaço vetorial deM(n, n).

Exemplo 3

Seja F (R; R) o conjunto de todas as funções f : R→ R. Então são
subspaços de F (R; R):

Pn ⊂ P ⊂ C∞(R) ⊂ Ck(R) ⊂ C0(R)
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subspaço vetorial deM(n, n).

Exemplo 3

Seja F (R; R) o conjunto de todas as funções f : R→ R. Então são
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Álgebra Linear Base e Dimensão

Base e Dimensão

Definição (conjunto L.I.)

Um conjunto B = {ϕ1, ϕ2, . . . ϕn} ⊂ V é dito linearmente independente
(L.I.) se

α1ϕ1 + α2ϕ2 + · · ·+ αnϕn = 0 ⇒ α1 = · · · = αn = 0 .

Definição (base de espaço vetorial)

Um conjunto B = {ϕ1, . . . , ϕn} ⊂ V é uma base de um espaço vetorial V se
for L.I. e gerar V. Isto é, todo vetor v ∈ V é escrito, de forma única, como
combinação linear dos elementos de B:

v = α1ϕ1 + · · ·+ αn ϕn .
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Álgebra Linear Base e Dimensão

Base e Dimensão

Definição (dimensão)
A dimensão de um espaço vetorial V, denotada por dim(V), é o número
máximo de elementos L.I. nele contido.

Teorema
Todo espaço vetorial de dimensão n < ∞ tem uma base.

Definição
Se para qualquer conjunto de vetores de V sempre é possı́vel encontrar um
vetor L.I. à este conjunto, então dizemos que dim(V) = ∞.
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Álgebra Linear Base e Dimensão

Base e Dimensão

Exemplo 4

Seja V = Rn. Uma base para V é B = {e1, e2, . . . , en} ⊂ Rn, onde

ei =


0
...
1
...
0

← i

Ainda, dim(Rn) = n.
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Álgebra Linear Base e Dimensão

Base e Dimensão

Exemplo 5

Seja V =M(m, n), uma base para V é o conjunto
B = {E11, . . . , Emn} ⊂ M(m, n), onde:

Eij =



0 0 0
...

...
...

... 0
...

0 ··· 0 1 0 ··· 0
... 0

...
...

...
...

0 0 0


↑
j

← i

Ainda, dim(M(m, n)) = m · n.
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Álgebra Linear Base e Dimensão

Base e Dimensão

Exemplo 6

Se V = C(R), então dim(V) = ∞.
Se S = Pn(R) ⊂ V, então dim(S) = n + 1. Uma base para S seria

B = {xi : i = 0, . . . , n} = {1, x, x2, . . . , xn}

É fácil verificar que todo polinômio p ∈ Pn, de grau ≤ n, pode ser
escrito como

p(x) = α0 + α1x + α2x2 + · · ·+ αnxn

que é uma combinação linear dos elementos de B.
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Álgebra Linear Produto Interno

Produto Interno

Definição (produto interno)
Uma aplicação 〈·, ·〉 : V×V → R é um produto interno se satisfaz as seguintes propriedades:

bilinearidade:

〈v, αw + βz〉 = α〈v, w〉+ β〈v, z〉
〈αv + βw, z〉 = α〈v, z〉+ β〈w, z〉,

∀ α, β ∈ R, ∀ v, w, z ∈ V;

comutatividade (simetria):

〈v, w〉 = 〈w, v〉 ∀ v, w ∈ V ;

positividade:

〈v, v〉 ≥ 0 ∀ v, e 〈v, v〉 = 0 ⇔ v = 0
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bilinearidade:

〈v, αw + βz〉 = α〈v, w〉+ β〈v, z〉
〈αv + βw, z〉 = α〈v, z〉+ β〈w, z〉,

∀ α, β ∈ R, ∀ v, w, z ∈ V;

comutatividade (simetria):

〈v, w〉 = 〈w, v〉 ∀ v, w ∈ V ;

positividade:

〈v, v〉 ≥ 0 ∀ v, e 〈v, v〉 = 0 ⇔ v = 0
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Álgebra Linear Produto Interno

Produto Interno

Exemplo 7
No Rn, o produto interno usual (produto escalar) dos vetores
x = (x1, x2, . . . , xn)> e y = (y1, y2, . . . , yn)> é definido por:

〈x, y〉 = x · y =
n

∑
i=1

xiyi = x>y

Exemplo 8

No espaçoM(n, n), um exemplo de produto interno entre as matrizes
A, B ∈ M(n, n) é dado por:

〈A, B〉 =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

aijbij
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Álgebra Linear Produto Interno

Produto Interno

Exemplo 9

No espaço C([a, b]) (espaço das funções contı́nuas no intervalo [a, b]),
um exemplo de produto interno entre as funções contı́nuas
f , g : [a, b]→ R é dado por:

〈f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)dx
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Álgebra Linear Norma

Norma

Definição (norma)
Seja V um espaço vetorial. Uma aplicação ‖ · ‖ : V −→ R que satisfaz:

‖v‖ ≥ 0, ∀ v ∈ V
‖v‖ = 0 ⇔ v = 0

‖λv‖ = |λ|‖v‖, ∀ v ∈ V e ∀λ ∈ R;

‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖, ∀ v, w ∈ V

é dita norma em V.

Definição (norma induzida)
‖v‖ =

√
〈v, v〉

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖
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Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Álgebra Linear Contra-Ataca SME0104 17 / 27
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Álgebra Linear Norma

Normas de Vetor
São exemplos de normas em Rn:

1 norma do máximo
‖x‖∞ = max

i=1,...,n
{|xi|}

2 norma da soma

‖x‖1 =
n

∑
i=1
|xi|

3 norma euclidiana

‖x‖2 =

(
n

∑
i=1
|xi|2

) 1
2

Em particular, a norma ‖ · ‖2 provém do produto interno

〈x, y〉 =
n

∑
i=1

xiyi

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Álgebra Linear Contra-Ataca SME0104 18 / 27
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Álgebra Linear Norma

Normas de Vetor

Exemplo 10

Seja x = (1, 2,−5)>

1 ‖x‖∞ = max{|1|, |2|, | − 5|} = 5
2 ‖x‖1 = |1|+ |2|+ | − 5| = 8
3 ‖x‖2 =

√
12 + 22 + (−5)2 =

√
30 ≈ 5.48

y = norm(x,inf);
y = norm(x,1);
y = norm(x,2); (ou simplesmente norm(x))
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Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Álgebra Linear Contra-Ataca SME0104 19 / 27
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Álgebra Linear Norma

Normas de Matriz
São exemplos de normas emM(m, n):

1 norma linha

‖A‖∞ = max
i=1,...,m

{
n

∑
j=1
|aij|}

2 norma coluna

‖A‖1 = max
j=1,...,n

{
m

∑
i=1
|aij|}

3 norma de Frobenius

‖A‖F =

(
m

∑
i=1

n

∑
j=1
|aij|2

) 1
2

Em particular, essas normas satisfazem a propriedade

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖
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Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Álgebra Linear Contra-Ataca SME0104 20 / 27
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Álgebra Linear Norma

Normas de Matriz

Exemplo 11

Seja A =

 1 0 −3
−2 1 1
4 0 2



1 ‖A‖∞ = max{4, 4, 6} = 6
2 ‖A‖1 = max{7, 1, 6} = 7
3 ‖A‖F =

√
12 + (−3)2 + (−2)2 + 12 + 12 + 42 + 22 =

√
36 = 6

y = norm(A,inf);
y = norm(A,1);
y = norm(A,’fro’);
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Álgebra Linear Norma

Normas de Matriz

Exemplo 11

Seja A =

 1 0 −3
−2 1 1
4 0 2


1 ‖A‖∞ = max{4, 4, 6} = 6
2 ‖A‖1 = max{7, 1, 6} = 7

3 ‖A‖F =
√

12 + (−3)2 + (−2)2 + 12 + 12 + 42 + 22 =
√

36 = 6

y = norm(A,inf);
y = norm(A,1);
y = norm(A,’fro’);
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Álgebra Linear Norma

Normas de Função

São exemplos de normas em C([a, b]):

1 ‖f‖∞ = max
x∈[a,b]

|f (x)|

2 ‖f‖1 =
∫ b

a
|f (x)| dx

3 ‖f‖2 =

(∫ b

a
|f (x)|2

) 1
2

Em particular, a norma ‖ · ‖2 provém do produto interno

〈f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x) dx
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Álgebra Linear Norma

Normas Equivalentes

Definição (normas equivalentes)
Duas normas ‖ · ‖a e ‖ · ‖b são equivalentes, se existirem constantes positivas c1 e c2 tais que

c1‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ c2‖x‖a , ∀x ∈ V .

Exemplo 12
Normas equivalentes em Rn:

1 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞

2 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√

n‖x‖∞

3 ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√

n‖x‖2

Teorema (equivalência de normas)
Se V é um espaço vetorial de dimensão finita munido de norma, então todas as normas de V
são equivalentes.
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Álgebra Linear Norma

Normas Consistentes

Definição (normas consistentes)
Uma norma de matriz ‖ · ‖m é consistente com uma norma de vetor ‖ · ‖v se

‖Ax‖v ≤ ‖A‖m‖x‖v , ∀x ∈ Rn .

Exemplo 13

Normas consistentes emM(m, n):

1 ‖Av‖1 ≤ ‖A‖1‖v‖1

2 ‖Av‖∞ ≤ ‖A‖∞‖v‖∞

3 ‖Av‖2 ≤ ‖A‖F‖v‖2
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Álgebra Linear Distância

Distância

Definição (distância)
Uma aplicação dist : V×V → R é chamada de distância se:

dist(v, w) = dist(w, v), ∀ v , w ∈ V
dist(v, w) ≥ 0 , ∀ v, w ∈ V

dist(v, w) = 0 ⇔ v = w
dist(v, z) ≤ dist(v, w) + dist(w, z) , ∀ v, w, z ∈ V

Teorema
Se ‖ · ‖ é norma, então dist(v, w) = ‖v−w‖ é uma distância.
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Álgebra Linear Distância

Distância

Exemplo 14
São exemplos de distâncias no Rn:

1 dist(x, y) = ‖x− y‖1 = ∑n
i=1 |xi − yi|

2 dist(x, y) = ‖x− y‖2 =
[
∑n

i=1(xi − yi)
2] 1

2

3 dist(x, y) = ‖x− y‖∞ = max
i=1,...,n

{|xi − yi|}

Exemplo 15

Vejamos como ficaria o disco unitário C = {p = (x, y) : dist(p, 0) = 1}
em cada uma das distâncias acima:

1 C1 = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| = 1}
2 C2 = {(x, y) ∈ R2 :

√
x2 + y2 = 1}

3 C3 = {(x, y) ∈ R2 : max{|x|, |y|} = 1}
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Álgebra Linear Distância

Distância

x

y

C3

C2

C1
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