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Solução Numérica de 
Equações Diferenciais 

Ordinárias
Afonso Paiva

ICMC-USP

Equação Diferencial Ordinária

� Definição: Uma equação diferencial
ordinária (EDO) é definida como uma
equação que envolve uma função
incógnita (y) e algumas de suas derivadas
avaliadas em uma única variável
independente (x), isto é:
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Classificação de EDOs

� A ordem de uma equação diferencial é a
mais alta ordem de derivação que aparece
na equação.

� Uma EDO é dita linear se a função F é
escrita como combinação linear de y e de
suas derivadas.

Exemplos de EDOs

yx
dx
dy

+=
y é função de x e x é a única 
variável independente.  EDO 
linear de primeira ordem.

2
2

2

d y
x y

dw
= +

y e x são funções de w; w é a
única variável independente.
EDO não linear de segunda
ordem.

3

3 '= + + yd y z y e
dz ?



7/12/20

3

Motivação

� Segunda lei de Newton:

◦ A posição x(t) de um corpo é uma função em relação ao 
tempo t (única variável independente).

( )
2

2

( ) ( )d x t
m F x t

dt
=

Movimento Planetário

� Magnitude da força 
gravitacional:

◦ G = constante 
gravitacional
◦ M = massa do Sol
◦ m = massa de um planeta
◦ d = distância entre o Sol e 

o planeta

2

mMF G
d

=
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Solução de uma EDO

� A solução de uma equação diferencial
ordinária é uma função em termos da
variável independente que satisfaz a
equação. Assim, dada a EDO:

Queremos encontrar uma função y(x) que
satisfaça a equação acima.

dy
y

dx
=

Solução Analítica

� Determinadas EDOs podem ser solucionadas
analiticamente, cuja solução é uma expressão
explícita.

� Entretanto, isto nem sempre é possível. L

� Soluções numéricas são bem vindas!! J
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Solução Analítica

� Vamos resolver a EDO:

◦ Solução

( )1 2 2 1ln( ) ln( )

dy dy dy
y dx dx

dx y y

y c x c y x c c

= Þ = Þ = Þ

+ = + Þ = + -

ò ò

2 1 2 1( ) ( )( ) x c c c cxy x e e e+ - -= =

dy
y

dx
=

2 1( )Tomando , obtemos:c ck e -=

( ) xy x ke=

Solução Analítica

� Note que a solução 
da EDO resulta em 
uma família de curvas 
que dependem da 
constante k. 

� Uma solução 
particular pode ser 
obtida a partir das 
condições iniciais do 
problema.

( ) xy x ke=
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Problema de Valor Inicial (PVI)

� Considere a equação diferencial ordinária 
de primeira ordem com condição inicial:
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Problema de Valor Inicial

� Seja y(x) a solução do PVI, conforme ilustramos
abaixo:

y

x

y(x1)

x0 = a x1 x2 x3 xN =b

y(x2) y(x3)

y(xN)

y(x0) = y0
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Problema de Valor Inicial

� Essa solução sempre vai existir?
� Se existir solução, ela é única?

y

x

y(x1)

x0 = a x1 x2 x3 xN =b

y(x2) y(x3)

y(xN)

y(x0) = y0

Teorema da Existência e Unicidade

Seja f(x,y) definida e contínua em:

Suponhamos que existe uma constante positiva L, tal que:

Então, se y0 é um número dado, existe uma única solução y(x)
do PVI, onde y(x) é derivável para todo

{ }( , ) / ;= £ £ -¥ < < ¥D x y a x b y

( ) ( )* *, , , ( , ) .- £ - " Îf x y f x y L y y x y D

( , ) .Îx y D
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Solução Numérica

� Consideraremos a sequência de pontos {xn} 
definida por:

� h = tamanho do passo
� xn = pontos da malha
� N = número de passos

0

0

 ;  0, , ,

com  ,   e 

= + =
-

= = =

!n

N

x x nh n N
b a

x a x b N
h

Solução Numérica

� Desejamos obter a solução aproximada do PVI não em um
intervalo contínuo [a,b], mas sim em um conjunto discreto
de pontos {xn}.

� Denotaremos por: yn uma aproximação para a solução 
teórica (analítica) em xn, isto é:

� Nosso objetivo é determinar aproximações yn da solução
verdadeira y(xn) nos pontos da malha. Portanto a solução
numérica será uma tabela de valores da forma

0 1 2

0 1 2

n N

n N

x x x x x
y y y y y

!
!
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Solução Numérica

� Graficamente:

y

x

y(x1)

x0 = a x1 x2 x3 xN =b

y(x2) y(x3)

y(xN)

y(x0) = y0

y1

y2

y3

yN

Solução Numérica

� Resumo:

◦ Na solução numérica não se determina a expressão literal da
função y(x), mas sim uma solução aproximada do PVI num
conjunto discreto de pontos.

◦ Captura a evolução (dinâmica) de um sistema.
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Métodos Baseados 
na Série de Taylor

Série de Taylor

� Seja f uma função com derivadas de todas as
ordens em algum intervalo contendo a como um
ponto interior. Então, a série de Taylor para f(a+h)
em torno de a é:

com

( ) ( )
2 1

1( ) ( ) '( ) ''( ) ( ) ( )
2! ! ( 1)!

k k
k kh h hf a h f a hf a f a f a f c

k k

+
++ = + + + + +

+
!

( ),c a a hÎ +

Erro de 
Truncamento
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Exemplo

� Desenvolver f (x) = ex em torno de zero.

Segue que:

( ) ( )

0
( ) (0) 1
'( ) '(0) 1
''( ) ''(0) 1

( ) (0) 1

x

x

x

k x k

x a h h h

f x e f

f x e f

f x e f

f x e f

= + = + =

= Þ =

= Þ =

= Þ =

= Þ =

!

( )
2

0
( ) (0 ) 1 1 1

2! ! !

k k
k

k

x x x
f x f h x f

k k

¥

=

= + = + + + + + =å! !

Método de Taylor de ordem k

� Consideremos o PVI:

onde f é contínua e suficientemente derivável em
relação a x e y.
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Método de Taylor de ordem k

� Seja y(x) a solução exata do PVI. A expansão em série
de Taylor para y(xn+h) em torno de xn truncando após
(k+1) termos é dada por:

� Problema: y e suas derivadas não são conhecidas.

� Solução: usar f para determinar as derivadas de y.

2
( )( ) ( ) '( ) ''( ) ( )

2! !

k
k

n n n n n
h h

y x h y x hy x y x y x
k

+ = + + + +!

Método de Taylor de ordem k

�
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Método de Taylor de ordem k

Assim, podemos escrever

da seguinte maneira:

Substituindo por valores aproximados, temos:

2
( )( ) ( ) '( ) ''( ) ( )

2! !

k
k

n n n n n
h h

y x h y x hy x y x y x
k

+ = + + + +!

2
( 1)( ) ( ) ( , ( )) '( , ( )) ( , ( ))

2! !

k
k

n n n n n n n n
h h

y x h y x hf x y x f x y x f x y x
k

-+ = + + + +!

2
' ( 1)

1 2! !

k
k

n n n n n
h hy y hf f f

k
-

+ = + + + +!

Método de Taylor de ordem k

� Os métodos que usam o desenvolvimento em série de
Taylor de y(x) teoricamente fornecem solução para
qualquer equação diferencial.

� Porém, do ponto de vista computacional, os métodos de
Taylor de ordem mais elevada são considerados
inaceitáveis pois, o cálculo das derivadas totais
envolvidas é extremamente complicado.
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Exemplo

� Resolver o PVI:

Usando o método de Taylor de ordem 3.

' 2
, [0,0.3]; 0.1

(0) 2
y y x

x h
y
= - + +ì

Î =í =î

Exemplo - Solução

� Tomando k = 3, temos:

Logo,

2 3
' ''

1 2! 3!n n n n n
h hy y hf f f+ = + + +

2
' 1 ( 1)( 2) 1
'' 1 (1)( 2) 1

f y x
f y x y x
f y x y x

= - + +
= + - - + + = - -
= - + - + + = - + +
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Exemplo - Solução

� Para n = 0:

Assim: (x0 ,y0) = (0,2). Logo,

Temos que h=0.1. Portanto,

0
'
0

''
0

2 (0,2) 2 0 2 0

' 1 '(0,2) 2 0 1 1

'' 1 ''(0, 2) 2 0 1 1

f y x f f

f y x f f

f y x f f

= - + + Þ = = - + + =

= - - Þ = = - - =

= - + + Þ = = - + + = -

2 3
' ''

1 0 0 0 02! 3!
h hy y hf f f= + + +

2 3

1
(0.1) (0.1)2 (0.1)(0) (1) ( 1) 2.0048
2 6

y = + + + - =

Exemplo - Solução

� Para n = 1:

Como h=0.1 então (x1 ,y1) = (0.1,2.0048). Logo,

Portanto,

1
'
1

''
1

2 (0.1,2.0048) 2.0048 0.1 2 0.0952

' 1 '(0.1,2.0048) 2.0048 0.1 1 0.9048

'' 1 ''(0.1,2.0048) 2.0048 0.1 1 0.9048

f y x f f

f y x f f

f y x f f

= - + + Þ = = - + + =

= - - Þ = = - - =

= - + + Þ = = - + + = -

2 3
' ''

2 1 1 1 12! 3!
h hy y hf f f= + + +

2 3

2
(0.1) (0.1)2.0048 (0.1)(0.0952) (0.9048) ( 0.9048) 2.0186
2 6

y = + + + - =
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Exemplo - Solução

� Para n = 2:

Como h=0.1 então (x2 ,y2) = (0.2,2.0186). Logo,

Portanto,

2
'
2

''
2

2 (0.2,2.0186) 2.0186 0.2 2 0.1814

' 1 '(0.2,2.0186) 2.0186 0.2 1 0.8186

'' 1 ''(0.2,2.0186) 2.0186 0.2 1 0.8186

f y x f f

f y x f f

f y x f f

= - + + Þ = = - + + =

= - - Þ = = - - =

= - + + Þ = = - + + = -

2 3
' ''

3 2 2 2 22! 3!
h hy y hf f f= + + +

2 3

3
(0.1) (0.1)2.0186 (0.1)(0.1814) (0.8186) ( 0.8186) 2.0406
2 6

y = + + + - =

Exemplo - Solução

� Logo, a solução numérica do PVI é:

� Solução exata do PVI:

0 0.1 0.2 0.3
2 2.0048 2.0186 2.0406

( ) 2 2.00484 2.01873 2.04082

n

n

n

x
y
y x

( ) 1xy x e x-= + +
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Métodos de Passo 
Múltiplo

Classificação dos Métodos

� Métodos Explícitos: utilizam as aproximações yn,
yn-1, yn-2, ..., y0 para obter yn+1.

� Métodos Implícitos: utilizam as aproximações
yn+1, yn, yn-1, ..., y0 para obter yn+1.
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Método de Euler

� É o método mais simples de ser obtido,
basta tomar k=1 no método de Taylor:

� Método explícito de 1-passo.

1n n ny y hf+ = +

Exemplo

� Resolver o PVI:

Usando o método de Euler.

' 2
, [0,0.3]; 0.1

(0) 2
y y x

x h
y
= - + +ì

Î =í =î
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Exemplo - Solução

� Para n = 0:

Assim: (x0 ,y0) = (0,2). Logo,

Temos que h=0.1. Portanto,

02 (0,2) 2 0 2 0f y x f f= - + + Þ = = - + + =

1 0 0y y hf= +

1 2 (0.1)(0) 2y = + =

Exemplo - Solução

� Para n = 1:

Assim: (x1 ,y1) = (0.1,2). Logo,

Temos que h=0.1. Portanto,

12 (0.1,2) 2 0.1 2 0.1f y x f f= - + + Þ = = - + + =

2 1 1y y hf= +

2 2 (0.1)(0.1) 2.01y = + =
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Exemplo - Solução

� Para n = 2:

Assim: (x2 ,y2) = (0.2,2.01). Logo,

Temos que h=0.1. Portanto,

02 (0.2,2.01) 2.01 0.2 2 0.19f y x f f= - + + Þ = = - + + =

3 2 2y y hf= +

3 2.01 (0.1)(0.19) 2.019y = + =

Exemplo - Solução

� Logo, a solução do PVI fornecida pelo Método de
Euler é:

� Solução exata do PVI:

0 0.1 0.2 0.3
2 2 2.01 2.019

( ) 2 2.00484 2.01873 2.04082

n

n

n

x
y
y x

( ) 1xy x e x-= + +
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Método de Euler

� Estudo gráfico do erro 1n n ny y hf+ = +

y0=1

y1 P1=(x1 ,y1)

x1 = x0 + hx0 = 0

y

x

y 

r0 (x)
y(x1)

Erro

Método do Ponto Médio

� Dado o PVI:

Vamos desenvolver y(xn + h) e y(xn - h) em torno do 
ponto xn, isto é:

2 3

2 3

( ) ( ) '( ) ''( ) '''( )
2! 3!

( ) ( ) '( ) ''( ) '''( )
2! 3!

n n n n n

n n n n n

h h
y x h y x hy x y x y x

h h
y x h y x hy x y x y x

+ = + + + +

- = - + - +

!

!

axbax
yxy
yxfy
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î
í
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Método do Ponto Médio

� Calculando:
2 3

2 3

( ) ( ) '( ) ''( ) '''( )
2! 3!( )

( ) ( ) '( ) ''( ) '''( )
2! 3!

n n n n n

n n n n n

h h
y x h y x hy x y x y x

h h
y x h y x hy x y x y x

ì
+ = + + + +ïï- í

ï - = - + - +ïî

!

!

3

( ) ( ) 2 '( ) '''( )
3n n n n
h

y x h y x h hy x y x+ - - = + +!

Método do Ponto Médio

� Obtemos:

� Finalmente, trocando n por n + 1:

� método explícito de 2-passos

1 1( ) ( ) 2 '( ) 2n n n n n ny x h y x h hy x y y hf+ -+ - - = Þ - =

2 12n n ny y hf+ += +
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Exemplo

� Resolver o PVI:

Usando o método do ponto médio. Use o método
de Taylor de ordem 2 para obter os valores
iniciais.

' 2
, [0,0.3]; 0.1

(0) 2
y y x

x h
y
= - + +ì

Î =í =î

Exemplo - Solução

� Inicialização (Método de Taylor)
◦ Tomando k = 2, temos:

Logo,

2
'

1 2!n n n n
hy y hf f+ = + +

2
' 1 ( 1)( 2) 1
f y x
f y x y x
= - + +
= + - - + + = - -
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Exemplo - Solução

� Inicialização ( n = 0 ):

Assim: (x0 ,y0) = (0,2). Logo,

Temos que h=0.1. Segue que:

Finalmente,

0
'
0

2 (0,2) 2 0 2 0

' 1 '(0,2) 2 0 1 1

f y x f f

f y x f f

= - + + Þ = = - + + =

= - - Þ = = - - =

2
'

1 0 0 02!
hy y hf f= + +

2 3

1
(0.1) (0.1)2 (0.1)(0) (1) ( 1) 2.0048
2 6

y = + + + - =

1 (0.1,2.0048) 2.0048 0.1 2 0.0952f f= = - + + =

Exemplo - Solução

� Método do ponto médio para n = 0:

Segue que:

2 2 2

2
( , ) (0.2,2.0190) 2.0190 0.2 2 0.1810

f y x
f f x y f
= - + +
= = = - + + =

2 0 12 2 2(0.1)(0.0952) 2.0190y y hf= + = + =
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Exemplo - Solução

� Método do ponto médio para n = 1:

Portanto, a solução numérica do PVI é:

3 1 22 2.0048 2(0.1)(0.1810) 2.0412y y hf= + = + =

0 0.1 0.2 0.3
2 2.0048 2.0190 2.0412

( ) 2 2.00484 2.01873 2.04082

n

n

n

x
y
y x

Métodos de Passo Múltiplo 
via Integração Numérica
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Método de Adams-Bassforth

�

Método de Adams-Bassforth

�
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Métodos de Runge-Kutta
Explícitos

Métodos de Runge-Kutta Explícitos

� são de passo um (auto-iniciantes);

� não exigem o cálculo de derivadas parciais de f(x,y);

� necessitam apenas do cálculo de f(x,y) em
determinados pontos (os quais dependem da ordem
dos métodos);

� método de Runge-Kutta coincide com a ordem do
método de Taylor de mesma ordem.
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Métodos de Runge-Kutta Explícitos

� Considere o PVI:

� Forma geral de Runge-Kutta de s estágios:

axbax
yxy
yxfy
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1

1

( , , ) , com

( , , )

n n n n

s

n n i i
i

y y hF x y h

F x y h b k

+

=

= +

=å

Forma Geral de Runge-Kutta

� Cálculo dos função ki:
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Runge-Kutta de ordem 1

� Método de Euler
◦ basta tomar s=1 e b1=1:

1 1

1

  
( , )

n n

n n

y y hk
k f x y

+ = +

=

Runge-Kutta de ordem 2

� Para s=2:

1

1 1 2 2

1

2 2 21 1

21 2

( , , )  
( , , )

( , )
( , )
  

n n n n

n n

n n

n n

y y hF x y h
F x y h b k b k
k f x y
k f x c h y a hk
a c

+ = +
= +

=
= + +

=
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Runge-Kutta de ordem 2

� Trocando a21 por c2 em k2 :

� Expandindo k2 em série de Taylor em torno do
ponto (xn , yn), obtemos:

2 2 2( , ( , ))  n n n nk f x c h y c hf x y= + +

Runge-Kutta de ordem 2

� Substituindo k2 em:

temos:
1 1 2 2( , , )n nF x y h b k b k= +

� Chamando:

A =
@fn
@x

+ fn
@fn
@y

<latexit sha1_base64="JBjd9e3qgS/Dtlc1RG1zKmd4/o8=">AAACM3icfVBdS8MwFE3n15xfUx99CQ5BEEY7BX0Rpr6ITxPcB6ylpFm6haVpSVKxlP4nX/wjPgjigyK++h9Mt4G6iQcCJ+fce5N7vIhRqUzz2SjMzS8sLhWXSyura+sb5c2tlgxjgUkThywUHQ9JwignTUUVI51IEBR4jLS94UXut2+JkDTkNyqJiBOgPqc+xUhpyS1fncFTaPsC4dSOkFAUMei7PPu+3WXwIJf+r0oy6JYrZtUcAc4Sa0IqYIKGW360eyGOA8IVZkjKrmVGyknziZiRrGTHkkQID1GfdDXlKCDSSUc7Z3BPKz3oh0IfruBI/dmRokDKJPB0ZYDUQE57ufiX142Vf+KklEexIhyPH/JjBlUI8wBhjwqCFUs0QVhQ/VeIB0hHo3TMJR2CNb3yLGnVqtZhtXZ9VKmfT+Iogh2wC/aBBY5BHVyCBmgCDO7BE3gFb8aD8WK8Gx/j0oIx6dkGv2B8fgGq/qr6</latexit>
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Runge-Kutta de ordem 2

Substituindo em 

F (xn, yn, h) = (b1 + b2)fn + b2c2hA+O(h2)
<latexit sha1_base64="gA9Wa8f1Y9pHdjOZuJocxYmqPLU=">AAACHnicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWIQWpcxURTdCVRB3VrAPaMchk2Y6oZnMkGTEMvRL3PgrblwoIrjSvzFtZ6GtBy6cnHMvN/e4EaNSmea3MTM7N7+wmFnKLq+srq3nNjbrMowFJjUcslA0XSQJo5zUFFWMNCNBUOAy0nB7F0O/cU+EpCG/Vf2I2AHqcupRjJSWnNzRZeHB4ft9XX4RnsKC61hwD7pOuQg9h48pxLp8eKZf1wX/rlx0cnmzZI4Ap4mVkjxIUXVyn+1OiOOAcIUZkrJlmZGyEyQUxYwMsu1YkgjhHuqSlqYcBUTayei8AdzVSgd6odDFFRypvycSFEjZD1zdGSDly0lvKP7ntWLlndgJ5VGsCMfjRV7MoArhMCvYoYJgxfqaICyo/ivEPhIIK51oVodgTZ48TerlknVQKt8c5ivnaRwZsA12QAFY4BhUwBWoghrA4BE8g1fwZjwZL8a78TFunTHSmS3wB8bXD29inHI=</latexit>

yn+1 = yn + hF (xn, yn, h)
<latexit sha1_base64="sPMVOM5X6gDqOeqIVqqaEAMyDr8=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBEqLSWpgm6EoiAuK9gHtCFMppN26GQSZiZiCN258VfcuFDErb/gzr9x2mahrQcunDnnXube40WMSmVZ38bC4tLyympuLb++sbm1be7sNmUYC0waOGShaHtIEkY5aSiqGGlHgqDAY6TlDa/GfuueCElDfqeSiDgB6nPqU4yUllzzIHFTXrJH8AImLoclOIDXxQeXl/WrPDh2zYJVsSaA88TOSAFkqLvmV7cX4jggXGGGpOzYVqScFAlFMSOjfDeWJEJ4iPqkoylHAZFOOrljBI+00oN+KHRxBSfq74kUBVImgac7A6QGctYbi/95nVj5505KeRQrwvH0Iz9mUIVwHArsUUGwYokmCAuqd4V4gATCSkeX1yHYsyfPk2a1Yp9UqrenhdplFkcO7INDUAQ2OAM1cAPqoAEweATP4BW8GU/Gi/FufExbF4xsZg/8gfH5A1VKlw0=</latexit>

Temos:

yn+1 = yn + h(b1 + b2)fn + b2c2h
2
A+O(h3)

<latexit sha1_base64="9HlUtPYysB7Wt5tOXud3j5t52j8="></latexit>

Runge-Kutta de ordem 2

Novamente, pela fórmula de Taylor, temos:

yn+1 = yn + y
0
nh+ y

00
n
h
2

2!
+O(h3)

= yn + fnh+


@fn

@x
+

@fn

@y
fn

�
h
2

2!
+O(h3)

= yn + fnh+A
h
2

2!
+O(h3)

<latexit sha1_base64="mB8Mo7ShNmCM/yK6HI4kcdaRHoQ="></latexit>
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Runge-Kutta de ordem 2

Comparando as equações:

yn+1 = yn + h(b1 + b2)fn + b2c2h
2
A+O(h3)

<latexit sha1_base64="9HlUtPYysB7Wt5tOXud3j5t52j8="></latexit>

yn+1 = yn + fnh+A
h
2

2!
+O(h3)

<latexit sha1_base64="DHSCDMhF3a0fYrVzYpGk8MjDQHI=">AAACGnicbVDLSgMxFM3UV62vqks30SJUCmWmFXQjVN24s4J9QB9DJs10QjOZIckIwzDf4cZfceNCEXfixr8xfSy09UByD+fcS3KPEzIqlWl+G5ml5ZXVtex6bmNza3snv7vXlEEkMGnggAWi7SBJGOWkoahipB0KgnyHkZYzuh77rQciJA34vYpD0vPRkFOXYqS0ZOet2E54yUrhBYxtDkvQ1ben6yXsugLhxOtX0qRymGrptuj1qyd2vmCWzQngIrFmpABmqNv5z+4gwJFPuMIMSdmxzFD1EiQUxYykuW4kSYjwCA1JR1OOfCJ7yWS1FB5rZQDdQOjDFZyovycS5EsZ+47u9JHy5Lw3Fv/zOpFyz3sJ5WGkCMfTh9yIQRXAcU5wQAXBisWaICyo/ivEHtKJKJ1mTodgza+8SJqVslUtV+5OC7WrWRxZcACOQBFY4AzUwA2ogwbA4BE8g1fwZjwZL8a78TFtzRizmX3wB8bXDw34nR8=</latexit>

Runge-Kutta de ordem 2

� Temos:

1 2

2 2

1

1
2

b b

b c

ì
ï + =
ï
í
ï
ï =
î

Método de Euler Melhorado

1 2 2
1 1    e   1
2 2

b b c= Þ = =

1 2 2
10 1   e   
2

b b c= Þ = =

Método de Euler Modificado
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Runge-Kutta de ordem 2

1

1 1 2 2

1

2 2 2 1

( , , )  
( , , )

( , )
( , )

n n n n

n n

n n

n n

y y hF x y h
F x y h b k b k
k f x y
k f x c h y c hk

+ = +
= +

=

= + +

1 2 2
10 1   e   
2

b b c= Þ = =

Método de Euler Modificado

Substituindo

Método de Euler Modificado

1 2

1

2 1

( , )
1 1,
2 2

n n

n n

n n

y y hk
k f x y

k f x h y hk

+ = +
=

æ ö= + +ç ÷
è ø
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Runge-Kutta de ordem 2

1

1 1 2 2

1

2 2 2 1

( , , )  
( , , )

( , )
( , )

n n n n

n n

n n

n n

y y hF x y h
F x y h b k b k
k f x y
k f x c h y c hk

+ = +
= +

=

= + +

Substituindo

Método de Euler Melhorado

1 2 2
1 1    e   1
2 2

b b c= Þ = =

Método de Euler Melhorado

( )

( )

1 1 2

1

2 1

2
( , )

,

n n

n n

n n

h
y y k k

k f x y

k f x h y hk

+ = + +

=

= + +
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Método de Euler Melhorado

y

x

ny

1L

)(xy

nx

1 'n n ny y hy+ = +
P

2L

®¬ h 1+nx

0L

L
1+ny

Runge-Kutta de ordem 4

( )

( )

1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

2
6

( , )
1 1,
2 2
1 1,
2 2
,

n n

n n

n n

n n

n n

h
y y k k k k

k f x y

k f x h y hk

k f x h y hk

k f x h y hk

+ = + + + +é ùë û

=

æ ö= + +ç ÷
è ø
æ ö= + +ç ÷
è ø

= + +
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EDOs no MATLAB

M-file: Método de Euler

function [X,Y]=euler(func,x0,y0,N,h)

X=zeros(1,N);
Y=X;
X(1)=x0;
Y(1)=y0;
for i=1:N

Y(i+1) = Y(i) + h*func(X(i),Y(i));
X(i+1) = X(i) + h;

end
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M-file: Runge-Kutta de ordem 4

function [X,Y]=rk4(func,x0,y0,N,h)

X=zeros(1,N);
Y=X;
X(1)=x0;
Y(1)=y0;
for i=1:N

k1 = func(X(i),Y(i));
k2 = func(X(i)+.5*h,Y(i)+.5*h*k1);
k3 = func(X(i)+.5*h,Y(i)+.5*h*k2);
k4 = func(X(i)+h,Y(i)+h*k3);
Y(i+1) = Y(i) + h*(k1+2*(k2+k3)+k4)/6;
X(i+1) = X(i) + h;

end

Exemplo - MATLAB

� Resolver o PVI:

◦ Plotar a solução do PVI usando o método de Euler.
◦ Plotar a solução do PVI usando RK4 
◦ Plotar a solução exata do PVI:

' 2
, 10; 0.2

(0) 2
y y x

N h
y
= - + +ì

= =í =î

( ) 1xy x e x-= + +
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Métodos do Tipo
Previsor-Corretor

Métodos do Tipo Previsor-Corretor

�

axbax
yxy
yxfy

=Î
î
í
ì

=
=

0
00

];,[,
)(

),('
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Métodos do Tipo Previsor-Corretor

�

Exemplo

�

' 2
, [0,0.3]; 0.1

(0) 2
y y x

x h
y
= - + +ì

Î =í =î
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Exemplo - Solução

� Inicialização (Método de Taylor)
◦ Tomando k = 2, temos:

Logo,

2
'

1 2!n n n n
hy y hf f+ = + +

2
' 1 ( 1)( 2) 1
f y x
f y x y x
= - + +
= + - - + + = - -

Exemplo - Solução

� Inicialização ( n = 0 ):

Assim: (x0 ,y0) = (0,2). Logo,

Temos que h=0.1. Segue que:

Finalmente,

0
'
0

2 (0,2) 2 0 2 0

' 1 '(0,2) 2 0 1 1

f y x f f

f y x f f

= - + + Þ = = - + + =

= - - Þ = = - - =

2
'

1 0 0 02!
hy y hf f= + +

2 3

1
(0.1) (0.1)2 (0.1)(0) (1) ( 1) 2.0048
2 6

y = + + + - =

1 (0.1,2.0048) 2.0048 0.1 2 0.0952f f= = - + + =
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Exemplo - Solução

� Cálculo de

P:
Logo,

� Cálculo de

Exemplo - Solução

�
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Exemplo - Solução

� Para n = 1, calculamos  

P:

Logo,

� Cálculo de

Exemplo - Solução

� Cálculo de

C:
Logo,

� Cálculo do erro:
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Exemplo - Solução

Portanto, a solução numérica do PVI é:

0 0.1 0.2 0.3
2 2.0048 2.0187 2.0408
2 2.00484 2.01873 2.04082

Métodos do Tipo Previsor-Corretor
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Sistema de EDOs

� Dado um Sistema de EDOs de 1ª ordem:

8
>>><

>>>:

y01 = f1(x, y1, y2, . . . , yn)
y02 = f2(x, y1, y2, . . . , yn)

...
y0n = fn(x, y1, y2, . . . , yn)

<latexit sha1_base64="KDyxuNhfKSn/e1BhqYu9wAEbkKY="></latexit>

Sistema de EDOs

� O PVI pode ser escrito na forma vetorial:
8
<

:

Y 0 = F (x, Y )

Y (x0) = Y0
<latexit sha1_base64="GyBHuj40XrBkOSJOuz189kLjkx0="></latexit>

Y = (y1, . . . , yn)>

Y 0 = (y01, . . . , y
0
n)

>

F = (f1, . . . , fn)>
<latexit sha1_base64="RUM3jFvTUegeDWou1sZJ6FEkd0o="></latexit>

com
Para resolver, basta aplicar
os métodos numéricos na
forma vetorial!
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Sistema de EDOs

� Exemplo: use o Método de Euler para
resolver o sistema

� Solução:

8
>><

>>:

z0 = 4z � 3y � x
y0 = z
z(0) = 0
y(0) = 1

, x 2 [0, 0.2], h = 0.1

<latexit sha1_base64="SaUqAA+VBSnvZZXf9MsPd1B5CXU="></latexit>

Y = (z, y)>?
<latexit sha1_base64="t8aIG1ApQnDqtHzDIUfKiiaxo1c=">AAACAHicbVDLSsNAFJ3UV62vqAsXbgZboYKUpC50IxbduKxgH9LGMplO26GTSZiZCDFk46+4caGIWz/DnX/jpM1CWw9cOJxzL/fe4waMSmVZ30ZuYXFpeSW/Wlhb39jcMrd3mtIPBSYN7DNftF0kCaOcNBRVjLQDQZDnMtJyx1ep33ogQlKf36ooII6HhpwOKEZKSz1zr3QHz2H58Tg6uo+7yg+S0kVBo2cWrYo1AZwndkaKIEO9Z351+z4OPcIVZkjKjm0FyomRUBQzkhS6oSQBwmM0JB1NOfKIdOLJAwk81EofDnyhiys4UX9PxMiTMvJc3ekhNZKzXir+53VCNThzYsqDUBGOp4sGIYPKh2kasE8FwYpFmiAsqL4V4hESCCudWRqCPfvyPGlWK/ZJpXpTLdYuszjyYB8cgDKwwSmogWtQBw2AQQKewSt4M56MF+Pd+Ji25oxsZhf8gfH5Ayy/k40=</latexit>

Y0 = (z0, y0)> = (0, 1)>
<latexit sha1_base64="bDbdqfz5YQiWTnuytR8LWWVdpDo=">AAACFHicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugq1QsZRMXehGKLpxWcE+pK1DJk3b0MyDJCOMQz/Cjb/ixoUibl2482/MtCNo64ELJ+fcS+49TsCZVAh9GZmFxaXllexqbm19Y3PL3N5pSD8UhNaJz33RcrCknHm0rpjitBUIil2H06Yzukj85h0VkvnetYoC2nXxwGN9RrDSkm0eFW5sBM9g8d5GpchGh7dxR/nBOJFQyfp5FnIatplHZTQBnCdWSvIgRc02Pzs9n4Qu9RThWMq2hQLVjbFQjHA6znVCSQNMRnhA25p62KWyG0+OGsMDrfRg3xe6PAUn6u+JGLtSRq6jO12shnLWS8T/vHao+qfdmHlBqKhHph/1Qw6VD5OEYI8JShSPNMFEML0rJEMsMFE6xyQEa/bkedKolK3jcuWqkq+ep3FkwR7YB0VggRNQBZegBuqAgAfwBF7Aq/FoPBtvxvu0NWOkM7vgD4yPb5ucmiM=</latexit>

Y 0 = (z0, y0)>
<latexit sha1_base64="xJoMHtHbhVavCSQ1MMrxvLjoxnM=">AAACAnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxM9hKK0hJ6kI3QtGNywr2IW0sk+m0HTqZhJmJEENx46+4caGIW7/CnX/jpM1CWw9cOJxzL/fe4waMSmVZ30ZmYXFpeSW7mltb39jcMrd3GtIPBSZ17DNftFwkCaOc1BVVjLQCQZDnMtJ0R5eJ37wnQlKf36goII6HBpz2KUZKS11zr3BbhOew9FA8jopHd3FH+cG4kNPomnmrbE0A54mdkjxIUeuaX52ej0OPcIUZkrJtW4FyYiQUxYyMc51QkgDhERqQtqYceUQ68eSFMTzUSg/2faGLKzhRf0/EyJMy8lzd6SE1lLNeIv7ntUPVP3NiyoNQEY6ni/ohg8qHSR6wRwXBikWaICyovhXiIRIIK51aEoI9+/I8aVTK9km5cl3JVy/SOLJgHxyAErDBKaiCK1ADdYDBI3gGr+DNeDJejHfjY9qaMdKZXfAHxucPzoeT1w==</latexit>

F =

✓
4z � 3y � x

z

◆

<latexit sha1_base64="QR1gyL0xL1wi8gX/BtSq3vUFRHE="></latexit>

Sistema de EDOs

� Solução (continuação): Método de Euler,

Yn+1 = Yn + hFn
<latexit sha1_base64="FluE1djxqoYsCfgHkB5KaO58vbw=">AAACBnicbVDLSsNAFJ34rPUVdSnCYCsIhZLUhW6EoiAuK9gXbQiT6aQdOpmEmYlQQldu/BU3LhRx6ze482+cpFlo64ELh3Pu5d57vIhRqSzr21haXlldWy9sFDe3tnd2zb39lgxjgUkThywUHQ9JwignTUUVI51IEBR4jLS98XXqtx+IkDTk92oSESdAQ059ipHSkmselbtuwiv2FF7CrsthBY7gjcvLxQyuWbKqVga4SOyclECOhmt+9QchjgPCFWZIyp5tRcpJkFAUMzIt9mNJIoTHaEh6mnIUEOkk2RtTeKKVAfRDoYsrmKm/JxIUSDkJPN0ZIDWS814q/uf1YuVfOAnlUawIx7NFfsygCmGaCRxQQbBiE00QFlTfCvEICYSVTi4NwZ5/eZG0alX7rFq7q5XqV3kcBXAIjsEpsME5qINb0ABNgMEjeAav4M14Ml6Md+Nj1rpk5DMH4A+Mzx88hpR2</latexit>

✓
zn+1

yn+1

◆
=

✓
zn
yn

◆
+ h

✓
4zn � 3yn � xn

zn

◆

<latexit sha1_base64="8Ox5TLfsCR4tQv3guceFN6Vq/YQ="></latexit>
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Sistema de EDOs

� Solução (continuação): para n = 0,

✓
z1
y1

◆
=

✓
z0
y0

◆
+ h

✓
4z0 � 3y0 � x0

z0

◆

<latexit sha1_base64="CpJ+B/SL8IxJcKAGudV7TldHaDI="></latexit>

✓
z1
y1

◆
=

✓
0
1

◆
+ 0.1

✓
�3
0

◆
=

✓
�0.3
1

◆

<latexit sha1_base64="bGC9IHPRExxMIG6U6+DmvmLiknc="></latexit>

x0 = 0, y0 = 1, z0 = 0
<latexit sha1_base64="E7XeDVwpgwPcBDBcWpc/5nl110w=">AAACEnicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWArKEhJ6kJBhKIblxXsBdoQJtNJO3QyCTMTMYY+gxtfxY0LRdy6cufbOEkraPWHgY//nMOZ83sRo1JZ1qdRmJtfWFwqLpdWVtfWN8zNrZYMY4FJE4csFB0PScIoJ01FFSOdSBAUeIy0vdFFVm/fECFpyK9VEhEnQANOfYqR0pZrHlRuXQueQeuwdwqTHO0M7yYurJS+5Zplq2rlgn/BnkIZTNVwzY9eP8RxQLjCDEnZta1IOSkSimJGxqVeLEmE8AgNSFcjRwGRTpqfNIZ72ulDPxT6cQVz9+dEigIpk8DTnQFSQzlby8z/at1Y+SdOSnkUK8LxZJEfM6hCmOUD+1QQrFiiAWFB9V8hHiKBsNIpZiHYsyf/hVatah9Va1e1cv18GkcR7IBdsA9scAzq4BI0QBNgcA8ewTN4MR6MJ+PVeJu0FozpzDb4JeP9C8tale8=</latexit>

✓
z2
y2

◆
=

✓
�0.3
1

◆
+ 0.1

✓
�4.3
�0.3

◆
=

✓
�0.73
0.97

◆

<latexit sha1_base64="9DaH8sP2eEVr5SLNiDMjfZ6sHtU="></latexit>

Sistema de EDOs

� Solução (continuação): para n = 1,

✓
z2
y2

◆
=

✓
z1
y1

◆
+ h

✓
4z1 � 3y1 � x1

z1

◆

<latexit sha1_base64="4ucDUDR1//lj5tt8bRtw9732dyY="></latexit>

x1 = 0.1, y1 = 1, z1 = �0.3
<latexit sha1_base64="ewXaTbccsLlfVVMghS7gzYCl39I=">AAACF3icbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAruNCQtAsFEYpuXFawF2hDmEwn7dDJhZmJGEPfwo2v4saFIm5159s4SSto6w8D3/znHGbO70aMCmmaX1phYXFpeaW4Wlpb39jc0rd3WiKMOSZNHLKQd1wkCKMBaUoqGelEnCDfZaTtji6zevuWcEHD4EYmEbF9NAioRzGSynJ0o3LnWPAcmoZ11DuDSX7J8T7HY9OowUrpR45eNg0zF5wHawplMFXD0T97/RDHPgkkZkiIrmVG0k4RlxQzMi71YkEihEdoQLoKA+QTYaf5XmN4oJw+9EKuTiBh7v6eSJEvROK7qtNHcihma5n5X60bS+/UTmkQxZIEePKQFzMoQ5iFBPuUEyxZogBhTtVfIR4ijrBUUWYhWLMrz0Oralg1o3pdLdcvpnEUwR7YB4fAAiegDq5AAzQBBg/gCbyAV+1Re9betPdJa0GbzuyCP9I+vgEfSpcR</latexit>
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Sistema de EDOs

� Solução (continuação): portanto,

xn 0 0.1 0.2

yn 1 1 0.97
zn 0 �0.3 �0.73

<latexit sha1_base64="Sl/Kv7gkn3hlpUH+OLBPqzxbuQE="></latexit>

EDOs de alta ordem

Dada uma EDO de ordem n:

y(n) = f(x, y0, y00, y(3), . . . , y(n�1))
<latexit sha1_base64="SyCfAJdtnf3F9wpkgAsgRWTa3tU="></latexit>

Com condições iniciais:

y(x0) = y0, y
0(x0) = y00, . . . , y

(n�1)(x0) = y(n�1)
0 ,

<latexit sha1_base64="3zljVOFgjQNbU24TfF5PklUMZZw="></latexit>

Como resolver essa equação para obter y?
Resp: tranformar em um sistema de 1ª ordem!
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EDOs de alta ordem

Vamos supor n = 2. Logo,

Para transformar a equação acima em um sistema
de 1ª ordem, vamos fazer a seguinte mudança de
variável:

8
<

:

y00 = f(x, y, y0)
y0(x0) = y00
y(x0) = y0

<latexit sha1_base64="3N8Ui0DUFnuYEdzsufEyxDUYmLk="></latexit>

y0 = z
<latexit sha1_base64="fi84zGOj7HzLSx99lusIXmgl9a0=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WeNX1aOXxVb0VJJ60ItQ9OKxgv2ANpTNdtMu3WzC7kaIoX/DiwdFvPpnvPlv3LQ5aOuDgcd7M8zM82POlHacb2tldW19Y7O0ZW/v7O7tlw8O2ypKJKEtEvFIdn2sKGeCtjTTnHZjSXHoc9rxJ7e533mkUrFIPOg0pl6IR4IFjGBtpH4VpWfoGj2hqm0PyhWn5syAlolbkAoUaA7KX/1hRJKQCk04VqrnOrH2Miw1I5xO7X6iaIzJBI9oz1CBQ6q8bHbzFJ0aZYiCSJoSGs3U3xMZDpVKQ990hliP1aKXi/95vUQHV17GRJxoKsh8UZBwpCOUB4CGTFKieWoIJpKZWxEZY4mJNjHlIbiLLy+Tdr3mXtTq9/VK46aIowTHcALn4MIlNOAOmtACAjE8wyu8WYn1Yr1bH/PWFauYOYI/sD5/ACqljyc=</latexit>

EDOs de alta ordem

Portanto,

8
>><

>>:

z0 = f(x, y, z)
y0 = z
z(x0) = z0
y(x0) = y0

<latexit sha1_base64="vx8H/uNy8sfJJ+KdJnkh23VYJ1Q="></latexit>
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EDOs de alta ordem

Exemplo: use o Método de Euler para
resolver

8
<

:

y00 = 4y0 � 3y � x
y0(0) = 0
y(0) = 1

, x 2 [0, 0.2], h = 0.1

<latexit sha1_base64="Gyz7m1n6EQcHUOodJg2BxgjllSY="></latexit>

Solução: fazendo temosy0 = z
<latexit sha1_base64="UGfZUeEAIpJanOp555jOvlGLMAA=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WeNX1aOXxVb0VJJ60ItQ9OKxgv2ANpTNdtMu3WzC7kaIoX/DiwdFvPpnvPlv3LQ5aOuDgcd7M8zM82POlHacb2tldW19Y7O0ZW/v7O7tlw8O2ypKJKEtEvFIdn2sKGeCtjTTnHZjSXHoc9rxJ7e533mkUrFIPOg0pl6IR4IFjGBtpH4VpWfoGj1VbdselCtOzZkBLRO3IBUo0ByUv/rDiCQhFZpwrFTPdWLtZVhqRjid2v1E0RiTCR7RnqECh1R52ezmKTo1yhAFkTQlNJqpvycyHCqVhr7pDLEeq0UvF//zeokOrryMiTjRVJD5oiDhSEcoDwANmaRE89QQTCQztyIyxhITbWLKQ3AXX14m7XrNvajV7+uVxk0RRwmO4QTOwYVLaMAdNKEFBGJ4hld4sxLrxXq3PuatK1YxcwR/YH3+AAkljxE=</latexit>

8
>><

>>:

z0 = 4z � 3y � x
y0 = z
z(0) = 0
y(0) = 1

, x 2 [0, 0.2], h = 0.1

<latexit sha1_base64="SaUqAA+VBSnvZZXf9MsPd1B5CXU="></latexit>

A solução segue pelo exemplo anterior.

EDOs de alta ordem

Exemplo: dada a equação

Transforme a EDO acima em um sistema de
1ª ordem

8
>><

>>:

y(3) = 2y00 + xy0 � yex + 1
y00(0) = 3
y0(0) = 1
y(0) = 0

<latexit sha1_base64="KpNLfUkGZkogVzbKOa3hrhcP2ek="></latexit>



7/12/20

50

EDOs de alta ordem

Solução: fazendo

y0 = z, z0 = w
<latexit sha1_base64="CE8oRQD+UCct+TOy32tXUE+W3RI=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV42vqBvBzWArdSElqQvdFIpuXFawD2hDmUwm7dDJJM5MlLTUjb/ixoUibv0Ld/6NSZuFth64cDjnXu69xwkZlco0v7Xc0vLK6lp+Xd/Y3NreMXb3mjKIBCYNHLBAtB0kCaOcNBRVjLRDQZDvMNJyhlep37onQtKA36o4JLaP+px6FCOVSD3joAjjUnV0Crt3EXLhqFSFD7Co63rPKJhlcwq4SKyMFECGes/46roBjnzCFWZIyo5lhsoeI6EoZmSidyNJQoSHqE86CeXIJ9IeTz+YwONEcaEXiKS4glP198QY+VLGvpN0+kgN5LyXiv95nUh5F/aY8jBShOPZIi9iUAUwjQO6VBCsWJwQhAVNboV4gATCKgktDcGaf3mRNCtl66xcuakUapdZHHlwCI7ACbDAOaiBa1AHDYDBI3gGr+BNe9JetHftY9aa07KZffAH2ucPOAGTgg==</latexit>

Temos
8
>>>>>><

>>>>>>:

w0 = 2w + xz � yex + 1
z0 = w
y0 = z
w(0) = 3
z(0) = 1
y(0) = 0

<latexit sha1_base64="+nyzhpQE7WXNgNpw+9CQVlW8W9M="></latexit>


