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Motivacdo: Pagerank

Medida de relevancia de uma pagina web (Brin & Page, 1998).
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Autovalores e Autovetores

Defini¢do (autovalor e autovetor)
Seja A uma matriz em M(n,n). Um escalar A € C é um autovalor de A
se existir um vetor v € R", com v # 0, tal que:

Av = Av.

O vetor v é chamado de autovetor associado a A. )
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Autovalores e Autovetores

Defini¢do (autovalor e autovetor)

Seja A uma matriz em M(n,n). Um escalar A € C é um autovalor de A
se existir um vetor v € R", com v # 0, tal que:

Av = Av.

O vetor v é chamado de autovetor associado a A.

Como calcular A? Através das raizes do polinémio caracteristico P(A)!

Av=Av=Alv & (A—Al)v=0 & det(A—Al) =0
P(A)

Defini¢do (espectro)

O espectro de A € M(n,n) é o conjunto formado pelo seus autovalores,
isto & A(A) = {A1, A2, ..., Ap}.




Método das Poténcias

Seja A € M(n, n) diagonalizavel, isto é, A possui autovalores Aq,..., A,

associados a um conjunto de autovetores {vi,...,v,} C R"” L.I. (com
HV,‘H2 =1 ,Vi).



Método das Poténcias

Seja A € M(n, n) diagonalizavel, isto é, A possui autovalores Aq,..., A,
associados a um conjunto de autovetores {vi,...,v,} C R"” L.I. (com
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Método das Poténcias

Seja A € M(n, n) diagonalizavel, isto é, A possui autovalores Aq,..., A,
associados a um conjunto de autovetores {vi,...,v,} C R"” L.I. (com
HV,‘H2 =1 ,Vi).

Além disso, vamos assumir que os autovalores estdo ordenados da seguinte
forma:

A1] >|A2] = A5] > - > | Ay

Objetivo:

» Calcular o autovalor dominante A1 e o seu autovetor associado vi.
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Método das Poténcias

Quociente de Rayleigh

O que acontece quando x é autovetor de A cujo autovalor é A?

x-Ax  x-Ax :/\||x||%

pix) = = =A
[ I A (21

1(x) fornece o autovalor associado a x!



Método das Poténcias

Processo lterativo

Dado um chute inicial x(©) € R” (ndo-nulo), calcule y(0) = xO /@),
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Dado um chute inicial x(©) € R” (ndo-nulo), calcule y(0) = xO /@),

Para k=1,2,... faca:

(

— X

XK = pylkeD) |y = X300 6 py(h)
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Método das Poténcias
Processo lterativo

Dado um chute inicial () € R" (ngo-nulo), calcule y(© = x©/|©),.

Para k=1,2,... faca:

(k)
(k) = X A — () py(k)

(k) — Ay(k—1) _ X7
X 1] 1
g AN MO

O vetor y(¥) & uma aproximac3o de v;.



Método das Poténcias

Processo lterativo

Dado um chute inicial () € R" (ngo-nulo), calcule y(© = x©/|©),.

Para k=1,2,... faca:

w_ X9

(k) _ py(k-1) _ _
X Y ' y ||X(k)||2 ' 1 y

O vetor y(¥) & uma aproximac3o de v;.

Note que pela recursdo acima temos:

1 1

(k) — glk) pky(0) (k) — -
e e T AR,




Método das Poténcias

Convergéncia

Afirmacao: y(K) — +vq



Método das Poténcias

Convergéncia

i=1 - ||X(0)||2

xD = Ay(0) = g0)A Y ;= B Y wiAv; = B Y widivi
i=1 i=1 i=1
yU =W Y wdn;, com O L
i=1

KO 2 xD]2

Assim por diante... até o passo k:

(k) — glk) ] aiAkvi,  com (k) = 1
Y A MO R MR




Método das Poténcias

Convergéncia

y O =B Y wiakvy = BUOAL | aqvy + ) ai
i1 '

Como [A1] > [Aj] = lim (Ai/a)* =0 = lim r¥) =0, logo
k—ro0 k—o0
lim y%) = lim ﬁ(k))\ll‘qul.
k—ro0 k—rc0

Agora precisamos mostrar que ﬁ(k)/\ll‘ocl — +1. Por outro lado,

P = AR, = Ak o), © ile

)\,1(061
[AK(aqvy +rK)) |2

Portanto, ﬁ(k)All‘ocl = — £1.



Método das Poténcias

Critérios de Parada

Dados € > 0 e kmax € IN, temos:

1. k = kmax
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Método das Poténcias
Critérios de Parada

Dados € > 0 e kmax € IN, temos:

1.k = Kmax
2. AU _ AW < g

3. teste de alinhamento (| cosf| ~ 1):

[ [ y*D -y 1] <e ]
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Exemplo 1

1 2
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Exemplo 1

Considere a matriz A = [ ; 3 ] . Use o Método das Poténcias para calcular o
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Solugdo: vamos escolher y(® = [1,0]T como chute inicial.

W= =3 215 ]=]3]



Método das Poténcias

Exemplo 1

Considere a matriz A = [ ; 3 ] . Use o Método das Poténcias para calcular o

autovalor dominante e seu autovetor correspondente, com ¢ = 0.1 para o teste de
alinhamento.

Solugdo: vamos escolher y(® = [1,0]T como chute inicial.

Vio,
X(l):Ay(O):{; g”é}:[é}#y S ”2:{3¢T0//1100}
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Exemplo 1
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Método das Poténcias

Exemplo 1

Considere a matriz A = [ ; 3 ] . Use o Método das Poténcias para calcular o

autovalor dominante e seu autovetor correspondente, com ¢ = 0.1 para o teste de
alinhamento.
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Exemplo 1

Considere a matriz A = [ ;’ 3 ] . Use o Método das Poténcias para calcular o
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Método das Poténcias

Exemplo 1

Considere a matriz A = [ ;’ 3 ] . Use o Método das Poténcias para calcular o

autovalor dominante e seu autovetor correspondente, com ¢ = 0.1 para o teste de
alinhamento.

Solugédo: vamos escolher y(®) = [1,0]T como chute inicial.
1) _ 0) _ 1 2 1 _ 1 _ \/ﬁ/lo
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Método das Poténcias

Exemplo 1

Considere a matriz A = [ ;’ 3 ] . Use o Método das Poténcias para calcular o

autovalor dominante e seu autovetor correspondente, com ¢ = 0.1 para o teste de
alinhamento.

Solugédo: vamos escolher y(®) = [1,0]T como chute inicial.
1) _ 0) _ 1 2 1 _ 1 _ \/ﬁ/lo
e | E e m—-

erro=||y®M .y —1|=0.6838 > ¢

2 a1 2 V10/10 | [ 7V10/10 2) _ @ [ 7v130/130
® = Ay = [ 3 2 } [ 3V10/10 ] - [ 9V10/10 ] =y =@/ s = 9v130/130

erro = ||y® .yW| = 1] =0.0570 < e = Ay ~ A2 =y . Ay = 40462



Aplicacdo: Pagerank

Processo Estocastico

Defini¢do (vetor estocastico) J

Um vetor p € R" com p; > 0 e Y[ pi = 1 é chamado de estocastico.
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Defini¢do (vetor estocastico)

Um vetorp € R" comp; >0 e Y ; pi =1 é chamado de estocastico.
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w




Aplicacdo: Pagerank

Processo Estocastico

Defini¢do (vetor estocastico)

Um vetorp € R" comp; >0 e Y ; pi =1 é chamado de estocastico.

Defini¢do (matriz estocastica)
Uma matriz A € M(n, n) cujos vetores coluna sdo estocasticos é chamada
de matriz estocastica. )

Proposicao
Se A € M(n,n) ep € R" sdo estocasticos ent3o:

1. o vetor Ap € R" é estocastico;

2. A =1 é um autovalor de A. |




Aplicacdo: Pagerank

Matriz Estocastica

Processo de Markov

» Dada uma matriz estocastica A e um distribuicio de probabilidade p(t) no
tempo t , podemos descobrir a distribuicdo no tempo t + k:

[ p(tH) — Akp(®). ]
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Matriz Estocastica

Processo de Markov

» Dada uma matriz estocastica A e um distribuicio de probabilidade p(t) no
tempo t , podemos descobrir a distribuicdo no tempo t + k:

[ p(tthk) = Akp(t) ]

Em uma cidade tém pessoas que s6 ficam em 3 estados: 1 (magra), 2 (gorda) e 3
(sarada). A distribui¢do inicial é dada por p(o) = (1/3,1/3, 1/3)T, suponha que a
matriz estocastica seja

Exemplo 4

/2 0 1/4
A= 0 1/2 1/4
1/2 1/2 1/2




Aplicacdo: Pagerank

Matriz Estocastica

Processo de Markov

» Dada uma matriz estocastica A e um distribuicio de probabilidade p(t) no
tempo t , podemos descobrir a distribuicdo no tempo t + k:

[ p(tthk) = Akp(t) ]

Em uma cidade tém pessoas que s6 ficam em 3 estados: 1 (magra), 2 (gorda) e 3
(sarada). A distribui¢do inicial é dada por p(o) = (1/3,1/3, 1/3)T, suponha que a
matriz estocastica seja

Exemplo 4

/2 0 1/4 1/4
A= 0 12 1/4 | = pM=ap@ =] 14
/2 172 1/2 1/2




Aplicacdo: Pagerank

Teorema de Perron-Frobenius

Teorema (Perron-Frobenius)

Seja A € M(n, n) uma matriz estocastica, entdo:
1. A =1 é o autovalor dominante de A;

2. O autovetor v associado a A possui todas entradas positivas ou

negativas. Em particular, para A existe um dnico autovetor que é
estocastico.




Aplicacdo: Pagerank

Teorema de Perron-Frobenius

Teorema (Perron-Frobenius)
Seja A € M(n, n) uma matriz estocastica, entdo:
1. A =1 é o autovalor dominante de A;

2. O autovetor v associado a A possui todas entradas positivas ou

negativas. Em particular, para A existe um dnico autovetor que é
estocastico.

Portanto, a convergéncia do Processo de Markov & assegurada gracas ao
Método das Poténcias, isto &,

pt) = v,

O autovetor v é chamado de vetor estacionario de A.



Aplicacdo: Pagerank

WWW

www.site5.com

Paginas da web podem ser representadas como um grafo direcionado.
» uma pagina é importante se paginas importantes tém link para ela;

> eleicdo: um link de A — B & um voto de A para B;



Aplicacdo: Pagerank

WWW

www.site5.com

Paginas da web podem ser representadas como um grafo direcionado.
» uma pagina é importante se paginas importantes tém link para ela;
> eleicdo: um link de A — B & um voto de A para B;

» visdo probabilistica do Pagerank: é a probabilidade de uma pagina web ser
visitada em certo instante de tempo durante um passeio aleatério infinito.



Aplicacdo: Pagerank

WWW

www.site5.com

Um grafo direcionado pode ser representado por uma matriz de
conectividade:

1 setem link j — i A=
a: —
v 0 caso contrério

O O OO oo
== O O OO
O = OOO

OO OO
OO R O RK




Aplicagdo: Pagerank

WWW

www.site5.com

Agora precisamos transformar A em uma “matriz estocastica” P:

0 0 13 0 0

o Jailg sec #0 1/ 0 13 0 0

Py 0 caso contrario p_| /20 0 0 0

0 0 13 0 1/2

. 0 0 0 12 0 1/

com 4= .Zla"f 000 0 2 1 0
im



Aplicacdo: Pagerank

www.site5.com

Para resolver os “becos sem saida” precisamos de um vetor d € IR":

0 0 1/3 0 0

1/n seci=0 /20 13 0 0
dj:{O contraie | S=| /20 0 00 gy

caso contrario 0 0 13 0 1/

0 0 0 1) 1/2

1=1[1...,1]" € R" 00 0 1/ 0



Aplicacdo: Pagerank

www.site5.com

Para resolver os “becos sem saida” precisamos de um vetor d € IR":

0 s 13 0 0

1/n seci=0 /o 1/6 1/3 0 0

d = { 5 J B s_ |2 Y 0 0 0
0  caso contrario =1l 0o s 13 0 1/2

0 Ys 0 12 1/2

1=[1,....1]" € R" 0 Y6 0 12 1 0



Aplicacdo: Pagerank
WWW

www.site5.com

Agora precisamos evitar ciclos no grafo modificando S de modo a tornar o
grafo irredutivel:

0 1/6 1/3 0 0
/2 1/6e 1/3 0 0 .
_ /2 1/6 0 O 0 11
G=al o s s 0 1/2 +(1_“)T
0 16 0 1/2 1/2

0 16 0 1/2 0



Aplicacdo: Pagerank
WWW

www.site5.com

---------

Agora precisamos evitar ciclos no grafo modificando S de modo a tornar o
grafo irredutivel:

0 1/2 13 0 0 /6 1/6 1/6 1/6 1l/6 1/6

/2 1/2 1/3 0 0 /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

_ /2 1/6 0 0 0 /6 1/6 1/6 1l/6 1/6 1/6
G=a) | /6 1/3 0 1 | T (1-a) Y6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 16 0 1/2 1/2 /6 1/6 1/6 1/6 1l/6 1/6

0 16 0 1/2 0 /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6



Aplicacdo: Pagerank

WWW

www.site5.com

Matriz Google:

N
G :oc(A-l—]ldT)—i-(l—oc)]%

Originalmente o valor escolhido para o peso foi & = 0.85.

P a funcdo eigs em scipy.sparse.linalg calcula os k autovalores e
autovetores de uma matriz quadrada.



	Pagerank
	Autovalores e Autovetores
	Método das Potências

