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Dados Amostrados e Continuos

» Amostragem: Dado um conjunto de dados continuos = produzimos uma amostragem de
dados;

» Reconstrugdo: Dado um conjunto de dados amostrados = obtemos uma versio aproximada
do dado continuo original (interpolagdo).
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Interpolacdo

Problema Basico de Interpolacio

Dado um conjunto de dados amostrados {x;, i} com (n+ 1) pontos:
> pontos x; € Q C R;

» valores amostrados f; = f(x;) € R.
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Interpolacdo

Problema Basico de Interpolacio

Dado um conjunto de dados amostrados {x;, i} com (n+ 1) pontos:
> pontos x; € Q C R;

» valores amostrados f; = f(x;) € R.

Determine uma funcdo F : Q — R tal que

[ fi=F(x), i=0,...,n. ]

» A fungdo F(x) é a fungdo interpoladora dos pontos dados;

» Os pontos x; sdo chamados de nés da interpolacio.



Interpolacdo

Uma forma de encontrar uma fung&o interpoladora que satisfaz f; = F(x;) é fazendo:

F(x) = fodo(x) + L d1(x) + - + fn dn(x) = z”: fic di(x)
k=0

em que ¢k :  — R sio chamadas de funcées base.
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Interpolacdo

Uma forma de encontrar uma fung&o interpoladora que satisfaz f; = F(x;) é fazendo:

F(x) = fodo(x) + A d1(x) + - + Fadn(x) = Y fi pu(x),
k=0

em que ¢k :  — R s3o chamadas de funcées base. Dessa forma,

fi = F(xi) = fo do(xi) + -+ + i ¢i(xi) + - - + fa dn(xi) -

Portanto, temos uma condicdo de ortogonalidade:

1, sei=k
¢k(x")_5"k_{ 0, sei#k




Interpolacdo Polinomial

Agora queremos encontrar um polindmio P,(x) de grau < n que satisfaz:

[ i = Elle) i=0,...,n. ]

O polinémio P,(x) é chamado de polinémio de interpolaggo.
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Dados (n + 1) pontos (xo, o), ..., (xn, fn) com xo < --- < xp, existe um dnico polinémio
Pn(x) = ap + a1x + axx?® + - - - 4 a,x" que satisfaz as condicSes acima.




Interpolacdo Polinomial

Agora queremos encontrar um polindmio P,(x) de grau < n que satisfaz:

[ i = Elle) i=0,...,n. ]

O polinémio P,(x) é chamado de polinémio de interpolaggo.

Teorema

Dados (n + 1) pontos (xo, o), ..., (xn, fn) com xo < --- < xp, existe um dnico polinémio
Pn(x) = ap + a1x + axx?® + - - - 4 a,x" que satisfaz as condicSes acima.

Como escolher fung¢des base ¢, (x) para obter P,(x)?



Forma de Lagrange

Assim, Pp(x) = ka dk(x) com f; = Pp(x;).
k=0



Forma de Lagrange

Assim, Pp(x) = kadn( x) com f; = Pu(x;).
k=0

Para isso, basta definir cada fungdo base ¢, (x) como um polinémio de Lagrange de grau < n:

¢k(x)—H X k=0,...,n.




Forma de Lagrange

Exemplo
Dada a fungdo tabelada y = f(x):

0 3
4

x| =2 5
y| 3 -2 4 2

Calcule o polinémio de interpolagdo com a forma de Lagrange usando todos os pontos da tabela.




Forma de Lagrange

Solucio:

P3(x) = 3¢o(x) — 2¢1(x) + 4¢2(x) + 2¢3(x)
¢0(X) _ x(x _3%(0x 5)

l(X) (x42)( x303)(x 5)

bo X) _ x+2)>§(x 5)

(
¢3(X) (X+2)X(X 3)



Forma de Lagrange

Solucio:

P3(x) = 3¢o(x)

—2¢1(x) + 4¢a(x) + 2¢3(x)

¢0(X) _ x(x—3)(x—5)

p1(x) =

$2(x)
P3(x) =

—70
(x+2)( x 3)(x 5)

_ x+2)x(x 5)

(x+2)x(x 3)

\

] o ¥ : 3
Polinémios de Lagrange




Estimativas de Erro na Interpolacdo

Teorema (erro na interpolagdo na forma de Lagrange)

Sejam f € C™1([a,b]), a=x0 < x1 < -++ < xp = b e Pp(x) o polinémio de interpolacio de
f(x) entdo

(n+1) n
En(x) = f(x) — Pn(x) = % (x —x),
i=0

onde £ = &(x) € (a, b).




Estimativas de Erro na Interpolacdo

Teorema (erro na interpolagdo na forma de Lagrange)
Sejam f € C"*Y([a, b]), a=x0 < x1 < --- < X, = b e P,(x) o polinémio de interpolacdo de
f(x) entdo

FE) 1
En(x) = f(x) — Pa(x) = YCEm g(x — i),

onde £ = &(x) € (a, b).

Corolario
> [Ex(x)| < oty I |00 TTEg Ix — il

> [|Enlloo < (njl)! £ oo (b — a)™+L




Estimativas de Erro na Interpolacdo

Exemplo

Se a fun¢do f(x) = cos(x) é aproximada por polinémio de grau 9 que interpola f em 10 pontos
no intervalo [0, 1], quéo grande & o erro de interpolagdo neste intervalo?
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Estimativas de Erro na Interpolacdo

Exemplo

Se a fungdo f(x) = cos(x) & aproximada por polindmio de grau 9 que interpola f em 10 pontos
no intervalo [0, 1], quéo grande & o erro de interpolagdo neste intervalo?

Solugdo: Vamos calcular um limitante superior para || Eg||o. Logo,

1
(o) _ (10) ()] = 1 < -— <28x107".
(R | trg[gﬁllf ()l = |Bollec < 101 %%

Sera que P, converge para f quando n — oo?



Fenémeno de Runge

Exemplo

Considere a funcio
1
fx)= —
0= 15

Calcule e plote no Python o polindmio de interpola¢do de f usando a forma de Lagrange com 5,
7 e 16 nés de interpolagdo igualmente espagados no intervalo [—1, 1].

x € [-1,1].




Fenémeno de Runge




Fenémeno de Runge

Conclusbes:

> N3o ha garantias que P, converge para f quando n — oo;

» Interpolacdo polinomial de alta ordem é instavel em uma distribuicio uniforme de nés.



Fenémeno de Runge

Conclusdes:

> N3o ha garantias que P, converge para f quando n — oo;

» Interpolacdo polinomial de alta ordem é instavel em uma distribuicio uniforme de nés.
Solucées:

» Usar uma distribuicdo ndo uniforme de nés que minimize o erro (nés de Chebyshev);

» Interpolagdo polinomial por partes (splines).



Visualizacdo de Pontos Dispersos: scatter plot

Dada uma nuvem de pontos {p;, f;} como visualizar esse conjunto?
> p; € RY : posicio
> f; = f(p;) € R : atributo escalar (fungdo discreta)
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Visualizacdo de Pontos Dispersos: scatter plot

Dada uma nuvem de pontos {p;, f;} como visualizar esse conjunto?
> p; € RY : posicio
> f; = f(p;) € R : atributo escalar (fungdo discreta)

p; = (€% sin(1026;), e% cos (10%6;)), 6; € [0,1]
fi = [Ipil?

scatter(x,y,sz,f): scatter plot 2D (matplotlib.pyplot)
ﬁ % x,y: vetores com as coordenadas dos pontos p; = (x;, ¥i);

% sz: tamanho dos circulos;
% f£: atribui os valores de f; para um mapa de cores;



Interpolacdo de Pontos Dispersos

Dada uma nuvem de pontos, como interpolar para um grid os valores de f;?

outlier
é
high
values

low values

.

point cloud



Interpolacdo de Pontos Dispersos: RBF

Funcdes de Base Radial

» Funcio real ¢; : RY M> R 25 R cujo valor depende apenas da distancia de um ponto ao
centro p; € RY.

» Radial Basis Function (RBF)
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[ st =ctio-n) |




Interpolacdo de Pontos Dispersos: RBF

Funcdes de Base Radial

» Funcdo real ¢; : RY — R 3R cujo valor depende apenas da distancia de um ponto ao

centro p; € RY.
» Radial Basis Function (RBF)

[ st =ctio-n) |

Exemplos:
» Poli-harménica: ¢(r) =rk, k=1,3,5,...
Distancia inversa: ¢(r) = /(1 +r)

)
Thin-plate spline: ¢(r) = r?In(r)
Multi-quadrica: ¢(r) = V' r? 4+ o2, com o > 0

>
>
>
» Gaussiana: ¢(r) = exp(—or?), com o > 0



Interpolacdo de Pontos Dispersos: RBF

No caso da RBF Gaussiana, o parametro o controla a forma (decaimento ou abertura) da RBF.
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Interpolacdo de Pontos Dispersos: RBF

Suporte Compacto

» Podemos definir uma regido com um raio de influéncia R e centro em p;, em que ¢; vale
zero fora dessa regido, i.e., p(r) =0,se r > R.




Interpolacdo de Pontos Dispersos: RBF

Suporte Compacto

» Podemos definir uma regido com um raio de influéncia R e centro em p;, em que ¢; vale
zero fora dessa regido, i.e., p(r) =0,se r > R.

Aspectos Computacionais: precisamos de algoritmos de busca de pontos vizinhos eficientes
(ex., KNN).



Interpolacdo RBF

Dada uma nuvem de pontos {p;, i} com N amostras, queremos obter uma fungdo interpoladora
F(p), tal que F(p;) = fj e

N
F(p) = X ¢i(p)
=1




Interpolacdo RBF

Dada uma nuvem de pontos {p;, i} com N amostras, queremos obter uma fungdo interpoladora
F(p), tal que F(p;) = fj e

N
F(p) = X ¢i(p)
=1

Logo, para obter F temos que descobrir os valores de \;. Por outro lado,

N
fi=F(pi)=>_Xajpi), i=1,...,N

J bij



Interpolacdo RBF

Portanto, para descobrir os valores de ), basta resolver o sistema linear abaixo:

b1 P12 - PN A1 fi
$21 P22 - an A2 fo

ONT On2 - ONN AN i



Interpolacdo RBF

Portanto, para descobrir os valores de ), basta resolver o sistema linear abaixo:

b1 P12 - PN A1 fi
$21 P22 - an | |k
ONT On2 - ONN AN i

from scipy.spatial import distance
P D = cdist(X,Y): distdncia entre os pontos dos conjuntos X e Y;

% D: matriz de distancias;
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Funcdes de Base Radial (RBF)

Afonso Paiva
ICMC-USP

Motivacao

Nuvem de pontos Encontrar uma superficie implicita
que interpola os pontos
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Reconstruction and representation of 3D objects with
radial basis functions (Carr et al., Siggraph 2001)

Representacao Implicita

flz,y) =2 +y* -1

flz,y) >0

C=f10) = {(z,y) € R f(z,y) = 0}
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Representacao Implicita

Superficie: f(x,y,z)=0
(Superficie Implicita)

Dentro: f(x,y,z)<0

Fora: f(x,y,z)>0

Uma secao de S

Calculo do vetor normal

S=f710)

Teorema: n

n =V f(xp)

Prova:

f(x0) = f(7(0)) =0= Vf(x0)-7'(0) =0
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Superficies Implicitas em CG

Flubber

- Disney, 1997

Star Trek VI

- Paramount, 1991 W

Por que usar superficies implicitas?

Operacgdes Booleanas
* Ohtake et al., 2003.
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Por que usar superficies implicitas?

Edicao Interativa (sketching)
* Schmidt et al., 2005.

Por que usar superficies implicitas?

Restauracao de Superficies
* Ohtake et al., 2003.

10
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Por que usar superficies implicitas?

Superficie Livre de Fluido
* Losasso et al., 2007.

11
Scanner 3D
Q/ i
Dados de Hermite
(posicdo + normal)
The Digital Michelangelo Project
12
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Reconstrucao via Superficies Implicitas

&)

Funcgao distancia com sinal

Dados de Hermite f(xy2) <0... dentro
f(xyz)>0.. fora
f(xy2) =0... pontos aproximados

13
ldéia Chave em RBF
Interpolar dados de Hermite em ]Rn-H
Depois tomar uma superficie de nivel dessa fungao.
14
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Interpolacao via RBF

N
fx) = 2_ Ajo(x,p))

Para obter os pesos A precisamos resolver um sistema linear.
Mas como é esse sistema linear???

15
° RBF Implicito
Pontos sobre a
superficie .
S=f7(0)
Offset da superficie
N
bi = f(pi) = ) Ajé(pi,p))
j=1
16
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Problema de Interpolacao RBF

Precisamos resolver o sistema linear:

N

J=1
aii a2 - a1N AL by
a2 Q22 - a2 N A2 b>
N Q2N ' QNN AN by

com a;j = ¢(pi>pj) = ¢ (|lpi — Pj||)

17

Problema de Interpolacao RBF

* Grandes problemas em RBF:
— numero de restrigdes aumenta com o numero de pontos;
— problemas de consumo de memdria e de tempo computacional;
— comprimento do offset;

mm

"?:3.. l

18
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Resultados

19
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