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Trelicas

Ponte 'The Little Belt’, Dinamarca

Torre Eiffel, Fraca
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Torre Eiffel



Modelagem Matematica

Como calcular as forcas exercidas pelas barras em

N ﬁezt Z .
\ cada né de uma trelica?




Modelagem Matematica

. Como calcular as forcas exercidas pelas barras em
cada né de uma trelica?

')
>

Equilibrio estatico

A soma das forcas que as barras fazem em cada né
i e em cada diregdo (1 e 2 em 2D) mais a forga
externa no né e na diregao deve ser zero.




Modelagem Matematica

. Como calcular as forcas exercidas pelas barras em
cada né de uma trelica?

Equilibrio estatico

A soma das forcas que as barras fazem em cada né
i e em cada diregdo (1 e 2 em 2D) mais a forga
externa no né e na diregao deve ser zero.

Estratégia

» Entender o comportamento de uma barra

» Estender para toda estrutura




Ensaio de tracdo uniaxial

» Modelo experimental

. F(5L)
Strain hardening | Necking
Stress, o ' A
A \_/
Ultimate strength :
N
Fracture
Yield strength L+0L
Rise
Run /\
. - _ Rise
Young's modulus = Slope Run_ P
» Strain, €




Ensaio de tracdo uniaxial

» Modelo experimental » Moddulo de Young

(regime elastico)

Stress, o Strain hardening Necking E = 0-(6)
A ] : c
Ultimate strength : 7
. Material Médulo de
Fractl
< racture YOUﬂg (GPa)
Yield strength
Osso 14
' Aluminio 68
Rise

Ouro 77,2
Run Bronze 112
Aco 200
Young's modulus = Slope = % Grafeno 1050

» Strain, €



Ensaio de tracdo uniaxial

» Mddulo de Young
F(OL) o)  F/A  Flg

E = - -
A e AL/L,  AAL
S

L+46L

-



Ensaio de tracdo uniaxial

» Mddulo de Young

F(5L) £ oe)  F/A  Flo

A T ¢ AL/, AAL
N

» Tensdo uniaxial
L+oL AE tracdo (L > L
Fo2E -1, racao ( ~> 0)
Lo compressao (L < Lg)

2

-



Ensaio de tracdo uniaxial

» Mddulo de Young

F(5L) £ oe)  F/A  Flo
A e AL/l AAL
N
» Tensao uniaxial
L+4L AE tragdo (L > L
Fo2E -1, racao ( ~> 0)
Lo compressao (L < Lg)

P » Forcas atuantes




Uma barra

Para uma barra temos,

F‘v’b
i » Posicdo inicial: (X2, X?)
b v » Deslocamento: (i?, i)

) > Posicdo final: X2 = X7 + i@ e x> = XP + i

X — — — —
> Lo=||XP—X?|eL=|X+id"— X~ i

d AE = = xb—x2

> Fb = 7, (L= Lo)&p, onde & = ﬁ



Uma barra

Para uma barra temos,

F‘v’b
i » Posicdo inicial: (X2, X?)
b v » Deslocamento: (i?, i)
) > Posicdo final: X2 = X7 + i@ e x> = XP + i
X
> Lo=||XP—X?|eL=|X+id"— X~ i
= - - ob__za
> Fb = %(L — Lp)ésp, onde €, = ﬁ

Notem que:

> Fb estd em funcdo de i e i?

> Fb & n3o linear



Aproximacao Linear

> Ideia: Desenvolver Fb em série de poténcias em uf, u3, u?, u? e desprezar os
termos de ordem > 1 para obtermos o seguinte sistema de equacdes:

F? = Kuiuf + Kious + K13uf + K14ué7
F§ = Koyuf + Kaou3 + Kpzu? + Kogub
FP = Ka1uf + Kaaud + Kazu? + Kaqub
F2b = Kau§ + Kapus + Kas uf + K44u£’

Em forma matricial :

Ff Kii Ki2 Kiz Ku| |uf
F3| _ |Ka Ko Koz Koa| |u3
Fp K31 Kz Kiz Ksal| |ub

F$ Ki Kio Kz Kaa| |Ub



Como linearizar um modelo?

Polindmios de Taylor

Podemos aproximar uma func3o f suficientemente derivavel pelo polinémio

f//(Xo)
2!

f"(x0)

n!

Pnxo(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + (x = x0)* + -+ (x —x0)",

para x suficientemente préximo de xp.



Como linearizar um modelo?

Polindmios de Taylor

Podemos aproximar uma func3o f suficientemente derivavel pelo polinémio

f"(x0) f"(x0)
21 n!

(x—x0)2 +---+ (x —x0)",

Py (x) = f(x0) + '(x0) (x = x0) +

para x suficientemente préximo de xp.

Aproximacgdo Linear

Para valores de x suficientemente proximos de xp, uma funcio f derivivel pode ser

aproximada por
Ly, (x) = f(x0) + ' (x0)(x — x0)-



Linearizacao do vetor Forca

> Note que L e &, dependem de i? e i?



Linearizacao do vetor Forca

> Note que L e &, dependem de i? e i?

» Precisamos de uma aproximacao de primeira ordem:

OFPb b OFPb b
us;

OFb . OFb

a a
uq +
a
ous

u; + uy +
ou3 2 oub ! oub

Fb(i®, i) ~ Fb(0,0) +
——
0



Linearizacao do vetor Forca

> Note que L e &, dependem de i? e i?

FP = Z=(L — Lo)ésp

» Precisamos de uma aproximacao de primeira ordem:
OFb a+aﬁb a+aﬁb b+aﬁb )

u u u u
ou? t T Qug ? oub ! oub 2

Fb(i®, i) ~ Fb(0,0) +
0

» Apds calcular algumas derivadas parciais obtemos que

o AE a a a a a a
b N —(le—Xl)Ul—(sz—Xz)Uz+(Xf—X1)Uf+(X2[)—X22U§ e%ap
0 ~~

di d> di d>




Aproximacao Linear

. _1|% _ AE .
» Fazendo eV, = i [dz] e k= R temos que:

. di
Fba —k | — (X — X2) 0 — (Xb — X3) 3 + (X — X7) ub + (X — X3) ub [ ]
~————

/ ~

di d> di do



Aproximacao Linear

. _1|% _ AE .
» Fazendo eV, = i [dz] e k= R temos que:

. d1
o k|- (X~ XE)uf - (6~ X3)ud + (X~ XP)ub + (8~ x3)ut | |
di d> di do

» Sistema linear de uma barra:

Fla kd12 kdl dg —kd12 —kdl d2 Uf

Bl kdyd> kd22 —kdidr — kd22 u3

FP| = | —kd? —kdidy  kd?  kdidy | |uP

F2b —kdvdr — kd22 kdid> kd22 ué’
~——

———
F u

>



Caso global: exemplo

» Conectividade » Coordenadas
5
Conec Coord
1 3 0.0 0.0
. : 1 4 1.0 | 0.0
3 2 00110
4 2 10| 1.0
5 3 4 05120
3 4 3 5
4 5
1 4
2 3




Caso global: exemplo

» Calcular a forca que a trelica faz sobre o né 5.



Caso global: exemplo

» Calcular a forca que a trelica faz sobre o né 5.

3 4
uy ty
51 -2 -5 (6) Ug (7) Ug
F(a,ae,--,°)=| —-K £ + | —K 5
= u = u
5 5



Caso global: exemplo

» Calcular a forca que a trelica faz sobre o né 5.

3 4
u% u}1
1 u u
Fo(d* @, )= —K® |72 + | k™ |72
€00 €01
5 5

PP = — (KDud + kG0 + KD ut + KPud + (K + kDyug + (K + KD)ad)



Caso global: exemplo

» Calcular a forca que a trelica faz sobre o né 5.

3 4
uy ty
51 -2 -5 (6) Ug (7) Ug
F(a,ae,--,°)=| —-K £ + | —K 5
= u = u
5 5

PP = = (KiDud + ki + i+ kGG + (k55 + KDad + (k9 + K50

» De forma aniloga

6 6 7 7 6 7 6 7
F=- (Kzgl)uf + Kzgz)US + Kil)“f + K£2)“§ + (K£3) + K§3))U% + (K£4) + K§4))Ug>



Caso global: exemplo

» Calcular a forca que a trelica faz sobre o né 4.

uy uy up uy
4 2 u3 4 | U3 5 u3 7 | U5
Fr=|—K® 2| +[-KD 3] | +[-K® 3] | +|-K|?2
- Uy - iy - Uy - uy
4 2 4 5

U]/ 4 us] /) u3 |/ 4 us]/



Caso global: exemplo

» Calcular a forca que a trelica faz sobre o né 4.

uj uf uj uf
4 2 u3 4 | U3 5 u3 7 | U5
S S bl R B T B SRR Il Bl e S
U1 ty uy u3
2 4 5
U2 3 U2 1 U2 3 U2 1
4 _ 2 1 2 1 4 2 4 2 5 3 5 3
Fi = —K51u1 — Kjyu; — Kizug — Kiqus — K3pug — Khus —

(K35 + Kiy + K33 + K{1)uf — (K3, + Kih + K34 + Kib)us — Kisup — K{,u3

» De forma aniloga
4 _ 2 1 2 1 4 2 4 2 5 3 5 3
Fi = —Kiaui — Kipu; — Kyzup — Kypus — Kpyuy — Kghus —

—(K33 + K3+ Kz?s + K3 )ut — (Kiy + Koo + Kiy + K3p)us — K23U1 Kiau3



Sistema linear global

» Aplicando as condi¢cdes de equilibio em toda a estrutura resulta no seguinte
sistema de equacoes lineares:

Eglo = _ég/ogglo
_ [Fl 1 2 2 5 517
Fglo_[Fl Fy Ff F Fi F2]
1,2 5 517
Uglo = [U1 u uyp u; uy “2]



Sistema linear global

» Aplicando as condi¢cdes de equilibio em toda a estrutura resulta no seguinte

>
>

Kiy + Kfy
K31+ K3y
0

0
K

lo
Ky + K
K3+ K3
0
0
Kl

sistema de equacoes lineares:

Eglo = T Dglotglo

K

u

T

u% .. u{’ ug]
Kllﬁ K114
Ky K3a
Ki Ki
K K3

2
1 1
Kis+ Kfy + K+ Kfy Kl + Ky + Ky + K,

1
K43

+ K3+ K3, + KS
5

Kia + K3y + K3 + K3,
K>
32

K33+ Ky + K + Ky K, + Ky + K3, + K],
Kig+ Kiy + Kis + K3y Ky + K3, + Ky + Ky
7 7

31
Kiy

K] 2
Kb

0 0
0 0
0 0
0 0
Kpy K
K3y K3
Kiy Kiy
K. K,

Ky + Kiy K+ Ky



