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Interpolacdo em Células de um Grid

Objetivo: dada uma funcio f; amostrada nos vértices i do grid, queremos
calcular uma funcio interpoladora (linear por partes) F nas células do grid.
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célula fisica célula de referéncia



Interpolacdo em Células de um Grid

Objetivo: dada uma fungio f; amostrada nos vértices i do grid, queremos
calcular uma fungdo interpoladora (linear por partes) F nas células do grid.

> X

célula fisica célula de referéncia

Célula de Referéncia (C;)
> Vertices: vi = (0,0), vo = (1,0), v3 = (1,1), v4a = (0,1)
» Coordenadas: (§,7n)
> Fungdo base local: 1,3 ol ¢} :C =[0,1]> >R



Interpolacdo em Células de um Grid

Objetivo: dada uma fungio f; amostrada nos vértices i do grid, queremos
calcular uma fungdo interpoladora (linear por partes) F nas células do grid.

> X

célula fisica célula de referéncia

Célula Fisica (Cr)
> Veértices: p1, P2, P3, Pa
» Coordenadas: (x,y,z)
> Fungdo base global: ¢1,¢3, 43,01 : Cr CR® = R



Interpolacdo em Células de um Grid

Objetivo: dada uma fungio f; amostrada nos vértices i do grid, queremos
calcular uma fungdo interpoladora (linear por partes) F nas células do grid.

célula fisica célula de referéncia

Célula Fisica (Cr)
> Interpolagio: F =37 | fig}
» Restricdo: F(p;) =f;
> Ortogonalidade: ¢}(p;) = J;



Interpolacdo Linear

a

Qualquer ponto x no segmento ab pode ser obtido da seguinte forma:

x=(1-t)a+tb, comte][0,1]

Agora, dado um ponto x como obter o pardmetro t7?

,_Ix=al
Ib—al



Interpolacdo Bilinear

Precisamos mapear C, em C; = ABCD usando trans- "
formacgdes conhecidas como projetores.

> Mapear os lados £ =0 e £ = 1 nos lados
AB =r(0,1) e CD =r(1,7), respectivamente,
usando o projetor P¢ definido como:

Pe(r) = Pe(&,n) = (1= &) r(0,n) +£r(L,n) I

o
I

» Mapear os lados n =0 e p = 1 nos lados
AC =r(&,0) e BD = r(¢, 1), respectivamente, 8
usando o projetor P,, definido como:

Py(r) =Py(&n) = (L =n)r(§,0) +nr(&1) 1 c



Interpolacdo Bilinear

A interpolacédo bilinear é feita usando a transformagdo "
composta P;,Pg: I

Py(Pe(r)) = Pyp((1—€)r(0,m) +£r(Lm))

(1= &) Py(r(0,m)) + & Py(r(L,m))
(1=8I[(T=n)r(0,0)+nr(0,1)] ’ b
€11 =n)r(1,0) +nr(1,1)] I

(1-8) (1 —=n)r(0,0)+ (1 -¢)nr(0,1) ’

(1 —=n)r(1,0)+&nr(1,1) P
= 1-90-nA+(1-¢nB

+ ¢(1-n)C+¢nD

+ 040

v/\v’\

Problema: apenas os vértices A, B, C e D s3o pre-
servados, mas as fronteiras de Cr s3o substituidas por
segmentos de reta.



Interpolacdo Bilinear

Se p=(&,n) € C,, entdo a fungdo interpoladora pode ser escrita como:

4 =
_ o1 2&m) = (1=
D/(x.y) D!(x.y) D)(xy)

Como calcular F(x,y,z) se p=(x,y,z) € C¢?



Putting it all together
; n

T-1
) 1 Vs V3
v Cr
X T v1 V2 } E
0 1
célula fisica célula de referéncia

Precisamos definir uma transformagdo de coordenadas T : [0,1]> — R3
entre as células C, e Gy, tal que T(v;) = p;. Se T é linear, temos que:

4
(%,y,2)=T(En) =Y pi®(&n)
i=1




Putting it all together

Dada uma célula C¢, podemos construir uma aproximacio de classe C! por
partes da seguinte forma:

4
F(x,y,z) =Y fi¢}(x,y,z) com
i=1

1(T-1 C_ .
o (x,y.7) = (T (x,y,2)), se(x,y,z) € G, em que p; = T(v;)
0’ se (X’y72)¢cf




Coordenadas Baricéntricas

Definicio
O ponto v é o baricentro dos pontos v, ...,v, com pesos wy, ..., W, se

somente se
WiV + - WaV,

 owit o +w,

Os valores w; sdo as coordendas baricéntricas de v.

Coordenadas Baricéntricas Normalizadas

oy w;(v)
MY = T f )




Coordenadas Baricéntricas

Definicio
O ponto v é o baricentro dos pontos v, ...,v, com pesos wy, ..., W, se

somente se
WiV + - WaV,

Wit -t Wy

Os valores w; sdo as coordendas baricéntricas de v.

Coordenadas Baricéntricas Normalizadas

W,'(V)

MY = T f )

Logo, v =) ; Ajv; com »_; \; =1, isto & uma combina¢do convexa dos
pontos vy, -+, Vp.



Coordenadas Baricéntricas no Tridngulo

V3

Vi V2

Objetivo: dado x € T, queremos A1, Ay, A3 > 0 tal que:

AM+A+A3=1,

X = A1V1 + Aova + A3vs



Coordenadas Baricéntricas no Tridngulo

Precisamos resolver o sistema linear de ordem 3:

1 1 1 A1 1
1,1 1 _

v12 v22 v32 | =] x

vi Vi ov3 A3 X2

Pela Regra de Cramer a solugdo (tnica) é




Coordenadas Baricéntricas no Tridngulo

Precisamos resolver o sistema linear de ordem 3:

1 1 1 A1 1
1,1 1 _

v12 v22 v32 | =] x

vi Vi ov3 A3 X2

Pela Regra de Cramer a solugdo (tnica) é

Vi

Observacdo: se um \; < 0 entdo x esta fora do tridngulo T.



Tipos de Células

vertex line

3
Aﬂ =

quad

"T&

tetrahedron

o

rectangular solid (box)

T G OB WA UARC)

triangle ) i—1
Q T:L> Segmentos de Reta
TA’ h r:ctangle ) ‘ 1

®1(§) = 1-¢

p- K ’/ o3¢ = ¢

. iz
hexahedron

pyramid prism
- P—P
Tin'(p) = —H d

lp2 — p1|



Tipos de Células
b TAA B A=Y ek e

0
vertex line triangle i=1

n N n
8 Tilad Ps \ Tt 1
ﬂ . Tridngulos
3 y P2 0 1

[E
1(&m) = 1-€6-n

Pl
®3(&m) = ¢
""}_ﬁ .’\ ¢’%(f,2) =

tetrahedron hexahedron

quad rectangle

v P
Té‘" rectangular solid (box) pyramid prism

- A(p,p1,p2)  A(p, P2, P3) ) 1
T-1(p) = A(a,b,c) = =||(b — _
tri (p) (A(P1,P2,P3)’ A(P1,P2,P3) com (a7 ,C) 2”( a) X (C a)”

area



Tipos de Células
: G %A‘ " 4
L. Té‘»/lﬁ TZ»A &. L FR) = Y A9HTLAP)

vertex line triangle i=1
& Titad 1 Py N Tt 1
m / O T:L> Retangulos
Téi- B - " ! '
- - . ¢i(£ ; ng = (t - 5)()1 - 1)
et 1 A ®(&n) = £0-n
s A Tl w7 2\Ss
‘ * ®3(&m) = &n
tetrahed: T;i‘ : hexahedro: 1 ¢4(§7 77) - 77(1 B 5)
rectangular solid (box) pyramid prism

T-1

rect

_((P=p1) (P2 —p1) (P—p1)-(ps—P1)
(p)_( lp2—pall> 7 llpa—pal? )



Tipos de Células

TZ. . Té‘»m \ Tlé'l-p‘ P2 &‘» F(p) = Z fi CD}(Tt;tl(p))

vertex line triangle

i=1
) Tl ) o, < Trokt . '
ﬂ , O ; Tetraedros
Tli- P‘ pz ’ '
quad rectangle ' ¢%(£, 777 C) — 1 _ é- _ ,,7 _ C
T ¢ s Tidx A'/ q’%(f,ﬂ, ) = ¢
_‘ % . ¢3(£ m.¢) = m
£y im0 = ¢
tetrahedron hexahedron
B A Y
VZ
rectangular solid (box) pyramid prism

| det(b — a,c — a,d — a)|
6

1 V(p,p1,P3,Pa) V(P,P1,P2,Pa) V(p,P1,P2,P3)
tet (P) =

R R ) com V(a,b,c,d) =
V(p1,Pp2,P3,Pa) V(p1,P2,P3,Pa) V(p1,P2,P3,Pa) —

volume



Tipos de Células
/p2 it | "‘
£ \ . T;i,p’f !: —~ .

. 8
\;enex line " ‘ triangle ’ ' F(p) = Z ﬁ q)}( Tt;})];(p))
i=1
T::ﬂp b_, TZ,O b; Hexaedros
o ¢i§€,n, 9 = Gran-na-g
b AT T WA ®3(€,m,¢) = &1-—n)(1-¢
" B , ﬂ@ ) ekend = an-o
T‘Z» P2 ! ' ¢4]i(£7 m, C) = (1 - 5)77(1 - C)
letrahedro hexahedron ¢%(£7 7, C) — (1 _ 6)(1 _ n)c
d5(6,m,¢) = £ -n)
’/ 3(&,m¢) = &n¢
wg SHEmd) — (-

solid (box) pyramid

_((p=p1)-(p2—p1) (P—P1) - (P4+—P1) (P—P1) (Ps—P1)
Toor(P) = ( e P samr=a)



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Um conjunto discreto de dados D = { M, f;, ®;} & formado pelos vértices p; € R e
células C; de uma malha M, pela fungdo amostrada f; = f(p;) € R e pelas fungdes
base ®;. Assim, vamos calcular a derivada da fun¢o interpoladora F (reconstrugdo

de ) em D:

F(p) = Z f k()
k=1



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Um conjunto discreto de dados D = { M, f;, ®;} & formado pelos vértices p; € R e
células C; de uma malha M, pela fungdo amostrada f; = f(p;) € R e pelas fungdes
base ®;. Assim, vamos calcular a derivada da fun¢o interpoladora F (reconstrugdo

de ) em D:

FO) =D itn®) = 5 ()= f 2 (p)
k=1 ! k=1 !



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Um conjunto discreto de dados D = { M, f;, ®;} & formado pelos vértices p; € R e
células C; de uma malha M, pela fungdo amostrada f; = f(p;) € R e pelas fungdes

base ®;. Assim, vamos calcular a derivada da fun¢o interpoladora F (reconstrugdo
de ) em D:

. OF ~ 0
P)= D fetnlp) = 5 (p) = 25(p)
k=1 ! k=1 !

Pelo fato de ¢k(X1, . ,Xd) = q)k(T_l(Xl, .. ,Xd)) com T 1: &= f,'(Xl, . ,Xd),
temos:

o
8x ka k(€1,-~-7§d)



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Segue que pela Regra da Cadeia:

d

oF ) u . Zad)k O

“r — 3 YrkYS)

Ox; pa it 0&; Ox;

Na forma matricial:

OF &4 0% ., 0% [9%k
2% ox1  Ox1 ox1 0&1
oF n o6 0& .. O | | 9%
8?2 _ Z fk 8).<2 8?(2 . 8?(2 8.52
: -1 : : L :
OF 9 9% .. 9% | |09k
Oxq Oxqg  Ox4 Ox4 0y

& J/
-~

a7t
H T J
inversa de J; = [ o ]



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Exemplo: considere um grid uniforme no plano, onde cada célula tem ta-
manho (r1, ) e fungdes base Cb,l(.

n (P, p+r)
(1,1)

T oY m) =T (xy) = (m y‘—”z)

S X rn r
13

(0,0) (P, p)

60}

on

JSHS



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Exemplo: considere um grid uniforme no plano, onde cada célula tem ta-
manho (r1, ) e fungdes base Cb,l(.

n (p+r.p+r)
a,m

x _(XZPr YT P2
T ___T (Ea (Xay) ( n ) ra

(0,0) s (b, p)

9F 4 1 9 88;"1
| =S a] |

rn an



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Exemplo: considere um grid uniforme no plano, onde cada célula tem ta-
manho (r1, ) e fungdes base Cb,l(.

n (p+r.p+r)
(1,1
x — _
T __(i(',y) (Ea (Xay) = (—pl?w>
S X rn r
(0,0 s (P, p) 'r
1
aF 4 1 9 86;"1
HEAHIE:
Y k=1 r2 “on

PIEN =(1-A—n) 3(&m) =1 —n) 3(5n)=&n Pi(En) =n(1—¢)



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Exemplo: considere um grid uniforme no plano, onde cada célula tem ta-
manho (r1, ) e fungdes base <I>,1<.

1 (p+r P+, r)
(1,1

T &) : :(—X_”l,y—_pz)
. ( “Hxy)

n r2

(0,0) s (b, p)

9F 4 1 88;"1
950l 3%
k=1

r 8_77

O(Em) = (L& —n) d3(&m) =&(L—n) 3(&n) =& ®i(En) =n(1l - &)
e®i=n—1 9ed3=1-n &Pi=n b=

ol =¢—1  9,05=—¢ 9,0 =¢ 9P =1-¢



Calculo de Derivadas em Dados Discretos

Exemplo: considere um grid uniforme no plano, onde cada célula tem ta-
manho (r1, ) e fungdes base <I>,1<.

n (p1+ 0 pz+ r2)
(1,1

T e L (s,n)zr-l(x,y):(ﬂ,y‘—”z)

n r
=
(0,0) = (P, b))

—

h

> — f fa — fa — f r — £
VFz((l—n>2 R (R LAy 3k 2)
r n rn r

PIEN =(1-8A—n) 3(&m) =1 —n) 3(5m)=¢n Pi(En) =n(1—¢)
DePr=n—1 OeP3=1-n 0:P3=n 0:Pi=—n

ol=¢-1  90l=-¢ 90=¢ 90i=1-¢



Aspectos Computacionais

Problema: se um ponto p = (x,y,z) pertence a uma célula C; de uma
malha M, como localizar C; ¢ M?



Aspectos Computacionais

Problema: se um ponto p = (x,y,z) pertence a uma célula C; de uma
malha M, como localizar C; ¢ M?

Solugao:

» Grids Uniformes: ([%J , [%J , L%J)



Aspectos Computacionais

Problema: se um ponto p = (x,y,z) pertence a uma célula C; de uma
malha M, como localizar C; ¢ M?

Solucdo:
» Grids Uniformes: Q%J , [%J , L%D
» Grids Retangulares: use o comando find em cada direc3o;

» Malhas N3o-Estruturadas: encontre os vértices p; € M mais préximos
de p e depois encontre a célula com vértice p; a que contém p;

[idx,dist] = knnsearch(X,Y,’k’,k): encontra os k vizinhos mais
préximos em X para cada ponto em Y



