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Introdução



Ladrilhamentos periódicos com poĺıgonos regulares: rigidez & variedade



O problema é antigo: Kepler fez o primeiro tratamento formal em 1619



Vértices Arquimedianos
(∑n

i=1
ki−2
ki

= 2
)

n = 3 12 12

3

G

(3 · 122)

12

4

6

H

(4 · 6 · 12)

8

4

8

J

(4 · 82)

6 6

6

K

(63)

n = 4 12

4

3
3

L

(32 · 4 · 12)

12

3
4

3

M

(3 · 4 · 3 · 12)

6

3
4

4

N

(3 · 42 · 6)

6
4

3

4

P

(3 · 4 · 6 · 4)

6

3
3

6

Q

(32 · 62)

6

3

6

3

R

(3 · 6 · 3 · 6)

4 4

4 4

S

(44)

n = 5
4 4

3
3

3

T

(33 · 42)

43

4
3

3

U

(32 · 4 · 3 · 4)

6

3
3

3
3

V

(34 · 6)

n = 6
3

3
3

3
3

3

W

(36)



Teselaciones clásicas: 1-uniformes
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Representação inteira



Representação inteira: primeira etapa da tese



Filosofia da representação



Filosofia da representação



Ret́ıcula (rede): aristas alineadas con algunas direcciones básicas

ráıces de le unidad

ω12 = 1, ω = e
2πi
12

ωn = e
2πi
12

n, n ∈ {0, 1, . . . , 11}
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Coordenadas inteiras: vértices en Z[ω]

ω + ω10 + ω11 + ω0 + ω + ω2 + ω3 = ω11 + ω10 + ω3 + ω2 + 2ω + 1 = V −O
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Coordenadas inteiras: vértices en Z[ω]

ω + ω10 + ω11 + ω0 + ω + ω2 + ω3 = ω11 + ω10 + ω3 + ω2 + 2ω + 1 = V −O



Coordenadas inteiras

Vértices e vetores de translação podem ser
expresados como polinômios em ω.

Porém, podemos alcançar um vértice por
caminhos distintos...

Polinômios en Z [ω] podem se reduzir mod
ω4 − ω2 + 1 (12o polinômio ciclotómico)
para obter uma representação única!

Logo,

Z [ω] = Z1 + Zω + Zω2 + Zω3

ω0 = [ 1, 0, 0, 0]
ω1 = [ 0, 1, 0, 0]
ω2 = [ 0, 0, 1, 0]
ω3 = [ 0, 0, 0, 1]
ω4 = −1 + ω2 = [−1, 0, 1, 0]
ω5 = −ω + ω3 = [ 0,−1, 0, 1]
ω6 = −1 = [−1, 0, 0, 0]
ω7 = −ω = [ 0,−1, 0, 0]
ω8 = −ω2 = [ 0, 0,−1, 0]
ω9 = −ω3 = [ 0, 0, 0,−1]
ω10 = 1− ω2 = [ 1, 0,−1, 0]
ω11 = ω − ω3 = [ 0, 1, 0,−1]
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Polinômios en Z [ω] podem se reduzir mod
ω4 − ω2 + 1 (12o polinômio ciclotómico)
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Representação: periodicidade



Representação: equivalência por translação



Representação: região fundamental



Representação: sistema interligado de potos (Hilbert & Cohn-Vossen)



Representação: exemplos



3 1 −3 −2
0 1 3 1
0 0 0 0
1 0 0 −1
1 0 0 0
0 0 2 0
2 0 −1 −1
1 0 1 0
2 1 −2 −2
1 1 0 −1
0 1 2 0
2 1 −1 −2
2 1 −1 −1
1 1 1 −1
1 1 1 0
0 1 3 0
1 1 2 0
2 1 1 0
3 1 −1 −1
2 1 1 −1
3 1 0 −1



=

Galebach: t4105



Representação: exemplos

Sa&Sa: HLMP, Galebach: t4030

=



0 1 2 2
2 3 0 −2
0 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 2 1 0
0 2 1 1
0 2 2 1
1 2 1 1
1 2 1 0
1 3 1 0
1 3 1 −1
2 3 0 −1
2 3 1 −1
2 3 1 0
2 4 1 0







Quadrados e triângulos



Densidade: contém todas as de poĺıgonos regulares



Além disso...

▶ Quasicristais com simetria dodecagonal.

▶ Ladrilhamentos aperiódicos por substituição.

▶ Empacotamentos justos de ćırculos.

▶ Modelagem de materia mole.
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Por exemplo (Oxborrow & Henley, 1993)



Por exemplo (Impéror-Clerc et al., 2021)



Por exemplo (Archer et al., 2022)



Origami e duais restritos



Duais coloridos



Duais coloridos



Duais coloridos



Duais e triângulos coloridos



Operações de origami

Dobradura no dual

dobra

desdobra

Triângulos em Λ(ω, ω3)
+ etiquetas nas arestas
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Operações de origami



Operações de origami



Operações de origami



Equivalência dupla



Estrutura algebrica e

estratégias generativas



Etiquetas: restrições geomêtricas

a

b

e

d

c

f

aω10 + bω0 + cω2 + dω4 + eω6 + fω8 = 0, isto é:

(
1 1 0 −1 −1 0

−1 0 1 1 0 −1

)


a
b
c
d
e
f

 = 0.

ξ ∈ Z3h é o vetor de etiquetas do grafo hexagonal (triangular) con h caras (vértices).

ξ é um etiquetamento válido se e só se satisfaz as restrições geomêtricas em todos os
vértices, um sistema linear esparso de 2h× 3h:

Gξ = 0, ξ ≥ 0
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ξ é um etiquetamento válido se e só se satisfaz as restrições geomêtricas em todos os
vértices, um sistema linear esparso de 2h× 3h:

Gξ = 0, ξ ≥ 0



Estructura algebrica e origami



Estructura algebrica e origami



Estructura algebrica e origami

X4 X10

X1 X5



Estructura algebrica e origami



Estructura algebrica e origami



Estructura algebrica e origami



Estructura algebrica e origami



Estratégias generativas: inflação alternada



Estratégias generativas: inflação alternada



Obrigado LHF

Feliz aniversário!


