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Problema com restricdes de caixa

Vamos nos concentrar em problemas apenas com restricdes de caixa. Ou
seja, estamos interessados em resolver o seguinte problema:

Minimizar f(x) (1)
Sujeitaa xe€Q={x|l<x<u},

onde

o x,l,ue (RU{—00,+00})",

e f: R" — R funcio suave.
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Problema com restricdes de caixa

Como vimos, as condigdes necessarias de primeira ordem para que um
ponto x* seja solugdo para um problema do tipo

Minimizar f(x)
Sujeitaa ¢i(x)=0, i€, (2)
CI'(X) > 07 S Iv

com restricGes satisfazendo LICQ), é que exista um vetor \* tal que as
condicoes KKT sejam satisfeitas. Ou seja,

Vi L(x*,\*) = 0,
¢i(x*) = 0, Vieg,
ci(x*) > 0, Viel, (3)
>0, VieZ,
Nigi(x*) = 0, VieEUL.
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Problema com restricdes de caixa

A condicdo LICQ é a seguinte: dados um ponto x* e o conjunto de
restricdes ativas A(x*), dizemos que a condi¢do de qualificacdo de
restricdo de independéncia linear (LICQ) vale se o conjunto dos gradientes
das restri¢des ativas {V¢j(x*), i € A(x*)} é linearmente independente.

Note que, no caso do problema (1), que tem apenas restricdes de caixa, a
condicdo LICQ sempre pode ser satisfeita.
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Problema com restricdes de caixa

O gradiente de cada restricao é uma coluna da matriz identidade
multiplicada por 1 ou -1.

Dois gradientes de restricoes ativas seriam linearmente dependentes
apenas quando uma varidvel x; fosse igual tanto a seu limitante inferior
como ao seu limitante superior. Ou seja, apenas quando ¢; = x; = u;.

Neste caso, a varidvel x; é fixa e a restricdo /; < x; < u; pode ser
eliminada do problema.

Consideraremos, daqui em diante, apenas problemas (1) com ¢; < u;, para
todo i.
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Problema com restricdes de caixa

Assim, as condicGes necessarias de primeira ordem para que um ponto x*
seja solugdo de (1) sdo

VF(x*) - Z:eI[ Avei + ZIGI piei = 0,
-t > 0, Viel,
ui—x; > 0, Viel,,
AT > 0, Viel, (4)
pi > 0, Viel,,
)\T(X,' — E,‘) = 0, Viel,
pi(ui—x;)) = 0, Viel,,

com Z; e Z,, conjunto dos indices das restricdes /; < x;, {; € R e x; < uj,
ui € R, respectivamente. e; i-ésima coluna da matriz identidade.
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Problema com restricdes de caixa

Antes de prosseguir, vamos definir a projecdo ortogonal de um ponto x no
conjunto vidvel Q. Esta serd denotada por Pq(x).

xi, se £ < x; < uj,
PQ(X) = i, se x;j </,
uj, se Xxj > uj,
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Problema com restricdes de caixa

Note que um ponto x* satisfaz

se e somente se este ponto x* também satisfaz as condigdes KKT
(exercicio).
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Método do Gradiente Espectral Projetado

O método do Gradiente Espectral Projetado (SPG) é usado para resolver o
seguinte problema:

minimizar f(x)
sujeitaa  x € Q,

onde f é uma funcdo em C!, x € R" e Q é um conjunto convexo fechado.
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Método do Gradiente Espectral Projetado

Estamos interessados no caso em que €2 é uma caixa.

A idéia do algoritmo é a seguinte: na iteracdo k, calculamos uma direcao
de descida px € Q e fazemos uma busca linear para que xx + apx
satisfaca a condicdo de Armijo.

Quando isso acontece, temos 0 novo ponto i1 = Xx + v px € 2.

A diregdo py é calculada com base na projegdo ortogonal de —A(Vf(xk)
no conjunto 2, onde A\ (chamado de passo espectral) é um escalar
calculado a partir de informacdes fornecidas pelo ponto atual x, e pelo
ponto xx_1 da iterac3o anterior.
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Método do Gradiente Espectral Projetado

Método SPG: Dados xo € Q, € >0, 0 < Apin < Amax < 00, € € (0,3),
0<pr<pa<l

Passo 1: Faca k + 0.
Passo 2: Se ||Pq(xk — Vf(xk)) — xk|| < €, pare com xx como solug3o.
Passo 3: Calcule sy = xx — xk—1 € yxk = VFf(xx) — VI (xk—1)-

Passo 4: Se s; "y, < 0 entdo
faca Mg < Amax.

Sendo

. T
faca A\ < min {)\max, max{)\m,-,,, ﬁ}}

Passo 5: Calcule px = Pa(xk — MV F(xk)) — xk
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Método do Gradiente Espectral Projetado

Passo 6: Faca o <+ 1.

Passo 7: Se f(xk + apk) < f(xk) + caVf,] px entdo
faca ay + «.

Sen3o

faca o < apovo € [p12, p2a] € repita o Passo 7.

Passo 8: Faca xx41 ¢ Xk + i pk-
Passo 9: Faca k + k+ 1.

Passo 10: Volte para o Passo 2.
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Método do Gradiente Espectral Projetado

O valor obtido para A, possui alguma informacdo de segunda ordem da
funcdo objetivo. Na verdade, temos que

(i) I = argminp ||Dsk — ykl|
sujeitaa D =~l,

onde | é a matriz identidade.

. 1 e . . . ~
Ou seja, (E) | é a matriz diagonal que melhor aproxima a equac¢ao

secante (equagdo esta que é uma aproximagdo da hessiana da fungdo
objetivo).
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Método do Gradiente Espectral Projetado

Quanto a convergéncia do algoritmo do Gradiente Espectral Projetado,
temos que todo ponto de acumulagio da seqiiéncia {xx} gerada por ele é
um ponto estaciondrio restrito.
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Calculo do passo espectral inicial

Uma maneira de calcular A\g é calcular um x dando um passo muito
pequeno a partir de xg na diregdo de —Vf(xp).

Neste caso, esperamos que a fun¢do objetivo decresca e satisfaca a
condicdo de Armijo.

Por isso utilizamos, para calcular \g, os mesmos passos usados para
calcular Ay, considerando X como x, e xg como Xj_1.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme5720 - Otimizacao nao-linear 09 de novembro de 2010



Calculo do passo espectral inicial

Calculo do passo espectral inicial: Dados €/, €55s > 0 € x, € €.
Passo 1: Calcule cipeq = max{€res||X0||ocs €abs }-

Passo 2: Calcule X = xp — apeqVF(x0).

Passo 3: Calcule 3 = x — xg.

Passo 4: Calcule y = Vf(X) — Vf(xp).

Passo 5: Se 57y < 0 entdo
faca A\g < Amax-

Sendo

faca A\g < min {/\max, max {)\m,-,,, 2}}
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Calculo do tamanho de passo

Uma forma simples é calcular a < 5.

Uma forma mais interessante é utilizar a interpolacao quadratica
uni-dimensional g(w) tal que q(0) = f(xx), q(a) = f(xk + apxk) e
Vq(O) = Vf(Xk)Tpk.

Para obter apoyo, calculamos o minimo de g(w) e fazemos a salvaguarda
(lembre-se que estamos interressados em apovo € [p101, p2c]).

A seguir est3o os passos utilizados para a escolha de apovo utilizando a
interpolacao quadratica e salvaguarda:
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Calculo do tamanho de passo

Calculo do tamanho de passo: Dados py € R" direcdo de descida,
a>0ex; €.

. _ Oé2vf(Xk)Tpk
Passo 1: Calcule aien: = 2 (xktapi) — (k) —aV (k) Tpi)

Passo 2: Se (ttent > p10v) € (Qtent < p2cv) entdo
fa(,:a Qlnovo < Oltent-

Senido

faca apovo + 5.
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