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Determinac3o de raizes de funcdes

Estamos interessados em resolver o problema de encontrar uma raiz (ou
uma solugdo) de uma equagdo da forma

para uma dada funcio f : R — R.
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Método de Newton

Um dos métodos mais eficientes para a resolucido deste problema é o
Método de Newton (ou Método de Newton-Raphson).

H3 diversas formas de deduzi-lo, mas o faremos usando os polinémios de
Taylor.
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Método de Newton

Suponha que f € C?[a, b]. Seja py < [a.b] uma aproximacio da solucdo p
de f(x) =0 tal que f'(pp) #0 e |p — po| seja “pequenc”.

Considere o polindmio de Taylor de primeiro grau para f(x), expandido em
torno de pp e calculado em x = p,

£(p) = f(po) + (p — po)F'(po) + E=2LF"(¢(p)),

com £(p) entre p e pp.
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Método de Newton

Como f(p) = 0, temos que

0 = £(p) = F(po) + (p — po)F'(po) + LLL (£ (p)).

Supondo que o termo |p — po| seja “pequeno”, o termo envolvendo
(p — po)? é muito menor. Deste modo, temos

0~ f(po) + (P — Po)f’(po)-
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Método de Newton

Isolando p, temos

Assim, o Método de Newton consiste em, dada uma aproximacao inicial pg
da solugdo, gerar a sequéncia {px}32, dada por

f(px—
P = Pt = T

para k > 1.
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Método de Newton: dados uma aproximacio inicial pg, uma tolerancia
TOL > 0 e o niimero maximo de iteracoes Ny, devolve a solucdo
aproximada p ou uma mensagem de erro.

Passo 1: Faca k + 1.

Passo 2: Enquanto k < Njp, execute os passos 3 a 6:

Passo 3: Faca p < pg — :,((’;%)).
Passo 4: Se |p — po| < TOL ou % < TOL ou |f(p)| < TOL,

entdo devolva p como solugdo e pare.
Passo 5: Faca k < k + 1.
Passo 6: Faca pg < p.

Passo 7: Escreva “o método falhou apds Ny iteracdes” e pare.
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Interpretacao geométrica do Método de Newton

Geometricamente, o que o Método de Newton faz é o seguinte:

© Dado um ponto px_1, calcula a reta tangente a £ em pi 1.
@ Encontra o ponto pi_1 no qual a reta tangente passa pelo zero.

Q Toma py = pr-1.
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Método de Newton - exemplo 1

Considere a equacao

que tem solucao p = 2.

Note que

fx)=x>—4 e f'(x)=2x,
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Método de Newton - exemplo 1

f(z)

/ po=3
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Método de Newton - exemplo 1

f(z)

p2 = 2.006 )i py = 2.167
Po
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Método de Newton - exemplo 1

Usando ponto inicial pg = 3, a resolucdo desta equacgdo, usando o Método
de Newton, é dada por:

P1 = po — :/((I;;:))) =3 - )

pr=3— 32 ~ 2.16666667

_ flp) _ £(2.16666667)

_ 2.166666672—4 .
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Método de Newton - exemplo 1

Usando ponto inicial py = 3, a resolucdo desta equacdo, usando o Método
de Newton, é dada por:

Px f(p«)
3.00000000 | 5.00000000
2.16666667 | 0.69444444
2.00641026 | 0.02568212
2.00001024 | 4.09602097E—05
2.00000000 | 1.04858344E—10

WO NN ROl X
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Método de Newton - exemplo 2

Considere agora a equacgao

que tem solucao p = 0.

Note que
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Método de Newton - exemplo 2

Usando ponto inicial pyp = 1, a resolucdo desta equagdo, usando o Método
de Newton, é dada por:

f F(1
P1 = po — f/((F:,(;)) =1- f/((l))
p1=1- #_11,2) =2

P2=p— 1) =2 13

5 2e? ~
pr =2~ B4 ~ 2285714
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Método de Newton - exemplo 2

De fato, a sequéncia gerada pelo Método de Newton, neste caso, é dada
por

Pk = Pk pic1e ) = Pk—1 Pt
— i1 ,
e Pi1(1—-2p2 ) (1—2p;_,)

Note que, a partir de p, = 1, esta é uma sequéncia crescente. Ou seja, ela
nao converge para a solugcao p = 0!
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Método de Newton - exemplo 2

y /()

b - -
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Convergéncia

Seja f € C?[a, b]. Se p € [a, b] é tal que f(p) =0 e f'(p) # 0, entdo
existe um § > 0 tal que o Método de Newton gera uma sequéncia {px}?2,
convergente para p para qualquer aproximag¢3o inicial pg € [p — 0, p + J].

Mais ainda, se o Método de Newton converge, sua convergéncia é
quadratica.
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Método de Newton X Método de Ponto Fixo

Note que o Método de Newton é um caso particular do Método de Ponto
Fixo com pyx = g(pk—1), para o qual

g(Pk-1) = Pk—1— fi((ﬁ;iill))7

para k > 1.

Esta equacao mostra que o Método de Newton n3o pode ser aplicado
quando f'(pk_1), para algum k. De fato, veremos que o método é mais
eficiente quando ' estd longe de zero.
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Método de Newton X Método de Ponto Fixo - exemplo

Suponha que devamos obter uma aproximacdo de uma solugdo de
f(x) = cos(x) — x = 0.

Uma solucdo deste problema também é uma solucdo do problema de

ponto fixo x = cos(x). Existe apenas uma solugdo p para este problema
no intervalo [0, 7/2].

Podemos encontra-la usando o Método de Ponto Fixo, com pg = /4.
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Método de Newton X Método de Ponto Fixo - exemplo

Outra possibilidade é aplicar o Método de Newton para encontrar uma raiz
de f. Neste caso, px é dado por

cos(pk—1)—Pk—1

Pk = Pk—1 — —sin(px_1)—1 *

para k > 1.

A tabela a seguir fornece os valores p, obtidos usando o Método de Ponto
Fixo e o Método de Newton. Note que a convergéncia do Método de
Newton é muito mais rapida.
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Método de Newton X Método de Ponto Fixo - exemplo

pk (Ponto Fixo)

pk (Newton)

~NOoO Ok W N OX

0.7853981635
0.7071067810
0.7602445972
0.7246674308
0.7487198858
0.7325608446
0.7434642113
0.7361282565

0.7853981635
0.7395361337
0.7390851781
0.7390851332
0.7390851332
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