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Problema restrito

Em minimizacdo restrita, queremos minimizar uma funcdo de variaveis
reais a um valor real com restricGes aos valores das varidveis.

Ou seja, estamos interessados em resolver o seguinte problema:

Minimizar f(x)
Sujeitaa ¢i(x)=0, €€, (1)
CI(X) > 07 S Z>

onde
e x e R",
o f,ci: R" — R fungdes suaves,

o £ e I conjuntos de indices das restricdes de igualdade e desigualdade,
respectivamente.
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Problema restrito

Como no caso de problemas irrestritos, chamamos f de funcao objetivo.

Definimos o conjunto vidvel 2 como o conjunto dos pontos x que
satisfazem as restricdes. Ou seja,

Q={x|ci(x)=0,i€é&; ci(x)>0,ieT}.
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Soluc¢des locais e globais

Ja vimos que solucdes globais sdo dificeis de encontrar quando estamos
lidando com problemas irrestritos.

Esta situagdo poderia mudar ao acrescentarmos restricoes, ja que o
conjunto vidvel pode excluir minimizadores locais e pode ser
comparativamente mais facil encontrar minimizadores globais.

No entanto, acrescentar restricbes pode deixar o problema muito mais
dificil de ser resolvido.
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Soluc¢des locais e globais

Por exemplo, considere o problema

Minimizar ||x||3
Sujeitaa [|x|3 > 1.

Sem a restricdo, a funcdo objetivo é uma quadratica convexa, com apenas
um minimizador x* = 0.

Com a restricio, qualquer vetor x que satisfaga | x|| = 1 é solucdo do
problema. Ha infinitos minimizadores locais para n > 2.
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Soluc¢des locais e globais

Considere agora o seguinte exemplo:

Minimizar (x + 100)2 + 0.01x?
Sujeita a xp —cosx; > 0.

Sem a restricdo, o problema tem uma fnica solucio x* = (0, —100)".

Com a restricao, ha solucoes locais perto dos pontos

(x1,x2) = (km,—1), k =+1,£3,+5, ...
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Soluc¢des locais e globais

Definicdo de diferentes tipos de solu¢des locais sdo simplesmente extensdes
das definicGes correspondentes as de otimizacdo irrestrita. No entanto,
agora nos restringimos a pontos vidveis na vizinhanca de x*.

Temos a seguinte definic3o:

Um ponto x* é uma solugao local para o
problema (1) se x* € Q e existe uma
vizinhanga A de x* tal que f(x*) < f(x) para
todo x e N N Q.
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Soluc¢des locais e globais

De maneira similar, temos também as seguintes defini¢ces:

Um ponto x* é uma solugdo local estrita (ou

forte) para o problema (1) se x* € Q e existe

uma vizinhanca N de x* tal que f(x*) < f(x)
para todo x € N NQ, x* # x.
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Soluc¢des locais e globais

* 7

Um ponto x* é uma solu¢do local isolada para
o problema (1) se x* € Q e existe uma
vizinhanca NV de x* tal que x* é a Unica

solucdo local em N N Q.

Usaremos os termos solucao e minimizador como sindnimos.
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Suavidade

Suavidade, tanto da fung3o objetivo como das restrigdes, é importante
para caracterizar solugbes, como no caso de problemas sem restri¢coes.

Isso garante que a funcdo objetivo e as restricdes se comportam de

maneira razoavelmente previsivel, o que permite que os algoritmos fagam
boas escolhas para direcoes de busca.
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Suavidade

Quando uma func3o n3o € suave, ela possui “quinas” e “pulos” nos
pontos nao-diferencidveis.

Se fizermos o desenho de uma regido vidvel, geralmente observamos vdérias
“quinas”. lIsso significa que as func¢des de restricao que definem a regido
vidvel ndo sdo suaves?

A resposta, em geral, é n3o. Bordas ndo suaves podem, muitas vezes, ser
descritas por uma colecdo de funcdes de restricio suaves.
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Considere, por exemplo, a regido definida pela restricio ndo suave

Ixlle = Pal + Pl < 1.

Ela pode ser descrita como o conjunto de restricoes suaves

xitx<Lixx—x<1 —xx+x <1 —x—x <L

Em geral, as fungdes de restricao sdo escolhidas de modo que cada uma
represente uma parte suave da borda de €.
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Suavidade

Problemas de otimizagdo irrestrita ndo suaves podem, as vezes, ser
reformulados como problemas restritos suaves.

Considere o problema

Minimizar f(x) = max{x2, x}.

A func3o f possui “quinas’ em x = 0 e x = 1. A solucdo é dada por

x* = 0.
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Suavidade

Podemos obter uma formulagdo restrita e suave para o problema
adicionando uma varidvel artificial t e escrevendo

Minimizar t
Sujeitaa t> x,

> x2.

Estas técnicas de reformulacdo sdo comumente usadas quando f é o
maximo de uma cole¢do de fungdes ou quando f é a norma 1 ou a norma
infinito de uma func3o vetorial.
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Solucdes de problemas restritos

Para verificar como s3o caracterizadas as solu¢des de problemas de
otimizac3o restrita, veremos trés exemplos.

Uma definicdo que sera bastante usada é: dado um ponto vidvel x, a
restricao de desigualdade / € 7 é dita

@ ativa, se ¢i(x) =0e

@ inativa, se ¢;(x) > 0.
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Considere o problema de duas varidveis e uma Unica restricao de igualdade

Minimizar f(x) = x1 + x2 (2)
Sujeitaa c1(x) =x2+x2 —2=0.

Temos, entdo, que &€ = {1} e Z = 1.
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Podemos verificar que o conjunto vidvel é uma circunferéncia de raio v/2
centrada na origem - apenas a borda da circunferéncia, n3o seu interior.

A solucdo é x* = (—1,—1)". E facil ver que, a partir de qualquer outro
ponto na circunferéncia, podemos “andar’ por pontos viadveis que
fornecem valor de fung¢do objetivo menor.

Por exemplo, a partir do ponto x = (v/2,0)7, qualquer movimento em
sentido hordrio na circunferéncia produz decréscimo na fungdo objetivo.
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Podemos ver que, na solugdo x*, a normal da restricido V¢ (x*) é paralela
a Vf(x*). Ou seja, existe um escalar A\j tal que

VF(x*) = \iVer (x*). (3)

Neste caso, \i = —%.
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Podemos obter (3) examinando a aproximagdo de primeira ordem da série
de Taylor da fun¢ao de da restricdo.

Para manter viabilidade em relag3o a restri¢do ci(x) = 0, pedimos que
ci(x + d) = 0. Ou seja,

0= C1(X + d) ~ Cl(X) + VCl(X)Td = VCl(X)Td.
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Portanto, a direcdo d mantém viabilidade em relacdo a c1, em primeira
ordem, quando satisfaz

VCl(X)Td =0. (4)
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Além disso, queremos que a dire¢do d produza decréscimo na fungao
objetivo:

0> f(x+d)—f(x) = VFf(x)"d.

Ou seja,

Vi(x)Td < 0. ()
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Se, em um ponto x, existe uma dire¢do d que satisfaz (4) e (5), podemos

diminuir o valor da fungdo objetivo mantendo a viabilidade. Ou seja, xx
nao é um minimizador.

Dafi segue uma condicdo de otimalidade necesséria de primeira ordem para
problemas restritos:

se x* é solugdo de (1) entdo n3o existe direcdo
d que satisfaca tanto (4) como (5).
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

E possivel mostrar que, se uma direcio d ndo satisfaz nem (4) nem (5),
temos que Vf(x) e Vci(x) sdo paralelos. Ou seja, VI (x) = \1Vei(x),
para algum Ap.

Se esta condicdo n3do é satisfeita, a direcdo definida por

_{(,_ Vavam’
d= (’ NeGIl? )Vf(x)

satisfaz (4) e (5).
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Defina a fun¢do Lagrangiana como

,C(X, )\1) = f(X) - )\1C1(X).

Note que

VX,C(X, /\1) = Vf(X) — A1VC1(X).
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Podemos, ent3o, reformular a condicdo de otimalidade necessaria de
primeira ordem como

se x* é solugdo de (1), entdo existe um escalar
A7 tal que

Vo L(x*, D) = 0. (6)

O escalar A1 é chamado de multiplicador de Lagrange para a restricdo
Cl(X) =0.
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Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

Esta observacdo sugere que podemos encontrar solu¢es para o problema
restrito (1) procurando pontos estaciondrios da fungdo Lagrangiana.

Apesar de a condi¢do (3) ser necessaria para que um ponto x seja solugdo,
ela ndo é suficiente.

No exemplo (2), o ponto (1,1)7 satisfaz (3) com A; = 3. No entanto,
este ponto n3o é uma solugdo do problema. De fato, (1,1)7 é um
maximizador da funcdo f restrita a ¢3.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0212 - Otimizacao nao-linear 25 de outubro de 2010 26 / 65



Exemplo de problema com uma restricao de igualdade

N3o podemos tornar a condi¢do (3) suficiente apenas impondo uma
condic3o sobre o sinal de Aj.

Tome o problema (2), trocando a restricdo x¥ + x5 — 2 = 0 por
—x¢—x3+2=0.

A solucdo para este novo problema continua sendo (—1,—1)", j4 que o
conjunto vidvel é o mesmo do exemplo (2).

No entanto, o valor de A} que satisfaz (3) passa de A\] = —% para A} = %
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Considere agora uma pequena varia¢do do exemplo (2):

Minimizar f(x) = x1 + x2 (7)
Sujeitaa c1(x) =2—x2 —x2 > 0.

Temos, entdo, que £ =0 e Z = {1}.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Neste problema, o conjunto vidvel é tanto a borda como o interior do
circulo centrado na origem, de raio v/2.

Note que, para todo ponto x na borda da regido vidvel, a normal da
restricdo Vc1(x) aponta para o interior da regido vidvel.

Podemos verificar que a solucio para este problema ainda é
1

x* = (=1,-1)" e que a condicdo (3) vale para \} = 3.
No entanto, este problema com uma restricdo de desigualdade difere do
problema (2), que tem uma restricdo de igualdade, pelo fato de o sinal do

multiplicador de Lagrange ter significado, como veremos a seguir.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Mais uma vez, conjecturamos que um ponto x nao ¢ solucdo se podemos
encontrar uma direcdo d que mantém viabilidade e diminui o valor da
funcdo objetivo em primeira ordem.

A principal diferenca entre os problemas (2) e (7) estd em como lidar com
a viabilidade.

Como em (4), a direcdo d melhora a fungdo objetivo, em primeira ordem,
se VF(x)"Td < 0.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

A direcao d mantém viabilidade se

a(x) + Ve (x)Td > 0. (8)

Para determinar se uma diregdo d satisfaz (4) e (8), vamos considerar dois
casos:

© x estd estritamente no interior do circulo.

© x esta na borda do circulo.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Se x estd estritamente no interior do circulo, temos que ¢1(x) > 0.

Neste caso, qualquer dire¢do d satisfaz (8), dado que seu tamanho seja
suficientemente pequeno.

Em particular, sempre que V£ (x) # 0, podemos obter uma diregdo d que
satisfaz tanto (4) como (8) fazendo

VF(x
d = —a()wrgr-

Esta direcdo n3o existe apenas quando Vf(x) = 0.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Se x esta na borda do circulo, temos que ¢ (x) = 0.

Neste caso, as condigdes (4) e (8) se tornam

Vf(x)Td <0, Veci(x)Td > 0.

A primeira destas condi¢cGes define um semi-espaco aberto e a segunda
define um semi-espaco fechado.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Podemos verificar que estas duas regides ndo se intersectam apenas
quando Vf(x) e Vci(x) apontam para a mesma direcdo. Ou seja, quando

Vf(x) = MVeci(x), para algum A\ > 0.

Note que o sinal do multiplicador é importante neste caso.

Se a condigdo (4) fosse satisfeita para um valor negativo de A1, Vf(x) e
Vci(x) apontariam para diregdes opostas. Neste caso, as diregdes que
satisfazem as condigdes (4) e (8) formam um semi-plano aberto.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

As condi¢Bes de otimalidade tanto para o caso 1 (x no interior da regido
vidvel) como para o caso 2 (x na borda da regido vidvel) podem ser
resumidas usando a fungdo Lagrangiana.

Quando n3o existe uma direcdo de descida de primeira ordem viavel a
partir de um ponto x*, temos que

V«L(x*,A\}) =0, para algum A} > 0. (9)
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

Também pedimos que

Ajc(x*) = 0. (10)

Esta condic3o é conhecida como condicdo de complementaridade.

Ela implica que os multiplicadores de Lagrange \1 podem ser estritamente
positivos apenas quando a restricao correspondente é ativa.
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Exemplo de problema com uma restricao de desigualdade

No primeiro caso, temos que ci(x*) > 0. Entdo (10) pede que A} = 0.
Portanto, por (9), temos que Vf(x*) = 0, como queriamos.

No segundo caso, (10) permite que A] seja negativo, o que faz com que
(9) seja equivalente a (6).
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Considere agora uma variagdo do exemplo (7):

Minimizar f(x) = x1 + x2
Sujeitaa c1(x) =2 —xZ —x3 >0, (11)
CQ(X) =Xp > 0.

Neste caso, temos £ =0 e Z = {1,2}.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

O conjunto vidvel é composto pelos pontos com x» > 0 que pertencem ao
circulo centrado na origem e de raio V2.

A solucdo para este problema é x* = (—/2,0)7. Neste ponto, ambas as
restricoes sao ativas.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Pelos argumentos usados nos exemplos anteriores, concluimos que uma
direcdo d é vidvel e de descida, em primeira ordem, se d satisfaz as
condicbes

Vi(x)Td <0, Vc(x)Td>0,icT. (12)

E facil ver que nenhuma direcdo que satisfaz estas condicoes pode ser
encontrada em x = (—/2,0)7.

As condicdes Vcj(x)Td >0, i = 1,2, sio ambas satisfeitas apenas quando
d estd no quadrante definido por Vci(x) e Ve(x). Mas todo vetor d
neste quadrante satisfaz V£(x)"d > 0.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Vejamos agora como a fun¢do Lagrangiana e sua derivada se comportam
no problema (11) e na solugdo (—+/2,0).

Primeiramente, incluimos um termo adicional A;c;(x) na fungdo
Lagrangiana para cada restricdo adicional. Temos entdo

E(X, )\) = f(X) — )\1C1(X) — )\2C2(X),

onde A\ = (A1, \2)" é o vetor de multiplicadores de Lagrange.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

A extensdo da condigdo (9), neste caso, é

Vi L(x*,\*) =0, para algum A* > 0. (13)

A inequagdo A* > 0 diz que todas as componentes de \* devem ser
nao-negativas.

A condicdo de complementaridade para ambas as restricGes é

Aea(x*) =0, Mo(x*) =0. (14)
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Para x* = (—/2,0)7, temos que

Vf(x*)“], Vcl(x*)[ v } vq(x*)[‘”.

E facil verificar que, usando \* = (1/(2v/2),1)7, temos que
Vi L(x*, A*)=0e \* > 0.

Além disso, como c¢1(x*) = 0 e ca(x*) = 0, valem as condigbes de
complementaridade.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Vamos considerar agora outros pontos viaveis do problema (11) que n3o
s3o solucdo e analisar as propriedades da fun¢ao Lagragiana e de seu
gradiente nestes pontos.

Tomando o ponto x = (1/2,0)7, temos novamente que ambas as
restricbes sdo ativas.

No entanto, o gradiente da fun¢do objetivo Vf(x) ndo mais fica no
quadrante definido pelas condicdes Vc;(x)"d >0, i = 1,2.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Uma das direcGes vidveis de descida de primeira ordem a partir deste
ponto (ou seja, um vetor d que satisfaz (12)) é d = (—1,0)".

Para este valor de x é facil verificar a condicdo V,L(x,\) = 0 é satisfeita
apenas quando \ = (—1/(2v/2),1).

Note que a primeira componente de \ é negativa, entdo a condigdo (13)
ndo é satisfeita para x.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Analisemos agora o ponto x = (1,0)7, para o qual apenas a segunda
restricdo do problema (11) é ativa.

Neste ponto, a linearizacdo de f e ¢ fornece as seguintes condicdes para
que uma direcdo d seja vidvel e de descida em primeira ordem

a(x)+Vea(x)Td >0, c(x)+ Va(x)Td >0, Vi(x)Td<0.

(15)
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

A primeira desigualdade se torna

1+ Va(x)Td >0,

que pode ser satisfeita para qualquer d multiplicado por um escalar
positivo suficientemente pequeno.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Como

vit) = | 1], vato=|§].

e T ) L
é facil verificar que d = (—3, %) satisfaz (15) e é, portanto, uma direcio
vidvel de descida.
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Exemplo de problema com duas restricdes de desigualdade

Para verificar que x ndo satisfaz as condigGes de otimalidade (13) e (14),
note que, como ¢;(x) > 0, temos que A\; = 0.

Portanto, para satisfazer V,£L(x,\) = 0, precisamos encontrar \, tal que
Vf(X) - >\2VC2(X) =0.

Como n3o existe um valor de A\, que satisfaca esta equacdo, o ponto x
ndo satisfaz as condi¢es de otimalidade.
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Condicoes de otimalidade de primeira ordem

Os 3 exemplos apresentados sugerem algumas condi¢cdes para a
caracteriza¢do de solugBes para problemas de minimizagdo restrita (1).

Entre elas, V,L(x,\) = 0, a ndo-negatividade de \; para todas as
restricdes de desigualdade cj(x) e a condigdo de complementaridade
)\,‘C,‘(X) =0.

Vamos agora generalizar estas condi¢Ges e definir as condicoes de
otimalidade de primeira ordem de maneira mais rigorosa.
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Condicoes de otimalidade de primeira ordem

Para o problema geral de minimizagdo com restri¢des (1), a fungdo
Lagrangiana é dada por

L(x,A) = f(x) = D jceuz Aici(x)-

O conjunto de (indices das) restri¢des ativas .A(x), em qualquer ponto
viavel x, é a unido do conjunto de (indices das) restricdes de igualdade & e
os indices das restricdes de desigualdade que valem por igualdade em x:

A(x)=EU{ieI|ci(x)=0}
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Condicoes de otimalidade de primeira ordem

O vetor V¢i(x) é comumente chamado de vetor normal a restri¢do c¢j(x),
pois ele geralmente é perpendicular as curvas de nivel de ¢; em x e, no caso
de restri¢coes de desigualdade, ele aponta para o lado vidvel desta restri¢ao.

No entanto, é possivel que V¢;j(x) se anule devido a representacdo
algébrica de c;.

Com isso, A\;Vcj(x) = 0 para todo valor de \; e ndo aparece no gradiente
da fungdo Lagrangiana VL.
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Condicoes de otimalidade de primeira ordem

Por exemplo, se trocamos a restricdo c;(x) = x? + x5 — 2 = 0 pela
restricdo equivalente c1(x) = (x? + x5 — 2)2 = 0 no exemplo (2), temos
que Vci(x) = 0 para todo ponto viavel x.

Em particular, a condigdo V7 (x) = A\ Vci(x) ndo vale no ponto 6timo
(-1,-1)".

Geralmente fazemos suposi¢cdes chamadas condicdes de qualificacdo de
restricdo (constraint qualification) para garantir que este tipo de
comportamento degenerado ndo aconteca no ponto x em questado.
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Condicoes de otimalidade de primeira ordem

Uma condicao de qualificacdo de restricao, provavelmente a mais usada no
desenvolvimento de algoritmos, é a seguinte:

Definicdo 1 (LICQ): Dados um ponto x* e o conjunto de
restricées ativas A(x*), dizemos que a condicio de qualificacdo
de restricdo de independéncia linear (LICQ) vale se o conjunto

dos gradientes das restricées ativas {Vcj(x*), i € A(x*)} é

linearmente independente.

Note que, quando esta condicao vale, nenhum dos gradientes das
restricdes ativas pode ser nulo.
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Condicoes de otimalidade de primeira ordem

A condicdo LICQ nos permite definir condicdes de otimalidade para o
problema de programagdo nao-linear geral (1)

As condicdes a seguir sdo ditas de primeira ordem pois utilizam apenas
informagdo do gradiente da fung3o objetivo e das restri¢coes.
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Condicoes necessarias de primeira ordem

Teorema 1 (CondicGes necessarias de primeira ordem):
Suponha que x* seja uma solucdo local de (1) e que LICQ vale
em x*. Entdo, existe um vetor de multiplicadores de Lagrange

A*, com componentes \7, i € £ UL, tal que as seguintes
condicbes s3o satisfeitas:

Vo L(x*, \*) = 0,
c(x*) = 0, Vie&,
c(x*) > 0, VieT, (16)
Af> 0, Viel,
ANc(x*) = 0, VieEUL
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Condicoes necessarias de primeira ordem

As condigGes (16) sdo conhecidas como condigdes Karush-Kuhn-Tucker,
ou condicdes KKT.

Como a complementaridade implica que os multiplicadores de Lagrange
correspondentes as restricdes de desigualdade inativas sdo zero, podemos

omitir os termos com indices i ¢ A(x*) na primeira equagdo das condi¢des
KKT.

Ou seja, ela pode ser escrita como

0 = ViL(x*, \) = VFA(x*) = Y e sy MV (X7).
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Condicoes necessarias de primeira ordem

Um caso especial de complementaridade é importante e merece uma

definicao.

Definicdao 2 (Complementaridade estrita): Dada uma
solugdo local x* de (1) e um vetor \* que satisfaz (16),
dizemos que vale a complementaridade estrita se exatamente
um dos \¥ e cj(x*) € zero para cada indice i € Z. Em outras
palavras, temos que \* > 0 para todo i € Z N A(x").
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Condicoes necessarias de primeira ordem

Para um dado problema de programagao n3o-linear (1) e uma solugdo x*,
varios vetores \* podem satisfazer as condi¢des KKT (16).

No entanto, quando vale LICQ, o vetor A* étimo é dnico.
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Condicoes necessarias de primeira ordem

Como exemplo, considere o problema

Minimizar f(x) = (x1 — %)2 + (0 — %)4

Sujeitaa c(x)=1—-x3 —xx >0,
a(x)=1-x1+x >0, (17)
C3(X) =14+x1—x >0,
C4(X) 1+x1+x>0

A solucio para este problema é x* = (1,0)"
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Condicoes necessarias de primeira ordem

As duas primeiras restricbes sdo ativas em x*. Temos ent3o que

NI =
[
(9]

—
—

x
*

N—r
Il
—

\
—_
1
<
S
—~
X
*
~
Il
—
[l
[

VFi(x*) = [ B
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Condicoes de otimalidade de segunda ordem

Para definir as condicGes de otimalidade de segunda ordem, precisamos
definir o conjunto Fp(\*):

Vei(x)Tw=0, Vi€g,
we R(\) e Va(x*)Tw=0, Vie ANZ com \f >0,
Vei(x*)Tw >0, Vie ANT com \f =0,

com x* e \* que satisfazem as condi¢des KKT (16).
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Condicoes de otimalidade de segunda ordem

O conjunto Fy(A\*) contém as diregdes w que tendem a “aderir” as
restricoes de igualdade e as restricdes de desigualdade ativas para as quais
o multiplicador de Lagrange é positivo.

Com esta definicdo, podemos definir as condicGes necessdrias e suficientes
de segunda ordem para solu¢do do problema (1).
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Condicoes necessarias de segunda ordem

Teorema 2 (CondicGes necessarias de segunda ordem):
Suponha que x* seja uma solugdo local de (1) e que LICQ vale
em x*. Seja \* o vetor de multiplicadores de Lagrange tal que

as condicbes KKT (16) sdo satisfeitas e seja Fo(\*) definido

como anteriormente. Entdo

wT Vo L(x*, X )w >0, Yw € Fo(\¥).
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Condicoes suficientes de segunda ordem

Teorema 3 (Condicdes suficientes de segunda ordem):
Suponha que, para um ponto vidvel x* € R", exista um vetor
de multiplicadores de Lagrange A\* tal que as condicoes KKT

(16) séo satisfeitas. Suponha também que

wT Vo L(xX*, \)w > 0, Vw € F(\*), w #0.

Ent3o, x* é uma solugdo local estrita.
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