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Degenerescéncia

De acordo com nossa definicdo, em uma solucido basica devemos ter n
restricOes ativas linearmente independentes. Isso possibilita que haja mais

restricdes ativas (mas, claramente, apenas n delas podem ser linearmente
independentes).

Neste caso, dizemos que temos uma solucdo bdsica degenerada.

Em outras palavras, em uma solugdo basica degenerada ha mais restricGes
ativas do que o minimo necessario.
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Degenerescéncia

Definicao 1. Uma solugdo bdsica x € R" é chamada de degenerada se
mais de n restricbes sdo ativas em x.

Em duas dimensdes, uma solucdo bésica degenerada estd na intersecdo de
trés ou mais retas. Em trés dimensdes, estd na intersecdo de quatro ou
mais planos.

A presenca de degenerescéncia pode afetar muito o comportamento de
algoritmos para programacao linear.
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Considere o poliedro P definido pelas restricdes

xt + x + 2x3 <8,
X2 + 6X3 S 12,

x1 <4

x2 < 6,

X1, X2, X3 > 0.

O ponto (2,6,0) é vidvel e para ele 3 restri¢des sdo ativas:
xX1+x0+2x3<8, xp<6ex3>0.

Como os vetores correspondentes a essas restri¢des, dados por (1,1,2),
(0,1,0) e (0,0,1), sdo linearmente independentes, o ponto (2,6,0) é um
solucdo basica viavel.
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Ja o ponto (4,0, 2) é vidvel e para ele 4 restricdes s3o ativas:
xX1+x+2x3 <8, x0+6x3<12, x3 <4ex>0.

Existem vetores correspondentes a 3 destas 4 restricdes ativas que sao
linearmente independentes (por exemplo, (1,1,2), (1,0,0) e (0, 1,0)).

Portanto, (4,0,2) é uma solugdo bésica vidvel degenerada.
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Degenerescéncia em poliedros na forma padrao

Em uma solugdo basica de um poliedro na forma padrao, as m restricGes
de igualdade sao sempre ativas. Ent3o, para ter mais de n restricoes
ativas, é preciso que haja mais de n — m varidveis nulas.

Definicao 2. Considere o poliedro na forma padrio

P={x€ R"| Ax=b,x > 0} e seja x uma solugdo basica. Seja m o
ndmero de linhas de A, todas linearmente independentes. O vetor x é uma
solugdo basica degenerada se mais de n — m componentes de x forem
nulas.
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Considere o poliedro do exemplo anterior. Introduzindo as varidveis de
folga x4, x5, X6 € x7, podemos transforma-lo no poliedro na forma padrao
P = {x = (x1,x2,...,x7) | Ax = b,x > 0} com

1121000 8
0160100 12
A=l 100001 0 e b=1|
0100001 6

Para construir uma solucdo basica, precisamos escolher 4 colunas
linearmente independentes de A. Vamos escolher as colunas Aj, A, Az e
A7
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Resolvendo o sistema

1120 x1 8
0160 | | 12
1000 xs || 4|
0101 X7 6

temos (x1, x2, x3, x7) = (4,0,2,6). Definindo as varidveis ndo-b3sicas
x4 = x5 = xg = 0, temos a solugdo basica vidvel x = (4,0,2,0,0,0,6).

Note que esta solucdo é degenerada, ja que a varidvel xo = 0 e, por isso,
temos 8 restrigOes ativas em x.

Considere agora as colunas linearmente independentes A;, Az, Az e A7. A
solu¢do bdsica vidvel correspondente também é x = (4,0,2,0,0,0,6).
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nerescéncia em poliedros na forma padrao

O exemplo anterior sugere que podemos pensar em degenerescéncia da
seguinte maneira: definimos uma solucdo bdasica escolhendo n restrigces
linearmente independentes a serem satisfeitas por igualdade e, ao fazer
isso, percebemos que outras restricdes também foram satisfeitas por
igualdade.

Se as componentes de A e b sdo escolhidas aleatoriamente, as chances
disso acontecer sdo pequenas. Além disso, se modificamos um pouco os
coeficientes de restricdes ativas, a degenerescéncia pode desaparecer.

No entanto, em problemas praticos, as componentes de A e b possuem
uma estrutura especial, ndo aleatdria, e degenerescéncia é um fato mais
comum do que pode parecer.
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Degenerescéncia ndao é uma propriedade puramente

geométrica

A degenerescéncia ndo é uma caracteristica puramente geométrica,
independente da representacdo do poliedro usada.

Para ilustrar este fato, considere o poliedro na forma padrido
P= {(Xl,X27X3) ‘ x1—x0=0,x1 +x0 +2x3 =2, x1,Xp,X3 > 0}

O vetor (1,1,0) é vidvel e tem apenas uma componente nula (satisfaz a
restricdo x3 > 0 por igualdade). Portanto, é uma solugdo bésica vidvel
ndo-degenerada.
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Degenerescéncia ndao é uma propriedade puramente

geométrica

Ja o vetor (0,0, 1) é vidvel, mas tem 2 componentes nulas (satisfaz as
restrigdes x; > 0 e xo > 0 por igualdade). Portanto, é uma solugdo basica
vidvel degenerada.

Note que o mesmo poliedro pode ser escrito da forma (ndo-padrio)
P = {(Xl,Xz,Xg) ‘ X1 — Xp = O,Xl +X2 + 2X3 = 2, X1,X3 Z 0}

Para esta nova formulagdo, o vetor (0,0,1) é uma solu¢do bdasica vidvel
nao-degenerada, ja que satisfaz 3 restri¢Ges por igualdade: x; — xp =0,
x1 4+ x2 +2x3 = 2 e x3 > 0, todas elas linearmente independentes.
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Degenerescéncia ndao é uma propriedade puramente

geométrica

Como outro exemplo, considere uma solugdo bésica vidvel ndo-degenerada
x* de um poliedro da forma padrdo P = {x € R" | Ax = b,x > 0}, com
A € R™*" com linhas linearmente independentes.

Em particular, n — m componentes de x* sdo nulas.

Se considerarmos o mesmo poliedro escrito na forma

P={xe€ R"| Ax> b,—Ax > —b,x > 0}, na solugdo vidvel x* teremos
n — m componentes nulas e 2m restricoes de desigualdade satisfeitas por
igualdade, totalizando n — m 4+ 2m = n 4+ m restri¢Ges ativas em x*, das
quais n sdo linearmente independentes.

Ou seja, x* é uma solugdo basica vidvel degenerada.
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Degenerescéncia ndao é uma propriedade puramente

geométrica

Vimos que uma solugdo bdsica vidvel pode ser degenerada usando uma
representacdo de um poliedro e nao-degenerada usando outra.

No entanto, podemos mostrar que se uma solu¢do basica vidvel é
degenerada em uma representacdo na forma padrdo de um poliedro P, ela
serd degenerada em qualquer outra representacdo na forma padrdo de P.
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