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Como ja observamos, as solu¢bes 6timas de problemas de programacao
linear tendem a estar em “cantos” do poliedro sobre o qual estamos
otimizando.

Vamos agora apresentar trés maneiras diferentes de definir “cantos” e,
posteriormente, veremos que as trés s3o equivalentes.

Definicao 1. Seja P um poliedro. Um vetor x € P € um ponto extremo
de P se ndo podemos encontrar dois vetores y,z € P, ambos diferentes de
x, e um escalar A € [0, 1] tais que x = Ay + (1 — \)z.
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Vértices

Uma definicdo geométrica alternativa define vértice de um poliedro P
como a lnica solucdo étima de um programa de programacao linear com
conjunto viavel P.

Definicao 2. Seja P um poliedro. Um vetor x € P € um vértice de P se
existe um ¢ tal que c'x < ¢y para todoy € P, y # x.

Em outras palavras, x é um vértice de P se, e somente se, P estd em um
lado de um hiperplano {y | ¢y = c"x} que encontra P somente no
ponto x.
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Vértices

As definicGes 1 e 2 n3o sdo praticas de serem usadas em um algoritmo.

Gostariamos de ter uma definicdo que dependa da representacdo do

poliedro em termos de restrigdes lineares e que se reduza a um teste
algébrico.
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Vértices

Considere um poliedro P C R" definido em termos das restri¢Ges lineares
de igualdade e desigualdade

alx>b;, i€ M,
alx < bj, i€ My,
T _ .

a; x=>b;, i€ Mz,

com My, M, e M3 conjuntos finitos de indices, a; € R" e b; € R.

Definicao 3. Se um vetor x* satisfaz a,-Tx* = b; para algum i em My, M,
ou M3, dizemos que a restricdo correspondente é ativa em x*.
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Vértices

Se ha n restricdes ativas em um vetor x*, entdo x* é solucdo de um
sistema linear com n equag¢des e n incdgnitas.

Este sistema linear tem solugdo Unica se, e somente se, estas n equagdes
sao “linearmente independentes”.
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Vértices

Teorema 1. Sejam x* € R" e | = {i | a] x* = b;} o conjunto de indices
das restricdes que s3o ativas em x*. Ent3o, as seguintes afirmag¢des sdo
equivalentes:

(a) Existem n vetores no conjunto {a; | i € I} e eles sdo linearmente
independentes.

(b) O subespago gerado pelos vetores aj, para todo i € |, é todo R", isto

€, todo elemento de R" pode ser expresso como uma combina¢do
linear dos vetores a;.

(c) O sistema de equacdes a] x = b;, para todo i € I, tem uma solugdo
tnica.
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Prova do Teorema 1

Prova: Para mostrar que as afirmagdes (a), (b) e (c) sdo equivalentes,
vamos mostrar que (a) < (b) e (b) < (c).

Primeiramente vamos mostrar que (a) = (b).

Neste caso, temos que existem n vetores no conjunto {a; | i € I} e eles
sdo linearmente independentes.

Isso significa que estes vetores formam uma base de R".

Ou seja, o espago gerado pelos vetores a;, i € I, é todo o R".
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Prova do Teorema 1

Para mostrar que (b) = (a), basta notar que se o subespaco gerado pelos
vetores a;, para todo i € I, é todo R", temos um subconjunto destes
vetores que formam uma base para R”, ou seja, existem n vetores no
conjunto {a; | i € I} que sdo linearmente independentes.
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Prova do Teorema 1

Vamos agora mostrar que (b) = (c¢).

Neste caso, temos que o subespaco gerado pelos vetores a;, para todo
iel, étodo R".

Suponha, por absurdo, que o sistema de equacdes a,-Tx = b;, I €1, ndo
tem uma solucgdo unica. Sejam y e z solugcGes distintas deste sistema.

T

Temos entdo que a,-Ty = bj e aj z = b;. Ou seja, para todo i € /,

aly=alz=al(y-z)=0.
Portanto, d = y — z é um vetor n3o-nulo de R" ortogonal a todo o

subespaco gerado por a;. Como, por hipétese, este subespaco é todo o
R", temos um absurdo.
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Prova do Teorema 1

Vamos agora mostrar que (¢) = (b).

Temos que o sistema de equagdes a,-T

solucdo Unica, que chamaremos de X.

x = b;, para todo i/ € |, tem uma

Suponha, por absurdo, que o subespaco S gerado pelos vetores a;, para
todo i € I, ndo seja todo R". Ent3o existe um vetor ndo-nulo d € R" que
é ortogonal a S.

Temos ent3do que a,-Td =0, para todo i € /.
Assim, como a/ X = bj, temos a] (X +d) =a/x+a'd = b;+0=b;,
X nao

para todo i € I Ou seja, a soluc;ao
hipétese. [

é nlca 0 que contraria nossa
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Solugdes basicas vidveis

Em alguns momentos, abusaremos da linguagem e diremos que algumas
restricdoes sdo linearmente independentes. Com isso queremos dizer que os
vetores a; correspondentes as restricGes sdo linearmente independentes.

Usando este abuso de linguagem, podemos dizer que o item (a) do
Teorema 1 diz que existem n restricdes linearmente independentes em x*.

12 /30
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Solugdes basicas vidveis

Agora podemos definir um “canto” algebricamente, como uma solugdo
vidvel na qual existem n restricbes ativas linearmente independentes.

Como estamos interessados em solu¢des vidveis, todas as restricdes de
igualdade devem ser ativas.

Isso sugere o seguinte modo de ver “cantos”: primeiramente, impor que
todas as restricdes lineares sejam ativas. Depois, impor que uma
quantidade suficiente de restricGes seja ativa, para que haja n restri¢des
ativas linearmente independentes.
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Solugdes basicas vidveis

Com n restricOes ativas linearmente independentes, um unico vetor x* é
determinado.

No entanto, este procedimento ndo garante que x* seja vidvel, porque
algumas restricdes inativas podem n3o ser satisfeitas.

Neste caso, dizemos que temos uma solucao bdsica, mas ndo uma solucao
basica vidvel.
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Solugdes basicas vidveis

Definicao 4. Considere um poliedro P definido por equagdes e inequagoes
lineares e seja x* € R".

(a) O vetor x* é uma solucdo basica se:
(i) todas as equacdes de igualdade sio ativas;

(ii) das restricdes que sjo ativas em x*, existem n delas que sdo
linearmente independentes.

e x* é uma solucdo bdsica que satisfaz todas as restricées, dizemos
b) Se x* lucdo b tisfaz tod trig d
que x* € uma solucdo bdsica vidvel.
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Considere o poliedro {(x1,x2,x3) | x1 + x2 + x3 = 1; x1,x2,x3 > 0},
representado na figura abaixo.

X3

X2

X1
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Os pontos A, B e C sdo solugdes bdsicas viaveis.

O ponto D n3o é uma solucdo biasica, jd que ndo satisfaz restricio de
igualdade x3 + xo + x3 = 1.

O ponto E é vidvel, mas n3o é uma solucio basica, ja que as restricdes
ativas neste ponto sao apenas 2: x3 +x0 +x3=1¢e x3 = 0.

Note que, de acordo com a definicdo de solucdo basica, se a restricao

X1 + xo + x3 = 1 fosse substituida pelas restricdoes x; +x +x3 > 1 e

x1 4+ x2 + x3 < 1, o ponto D seria considerado uma solugdo basica, ja que
satisfaz 3 restricGes linearmente independentes: x; =0, xo = 0 e x3 = 0.
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Solugdes basicas vidveis

Definimos os “cantos” de poliedros de trés maneiras diferentes: duas
geométricas (ponto extremo e vértice) e uma algébrica (solu¢do basica
vidvel).

Felizmente, essas trés definicoes sdo equivalentes e, por isso, esses trés
termos podem ser usados indistintamente.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 19 de outubro de 2016 18 / 30



Solugdes basicas vidveis

Teorema 2. Sejam P um poliedro ndo-vazio e x* € P. Entdo, as

seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) x* é um vértice.
(b) x* € um ponto extremo.

(c) x* é uma solugcio bdsica vidvel.
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Prova do Teorema 2

Prova: Para mostrar que as afirmacgdes (a), (b) e (¢) sdo equivalentes,
vamos mostrar que (a) = (b), (b) = (¢) e (¢) = (a).

Sem perda de generalidade, vamos supor que P é representado por
restricdes da forma a/ x > b; e a] x = b;.

i
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Prova do Teorema 2

Vamos comegar mostrando que (a) = (b).

Suponha que x* seja um vértice de P. Pela definicdo de vértice, existe um
cc€ R"talque c"x* < c"y paratodo y € P, y # x*.

Considere y* € P, y2 € P, com y' # x* e y? £ x*, e 0 < XA < 1. Temos
que c"x* < cTyle cTx* < cTy? Assim, c"x* < cT(Ayt + (1 —\)y?).

Portanto, x* # Ay! + (1 — A)y2. Ou seja, x* n3o pode ser escrito como
uma combinacdo convexa de dois outros elementos de P e, portanto, é um
ponto extremo de P.
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Prova do Teorema 2

Agora vamos mostrar que (b) = (c), usando a contra-positiva.

Suponha que x* € P n3o seja uma solug¢do basica vidvel. Vamos mostrar
que x* n3o é um ponto extremo de P.

Seja I = {i | a] x* = b;}. Como x* ndo é uma solucdo basica, n3o existem
n vetores a;, com i € /, linearmente independentes.

Ou seja, o subespaco gerado pelos vetores a;, com i € I, é um subespaco
préprio de R". Entdo, existe um vetor ndo-nulo d € R" tal que a,-Td =0,
para todo i € /.
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Prova do Teorema 2

Seja € um escalar pequeno e positivo e considere os vetores y = x* + ed e
z=x*—ed.

Note que a]y = al z = b;, para todo i € .
Mais ainda, como x* € P, para todo i/ € | temos a,-Tx* > b; e, para €
pequeno o suficiente, também temos que a,-Ty > b;. Assim, para ¢

suficientemente pequeno, y € P. Analogamente, temos que z € P.

Note que x* = %(y + z). Portanto, x* é combinagdo convexa de dois
elementos de P. Ou seja, x* n3o é ponto extremo de P.
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Prova do Teorema 2

Finalmente, vamos mostrar que (c) = (a).

Suponha que x* € P seja uma solugdo bdsica vidvel e sejam
I ={i|alx*=b}ec=3 . a. Entdo temos

cTx* = Za,-Tx* = Zb,-.
iel icl
Além disso, para qualquer x € P, temos que a,-Tx > bj, para todo i, e
CTX:E a,-TXZZb,-.
icl icl

Ent3o, c"x* < ¢Tx para todo x € P. Ou seja, x* é solucdo étima de
minimizar ¢ x sujeita a x € P.
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Prova do Teorema 2

T T T

Note que ¢’ x* = ¢’ x se, e somente se, a/ x = b; para todo i/ € /.
Como x* é uma solugdo bdsica vidvel, existem n restrigdes linearmente
independentes ativas em x* e x* é a Utnica solucdo do sistema a/ x = b;,

i
i€l

Temos entdo que x* é o (inico minimizador de ¢’ x sujeita a x € P.
Portanto, x* é um vértice de P. [

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 19 de outubro de 2016 25 / 30



Solugdes basicas vidveis

Como um vetor é uma solucdo basica vidvel se, e somente se, ele é um
ponto extremo e a definicio de ponto extremo é independente da
representacdo algébrica do poliedro, podemos concluir que uma solucdo
basica vidvel também é independente da representacdo do poliedro.

Note que isso ndo é verdade para uma solucdo bdsica, como vimos
anteriormente.
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Nimero de solucdes basicas vidveis

Corolario 1. Dado um nidmero finito de restricées lineares de

desigualdade, sé pode haver um nimero finito de solugcdes bdsicas e
solugbes basicas viaveis.
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Prova do Corolario 1

Prova: Considere um sistema com m restri¢des lineares de desiguladade
que devem ser satisfeitas por x € R".

Em toda solucdo basica, existem n restricOes ativas linearmente
independentes.

Como n restricdes ativas linearmente independentes definem um tinico
ponto, diferentes solu¢des basicas correspondem a diferentes conjuntos
com n restricbes ativas linearmente independentes.

Portanto, o nimero de solu¢des basicas é limitado superiormente pelo
nimero de maneiras de escolher n restricGes dentre as m, que é finito. [J
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Nimero de solucdes basicas vidveis

Apesar do nimero de solugdes bésicas (e, consequentemente, de solugdes
basicas vidveis) ser finito, ele pode ser muito grande.

Por exemplo, considere o cubo {x € R" |0 < x; <1,i=1,...,n}. Ele é
definido usando 2n restricGes, mas tem 2" solucbes bdsicas vidveis.
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Solugdes basicas adjacentes

Duas solu¢des basicas distintas de um conjunto de restri¢cdes lineares em
R" sao chamadas de adjacentes se podemos encontrar n — 1 restricoes
linearmente independentes que s3o ativas em ambas as solugdes.

Se duas solugdes bésicas adjacentes sio vidveis, o segmento de reta que as
une é chamado de aresta do conjunto vidvel.
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