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Hiperplanos, semiespacos e poliedros

Vamos agora apresentar alguns conceitos importantes que serdo usados
para estudar a geometria de problemas de programacio linear.

Definicao 1. Um poliedro é um conjunto que pode ser descrito na forma
{x € R" | Ax > b}, com A uma matrizem R™*" e b um vetor em R™.

Como vimos anteriormente, o conjunto de pontos vidveis de um problema
de programacao linear pode ser definido usando a forma Ax > b.
Portanto, este conjunto é um poliedro.

Um conjunto da forma {x € R" | Ax = b, x > 0} também é um poliedro e
serd chamado de poliedro na forma padrio.
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Hiperplanos, semiespacos e poliedros

Poliedros podem se estender para o infinito ou estar confinados em uma
regido finita.

Definicao 2. Um conjunto S C R" € dito limitado se existe uma
constante K tal que o valor absoluto de cada componente de todo
elemento de S é menor ou igual a K.

Definicao 3. Seja a um vetor ndo-nulo em R" e seja b um escalar.
O conjunto {x € R" | a’ x = b} é chamado de hiperplano.

O conjunto {x € R" | a x > b} é chamado de semiespago.

Note que um semiespaco tem um hiperplano como borda.
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Hiperplanos, semiespacos e poliedros

Temos também que um poliedro é resultado da interseccdo finita de
semiespacos.

Lema 1. Considere o vetor a € R" e um hiperplano
S={xe€ R"|a"x=b}. O vetor a é perpendicular a todo ponto do
hiperplano S.

Prova: Tome dois pontos arbitrdrios y e z de S. Temos entdo que
a'ly=bea’z=b. Ouseja,a’y—a’z=b—b=0=a(y—2z)=0.

Portanto, a é perpendicular a qualquer vetor dire¢do que estd no
hiperplano. [J
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Conjuntos convexos

Definicao 4. Um conjunto S € R" ¢é convexo se, para todo x,y € S e
todo A € [0,1], temos que \x + (1 — \)y € S.

Note que se A € [0,1], Ax + (1 — \)y estd no segmento de reta que liga x
ay.

Portanto, um conjunto S é convexo se todo segmento de reta que liga dois
de seus elementos estd inteiramente contido em S.
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Conjuntos convexos

Definicdo 5. Sejam x!,...,x¥ vetores de R" e sejam M1, ..., \i escalares
n&o-negativos com Sk, \; = 1.

k P .
(a) O vetor ), \ix' é chamado de combinacdo convexa dos vetores
X1y eey Xk

(b) O casco convexo (ou fecho convexo) dos vetores x*, ..., x* é o

conjunto de todas as combinagdes convexas destes vetores.
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Conjuntos convexos

Algumas propriedades importantes sobre conjuntos convexos sao
apresentadas a seguir.

Teorema 1.

(a) A interseccdo de conjuntos convexos é convexa.
(b) Todo poliedro é um conjunto convexo.

(c) Uma combinagdo convexa de um nimero finito de elementos de um
conjunto convexo S também pertence a S.

(d) O casco convexo de um nimero finito de vetores é um conjunto
convexo.
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Prova do Teorema 1

Prova:

(a) Sejam S;, i =1, ..., k, conjuntos convexos. Seja S =Nk | S;.
Considere dois elementos x e y pertencentes a S.

Pela definicdo de S, temos que x,y € S;, parai =1,..., k. Como cada
S; é convexo, temos que Ax + (1 — \)y € S;, para todo A € [0, 1].

Portanto, Ax + (1 — A)y € S, para todo A € [0, 1], o que significa que
S é convexo. [
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Prova do Teorema 1

(b) Considere dois elementos y e z de um poliedro descrito na forma
{x € R" | Ax > b}, com A uma matrizem R™*" e b um vetor em
R™. Temos entdo que Ay > b e Az > b. Assim, para qualquer
A € ]0,1], temos

Ay + (1= Nz) =My + (1= XAz > b+ (1— A)b=b.

Portanto, Ay + (1 — A\)z também pertence ao poliedro, o que significa
que o poliedro é convexo. [

(c) Exercicio.

(d) Exercicio.
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