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Lista de exercicios 3 - gabarito

1. Definamos o conceito de dependéncia linear: se existe um colecdo finita de vetores z!, 22, ..., z* € IR"
e uma colecao finita de escalares aq, as, s, ..., ax sendo que nesta colecao nem todos sao iguais a zero,
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tal que a combinagao linear destes é nula, isto é, > apz® = 0, entdo diz-se que existe depéndencia linear.
k=1

Primeiramente, vamos mostrar que se um vetor, digamos ', pode ser expresso como combinacio

linear dos demais (22, ..., z%), entdo os vetores z!, 22, 23, ..., 2* sdo linearmente dependentes.
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Como z! pode ser escrito como combinacao linear dos demais, temos que z! = asz? + ... + agz”.

Entdo, —z!' 4+ awz? + ... + aaz® = 0. Como o vetor z! estd multiplicado por -1, os vetores z', 22, ..., 2*

sao linearmente dependentes.
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Agora vamos mostrar que se os vetores x,x“,z°,...,z" sd0 linearmente dependentes, entdao algum

vetor ' pode ser escrito como combinacéo linear dos demais. Como z!, 22,23, ..., 2F sdo linearmente
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dependentes, temos que apz® = 0, para a; nao todos nulos. Considere um dos vetores * com «; # 0.
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Temos que
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Ou seja, x* é combinagao linear dos demais vetores.

2. Consideremos que zt, 22, ..., 2% formam uma base IR" e que temos escalares aq, s, ..., i tais que
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0 nosso vetor arbitrrio y é expresso como uma combinacio linear, y = > apz®. Note que podemos
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escolher n vetores x* de forma que estes vetores sejam linearmente independentes. Suponha, sem perda

de generalidade, que estes sejam os n primeiros vetores z', ..., 2.

n
Esta combinacao linear é equivalente a y = 5 azz”
k=1
X uma matriz cujas colunas sao os vetores x*, i = 1,...,n, € & um vetor cujas componentes sao «;. Como

X é inversivel, temos que ov = X~ 1y.

e esta, por sua vez, é equivalente a y = Xa, com

3. Se S = {Azx|z € IR"} e queremos mostrar que S é um subespago de IR" com A dado, entdo queremos
mostrar que, para todo escalar «;,

a1 Azt + as Az + ...+ ap Az € S ¢ R™.

Considere y', y2, ...,y* € S e escalares o, i = 1,..., k quaisquer. Sabemos que existem z!, ..., 2% € IR"
tais que y* = Az', i =1,..., k.
Temos entao que



k k k
Zaiyi = ZaiAxi =A (Z aixi> e=s.
i=1 i=1 i=1
Portanto, S é um subespaco.

4. Seja m a dimensao de S. Se S é subespago proprio de IR", entdo m < n e existem n — m vetores
linearmente independentes de IR™ que sdo ortogonais a S. Vamos chamar estes vetores de b!,...,b" ™ e
seja B uma matriz cujas colunas sdo b',...,b" "™,

Note que, para todo elemento = de S, ao calcular Bz teremos o vetor nulo, ji que (b")Tx = 0 para
todo x € S. Além disso, para todo vetor y que nao esta em S, y pode ser escrito como uma combinacao
linear de b’. Ou seja, By # 0.

5. Como V é um subespaco afim m-dimensional, sejam s° € IR" e S C IR" um subespaco de dimensio
m tal que V = {5+ s°|s € S}. Como m < n, S é um subespaco préprio de IR". Entdo existem n —m
vetores de IR" linearmente independentes, ortogonais a S. Chame-os de aq, ..., Gn_m. Defina a; = aiTso.
Seja z € V. Temos que z = s + 5%, com s € S. Entao a! (s + s°) = al s + al s’ = al s" = «;, para
1=1,...,n—m.
Além disso, se aiTy =q; = aZTsO, parat = 1,...,n — m, temos que a
ortogonal a todos os a;. Entdo y — s° € S. Portanto, y € V.
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(y — s%) = 0. Ou seja, y — s é



