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Analise de sensibilidade

Considere o problema de programacdo linear na forma padrdo

minimizar ¢’ x

sujeitaa Ax = b,
x>0

e seu dual
minimizar p’b

sujeitaa plA<cl.

Vamos estudar agora a dependéncia que o custo 6timo e a solugdo étima
tém dos parametros A, b e c.
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Analise de sensibilidade

Isso é importante porque, na pratica, muitas vezes n3o temos toda
informac3o sobre o problema que queremos resolver e queremos prever o
que acontece quando alguns pardmetros mudam.

Muitos dos resultados que veremos a seguir podem ser estendidos para
problemas de programacao linear gerais. No entanto, por simplicidade,
consideraremos apenas problemas na forma padrdo, para os quais as linhas
de A s3o linearmente independentes.
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Analise de sensibilidade local

Considere que temos um problema programac3o linear. Suponha que
dispomos de uma base B associada a uma solucao 6tima x*.

Suponha que alguma entrada de A, b ou ¢ tenha sido modificada ou que
uma nova restricao ou varidvel tenha sido introduzida.

Veremos que condi¢cles devem ser satisfeitas para que a base B ainda seja
étima.

Se as condi¢Bes n3o sio satisfeitas, definiremos um algoritmo para
encontrar a nova solugcdo étima sem ter de resolver o problema do inicio.

Veremos que o Método Simplex sera atil para isso.
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Analise de sensibilidade local

Como B é uma base 6tima para o problema original, temos que as
condicoes

B™'b>0 (viabilidade)

cm—cfBTA>0" (otimalidade)

sdo satisfeitas.
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Analise de sensibilidade local

Quando o problema é modificado, verificaremos como essas duas
condicbes sdo afetadas.

Ao pedir que essas duas condigdes (viabilidade e otimalidade) sejam
satisfeitas para o problema modificado, obtemos condicGes para que a base
B seja étima para o problema modificado.
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Inclusao de uma nova variavel

Suponha que incluimos uma nova varidvel x,11, com uma nova coluna
correspondente A1, ao problema original.

Temos entdo o problema modificado

minimizar ¢’ x + Cn+1Xn+1
sujeita a  Ax+ Aptixpr1 = b,
x> 0.

Queremos determinar se a base B ainda é étima para este problema.
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Inclusao de uma nova variavel

Note que (x, xp+1) = (x*,0) é uma solugdo bésica vidvel para o novo
problema associada a base B. Ent3o, precisamos analisar apenas as
condi¢cdes de otimalidade.

Para que a base B continue 6tima, é necessério e suficiente que o custo
reduzido de x,11 seja ndo-negativo. Ou seja,

= Tp-1 T
Cnt+1 = Cp41 — Cp B An+1 >0".

Se esta condigdo € satisfeita, (x*,0) é uma solugdo étima do novo
problema.
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Inclusao de uma nova variavel

No entanto, se Cpy1 < 0, (x*,0) ndo é uma solugdo étima do novo
problema.

Para encontrar uma solugcdo étima, acrescentamos uma coluna, associada
a nova varidvel, ao tableau e aplicamos o algoritmo Simplex primal,
partindo da base B.

Tipicamente, uma solucao para o novo problema é encontrada em um
nimero pequeno de iteracles e esta abordagem é mais eficiente do que
comecar a resolucdo do novo problema do inicio.
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Exemplo 1

Considere o problema de programac3o linear

minimizar —5x; — x» + 12x3

sujeita a 3x1 + 2% + X3 = 10,
5x1 + 3x + x4 = 16,
X1, X2, X3, xgz > 0.

Uma solugdo Stima para este problema é x = (2,2,0,0) e o tableau
correspondente é

X1 X2 X3 Xa

1210 0 2 7
x=|2]1 0 -3 2
=20 1 5 -3
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Exemplo 1

Como as duas ultimas colunas de A formam uma matriz identidade, a
matriz B~ é dada pelas duas Gltimas colunas do tableau.

Vamos introduzir ao problema uma nova varidvel xs:

minimizar —5x; — x» + 12x3 — Xs

sujeita a 3x1 + 2x0 + X3 + x5 = 10,
5x1 + 3x + x4 + x5 = 16,
X1, X2, x3, x4, x5 > 0,
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Exemplo 1

Temos que As = (1,1) e

E5ZC5—C;_BilA5:—1—(—5 —1)(_2) —§)<1>:_4

Como & < 0, o ponto (x*,0) =(2,2,0,0,0) n3o é Stimo.
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Exemplo 1

Vamos ent3o calcular B~1As e acrescentar uma coluna ao tableau
associada a variavel xg:

X1 X2 X3 X4 Xg

12,0 0 2 7 -4
x=|2]1 0 -3 2 -1
xx=| 2] 0 1 5 -3 2

Aplicando o Simplex, temos que x5 deve entrar na base e x» deve sair.
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Exemplo 1

Atualizando o tableau, temos

X1 X2 X3 X4 Xy

16| 0 2 12 1 0

x=1] 3| 1 05 -05 05 O
x=1] 1| 0 05 25 -15 1

Ou seja, chegamos a uma solucio 6tima para o problema modificado,
dada por x =(3,0,0,0,1), com custo -16.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

Analisemos agora o caso em que uma nova restricdo de desigualdade
T ya .
apy1X = bmy1 € introduzida ao problema.

Se a solugdo 6tima x* do problema original satisfaz essa nova restricdo, x*
€ uma solucdo 6tima para o novo problema.

Se a nova restricdo é violada por x*, introduzimos uma varidvel de folga
nao-negativa X,41 € reescrevemos a nova restricdo como

T _
am+1X — Xp4+1 = bm+1-

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 29 de novembro de 2016 15 / 45



Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

Temos, entdo, um problema na forma padrdo, com a matriz A substituida

por
A 0

Seja B uma base 6tima para o problema original. Podemos construir uma
base para o novo problema selecionando as varidveis basicas e Xp41.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

A nova matriz base B tem a forma

5 B 0
(5 2)

na qual a’ contém os componentes de a;H associados as colunas basicas
originais.

Como o determinante desta matrix B é o negativo do determinante de B
(que é ndo-nulo), temos que B de fato é uma base.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

A solugdo bésica associada a esta base é (x*, al_ﬂx* — bmi1)-

Como x* viola a restricdo aLHx > bm41, esta solugdo basica é invidvel.

Note que a inversa da nova matriz base é

= B! 0
-1
B = < a’B~1 -1 ) ’

ent3do ela é facilmente calculada.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

Seja cg o vetor m-dimensional com os custos das varidveis bdsicas
originais.

Ent3o, o vetor de custos reduzidos associado a base B para o novo
problema é dado por

€0~ 0 ,rga 3 ) (L7 ) -T-ckEa o)

Como B é uma base 6tima do problema original, estes custos reduzidos
sao nao-negativos.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

Portanto, B é uma base vidvel dual e podemos aplicar o Método Simplex
dual a este novo problema.

Note que um tableau para o novo problema pode ser facilmente construido.

Por exemplo, temos que

g1 A 0) B~1A 0
al,, -1 ) \a'BtA-al,, 1)’

e B71A esta disponivel no tableau final do problema original.
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Exemplo 2

Considere 0 mesmo problema do Exemplo 1

minimizar —5x; — x» + 12x3

sujeita a 3x1 + 2% + x3 = 10,
5x1 + 3xo + x4 = 16,
X1, X2, x3, x4 > 0

e o tableau 4timo

X1 X2 X3 Xa

1210 0 2 7

x=| 2|1 0 -3 2
=20 1 5 -3
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Exemplo 2

Vamos adicionar a restricao x; + x» > 5, que é violada pela solucdo étima
do problema original x* = (2,2,0,0).

Temos que am+1 = a3 = (1,1,0,0), b1 = b3 =5¢e aLHX* < bmi1.

Construimos o problema modificado, na forma padrao,

minimizar —5x; — x» + 12x3

sujeita a 3x1 + 2x0 + X3 = 10,
5x1 + 3x + Xz = 16,
X1 + X — x5 = 5,
X1, X2, X3, X4, X5 > 0
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Exemplo 2

Seja a vetor das componentes de a1 correspondentes as variaveis
basicas. Ou seja, a = (1,1).

Temos, entao,

a’B'A-al =1 1) <é (1) _g _g )—(1 100)=(002 —1).
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Exemplo 2

O tableau para o novo problema é

X1 X2 X3 X4 X

12,0 0 2 7 0

x=| 21 0 -3 2 0
xx=| 210 1 5 -3 0
x3=|-1] 0 0 2 -1 1

Temos agora toda informac3o necessdria para aplicar o Método Simplex
dual ao novo problema.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

Discutimos o caso em que uma restricdo de desigualdade é inserida no
problema primal.

Se introduzimos uma restricdo de desigualdade pTA,,H < ¢cpt1 A0
problema dual, isso é equivalente a introduzir uma nova varidvel ao
problema primal, que é o caso discutido anteriormente.
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Inclusao de uma nova restricao de igualdade

Vejamos agora o que acontece quando uma nova restricdo de igualdade

aLHX = bm+1, que nao é satisfeita pela solugcdo 6tima x* do problema
original, é introduzida.

O dual do novo problema é dado por

maximizar p' b+ Pm+1bm+1

.. A
sujeitaa  (p" Pmi1) < T > <cT,
am+1

com pp+1 a varidvel dual associada a nova restric3o.
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Inclusao de uma nova restricao de igualdade

Seja p* uma solugdo basica vidvel étima do dual do problema original.
Entdo, (p*,0) é uma solugdo vidvel do novo problema dual.

Seja m a dimens3o de p, que é o niimero de restricdes do problema
original.

Como p* é uma solugdo bdsica vidvel do dual do problema original, m das
restricdes (p*)T A < ¢ s3o ativas e linearmente independentes.

No entanto, ndo hd garantia que (p*,0) tenha m + 1 restriges ativas
linearmente independentes no dual do novo problema.

De fato, (p*,0) ndo é necessariamente uma solugdo bdsica vidvel do dual
do novo problema e, por isso, pode ndo ser um ponto inicial conveniente
para usar o Método Simplex dual na resolu¢do do novo problema.
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Inclusao de uma nova restricao de igualdade

Apesar de poder ser possivel obter uma solugdo basica vidvel para o dual
do novo problema definindo p,,1+1 como um valor ndo-nulo adequado,
veremos uma forma alternativa para calcular um ponto inicial para que o
Método Simplex dual possa ser usado para resolver o novo dual.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que a;Hx > bmy1. Definimos o
problema primal auxiliar

minimizar ¢’x + Mxp11
sujeita a Ax = b,

|
o
3
F
e

T
Amy1X —  Xntl
X Z 07 Xn+1

v
o

com M uma constante dada positiva.
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Inclusao de uma nova restricao de igualdade

Para obter uma base vidvel primal para o problema auxiliar, selecionamos
as varidveis basicas da solu¢ao 6tima do problema original e a varidvel
Xn+1-

A matriz base é a mesma matriz B definida para o caso em que uma
restricdo de desigualdade é acrescentada no problema.

A lnica diferenca de B naquele caso e neste é que, para o caso em que
uma restricdo de desigualdade é introduzida, B é uma base para o novo
problema dual, enquanto que aqui ela é uma base vidvel primal.

Por isso, o Método Simplex primal pode ser usado para resolver o
problema auxiliar.
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Inclusao de uma nova restricao de igualdade

Suponha que tenhamos calculado uma solucdo étima para o problema

auxiliar que satisfaz x,4+1 = 0 (0 que acontece se o novo problema é viavel
e M é suficientemente grande).

Neste caso, a restricao adicional a,Lrlx = bm41 € satisfeita e temos uma
solucdo para o novo problema.
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Mudancas no vetor b

Suponha, agora, que uma componente de b tenha sido trocada por b; + 4.
Ou seja, o vetor b foi mudado para b + de;, com i a i-ésima coluna da
identidade.

Queremos determinar os valores de § para os quais a base atual (associada
a x*) é Stima.

Note que as condi¢cles de otimalidade n3o sdo afetadas pela mudanca de b.

Ent3o, precisamos analisar apenas o que acontece com a condi¢do de
viabilidade

B~(b+ de;) > 0.
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Mudancas no vetor b

Seja g = (B1i, Boiy -+, Bmi) @ i-ésima coluna de B71.

Queremos entdo que

Bil(b—i- oej) = B 'b+ 0B lej=xg+dg >0,

ou

Xg(j) +0Bji =0, paraj=1,...,m.
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Mudancas no vetor b

Ou seja, queremos que

max (—XBU)) <6< min (—XBU)).
(| Bi>0} Bji {j | Bi<o} Bji

Para valores de § neste intervalo, o custo étimo, como uma func3o de ¢, é
dado por

g BN (b+de)=p b+ dp;,

com pT = ch_l a solucdo dual 6tima associada a base 6tima B.
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Exemplo 3

Considere o tableau 6timo do Exemplo 1:

X1 X2 X3 X

1210 0 2 7

x=| 21 0 -3 2
=20 1 5 -3

Vamos analisar o que acontece que desejamos somar § a b;.
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Exemplo 3

A primeira coluna de B~! é (—3,5). As varidveis bdsicas, nesta mesma
base, sdo xg1 =2 — 30 e xo = 2 + b4.

Esta base se manterd vidvel se 2 —30 > 0e 2+ 55 > 0. Ou seja, se
—2/5<§<2/3.

A razdo de mudanca do custo 6timo por unidade de mudanca de ¢ é dada
por cg B7ley = (—5,-1)7(-3,5) = 10.

Note que, se § aumenta mais do que 2/3, x; se torna negativa. Neste
caso, podemos realizar uma iteracdo do Método Simplex dual para
remover x; da base (e x3 entra em seu lugar).
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Mudancas no vetor de custos ¢

Suponha agora que um elemento j do vetor de custos c se torne ¢; + 4.
Vamos analisar que condicGes ¢ deve satisfazer para que a solucdo do
problema original continue étima.

Como a viabilidade no primal ndo muda com a alteracdo de ¢, precisamos
analisar apenas o que acontece com a condicdo de otimalidade

cgpB A<
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Mudancas no vetor de custos ¢

Se ¢; é o coeficiente de custo de uma varidvel ndo-bésica x;, cg ndo muda
e a Unica desigualdade que é afetada é a associada ao custo reduzido de Xx;.

Queremos que

cEBTTA; < ¢+ 4,

ou

5> —¢.

Se esta condic3o vale, a base associada a x* ainda é étima. Caso contrario,
podemos aplicar o Método Simplex primal comecando com x* e a base B.
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Mudancas no vetor de custos ¢

Se ¢;j € o coeficiente de custo de uma varidvel bdsica xg(y) (ou seja,
J = B(¥)), cg é mudado para cg + de; e todas as condigSes de otimalidade
sdo alteradas.

As condicoes de otimalidade para o novo problema s3o
(cg+de)) "B A < ¢, Vi,

Ja que x; é uma varidvel bdsica e seu custo reduzido se mantém nulo e ndo
precisa ser analisado.
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Mudancas no vetor de custos ¢

Estas condi¢coes podem ser escritas como
0qei < G, Yi#],

com qy; a {-ésima componente de B~1A;, que pode ser obtida pelo
tableau.

Estas desigualdades determinam o intervalo de valores de § para os quais a
base se mantém d&tima.
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Exemplo 4

Considere novamente o problema do Exemplo 1. O tableau étimo
calculado é

X| Xo X3 X4

2,0 0 2 7
x| = 211 0 -3 2
Xp = 21 0 1 5 -3

Vamos determinar intervalos de valores §; a serem somados a ¢; de modo
que a base 6tima encontrada para o problema original continue étima.
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Exemplo 4

Se queremos somar d3 e 4 a C3 € ¢4, respectivamente, como x3 € x4 sdo
varidveis ndo-basicas na solucdo, temos as condicGes

03 > =G = =2,

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 29 de novembro de 2016



Exemplo 4

Se queremos somar 91 a c¢1, como x; é uma varidvel bésica, precisamos
analisar as condicGes

(51(]1,' < E,', Vi 75 1.

Pelo tableau, temos g1» = 0, g13 = —3 e g14 = 2. Portanto,

01912 < & = 061 <0,
01913 < &3 = =301 <2 =01 > —2/3,

0114 <G =301 <7=6 <7/2.
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Mudancas em uma coluna nao-bésica de A

Suponha que estejamos interessados em trocar uma entrada de aj; da
J-ésima coluna A; de A por aj; + 0. Queremos determinar o intervalo de
valores de § para os quais a base étima do problema original se mantém a
mesma.

Se a coluna A; é ndo-bdsica, a matriz B ndo muda e a condicdo de
viabilidade primal ndo muda.
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Mudancas em uma coluna nao-bésica de A

Além disso, somente o custo reduzido da j-ésima coluna é afetada, o que
leva a condicdo

¢ —p' (Aj+de) >0,

ou
Ej - 5pl > 07
com p’ =B

Se esta condicdo ndo ¢é satisfeita, a coluna ndo-basica A; pode ser
colocada na base e podemos continuar com o Método Simplex primal.
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Mudancas em uma coluna bésica de A

Se uma das entradas de uma coluna bdsica A; muda, tanto as condicdes
de viabilidade como as de otimalidade s3o afetadas.

Exercicio: escreva as condi¢bes para que a base 6tima continue a mesma
para este caso.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 29 de novembro de 2016 45 / 45



