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Definicao de problema de programacao linear

Em um problema de programacao linear geral, é dado um vetor de custos
c=(ca,c,...,cn) e desejamos minimizar a fungdo linear de custo

cT'x= > i, cixi sobre todos os vetores x € R" que satisfacam um
conjunto de restrigdes lineares de igualdade e desigualdade.

Sejam My, M, e M3 conjuntos finitos de indices e, para cada i em algum
destes conjuntos, sao dados um vetor n-dimensional a; e um escalar b; que
serd usado para definir a restricdo i.

Sejam Nj e Ny subconjuntos de {1,2, ..., n} que indicam quais varidveis x;
sao restritas a ser ndo-negativas ou nao-positivas, respectivamente.
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Definicao de problema de programacao linear

Temos, entdo, o seguinte problema na forma geral:

Minimizar c¢'x

sujeita a a,-Tx > b, 1€ My,
a,-Tx < b;, i€ My, (1)

alx = i, 1€ Ms,

xj >0, J € Ny,

xj <0, Jj € Ns.
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Definicao de problema de programacao linear

As varidveis xi, ..., X, sdo chamadas de varidveis de decisdo.

Um vetor x que satisfaz todas as restricoes é chamado de solucdo vidvel
ou vetor vidvel. O termo vidvel pode ser substituido por factivel.

O conjunto de todas as solugdes vidveis é chamado de conjunto viavel ou
regido viavel.

Se um indice j n3o pertence nem a N1, nem a N, n3o ha restricdes ao
sinal de x;. Neste caso, dizemos que a varidvel x; € livre ou irrestrita.
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Definicao de problema de programacao linear

A funcio ¢’

x € chamada de funcdo objetivo ou de fun¢do de custo.
Uma solugdo vidvel x* que minimiza a fungdo objetivo (ou seja,
cTx* < ¢ x para toda solucdo viavel x) é chamada de solug3o vidvel
6tima ou, simplesmente, solucdo étima.

O valor de ¢T x* é chamado de custo 6timo.

Se, para todo niimero real K, existe uma solucdo vidvel com custo menor
do que K, dizemos que o custo étimo é —oo e que a funcdo objetivo é
ilimitada por baixo. Em alguns casos, abusando desta definicdo, podemos
dizer que o problema ¢ ilimitado por baixo.
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Definicao de problema de programacao linear

Note que n3o é necessario estudar problemas de maximizagao
separadamente, j& que maximizar uma funcdo ¢’ x é equivalente a
minimizar —c ' x.

T

Uma restricdo a; x = b; pode ser substituida por duas restricoes a,-Tx < b;

ea,-TXZb,-.

Uma restricao a,-Tx < b; pode ser substituida pela restricao
(—a,-)Tx Z fb,'.

Uma restricao do tipo x; < 0 ou x; > 0 € um caso particular de uma
restricdo do tipo a,-Tx > b;.
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Definicao de problema de programacao linear

Portanto, todo conjunto vidvel em um problema de programacao linear
geral pode ser escrito usando somente desigualdades do tipo a,-Tx > b;.

Suponha que ha um total de dessas m restricdes de desigualdade,
indexadas de 1 a m. Sejam b = (b1, ..., by) € a matriz A € R™*", cuja
i-ésima linha é dada por a; .

Entdo, as restricoes a,-Tx > b; podem ser escritas como Ax > b, com >
aplicado a cada componente.
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Definicao de problema de programacao linear

Ent3o, o problema (1) pode ser escrito como

Minimizar c’x
sujeitaa  Ax > b.
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Problema de programacao linear na forma padrao

Dizemos que um problema de programacao linear da forma

Minimizar c¢’x
sujeitaa  Ax = b, (3)
x>0

estd na forma padrao.
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Problema de programacao linear na forma padrao

Todo problema de programacao linear pode ser escrito como um problema
na forma padrao equivalente.

Quando dizemos que dois problemas s3o equivalentes, queremos dizer que
dada uma solugdo vidvel de um problema, conseguimos construir uma
solucdo viavel do outro, com mesmo custo.

Em particular, ambos os problemas tém o mesmo custo 6timo e, dada uma
solucdo 6tima de um problema, podemos construir uma solugcdo étima do
outro.
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Problema de programacao linear na forma padrao

Para transformar um problema geral em um problema na forma padrio,
podemos seguir dois passos:

@ climinar as varidveis livres;

© celiminar restricdes de desigualdade.
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Problema de programacao linear na forma padrao

Para eliminar uma varidvel livre x;, podemos troca-la por xj+ — Xx;, com
xF

(e XJ-_ novas variaveis.

Para estas novas varidveis, impomos que xj+ >0e xjf > 0.
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Problema de programacao linear na forma padrao

Para eliminar uma restricao de desigualdade do tipo
n
Z ajix; < bj,
j=1

introduzimos uma nova varidvel s; e trocamos a restricao original por

n
Zainj-‘rS,‘ =b;, s;>0.
j=1
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Problema de programacao linear na forma padrao

Analogamente, para eliminar uma restricdo de desigualdade do tipo
n
> " a;x; > b,
j=1
introduzimos uma nova varidvel s; e trocamos a restricao original por

Zainj—S,':b,', S;ZO.

A nova varidvel s; é chamada de variavel de folga.
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Exemplo

Considere o seguinte problema na forma geral:

Minimizar 2x; + 4xo

sujeitaa  x1 + xp > 3,
3x1 4+ 2xp = 14,
X1 Z 0.

Para escrevé-lo na forma padrao, precisamos eliminar a varidvel livre x, e a
restricao de desigualdade.
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Para eliminar a variavel livre x, podemos troca-la por x2+ —X, €
acrescentar as restricoes X2+ >0ex, >0.

O problema fica entdo

Minimizar 2x; +4(x; — x5 )

sujeitaa  x1 + (6 — x5 ) >
3+ 206 —x; ) = 14,
x1,xg',x2_ > 0.
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Para eliminar a restricio de desigualdade x; + X2+ —Xxy, >3,
acrescentamos a varidvel x3 e trocamos a restricao por

X1+X;—X£—X3:3, x3 > 0.

Por fim, o problema fica na forma padrio

Minimizar 2x; + 4X2+ —4x,

sujeitaa  x1 +x5 —x —x3=3,
3x1 + 2x2+ —2x, = 14,
X1,X2+,X£,X3 > 0.
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Para este exemplo, dada a solugdo vidvel (x;,x2) = (6, —2) para o
problema original, obtemos a solugdo vidvel (x;.x, . x,  x3) = (6.0.2,1)
para o problema na forma padrio, com o mesmo custo (4).

Por outro lado, dada a solugdo vidvel (x;,x, . x, . x3) = (8,1.6,0) para o
problema na forma padrio, obtemos a solugdo viavel (x1,x) = (8, —5)
para o problema original, com o mesmo custo (-4).
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Problema de programacao linear na forma padrao

A partir de agora, geralmente usaremos a forma geral Ax > b para
desenvolver a teoria de programacao linear.

No entanto, quando tratarmos de algoritmos, usaremos a forma padrao
Ax = b, x > 0, que é mais conveniente computacionalmente.
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