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Teoremas de dualidade

Ja vimos que, para problemas na forma padr3o, o custo g(p) de qualquer
solucdo dual fornece um limitante inferior para o custo 6timo do problema
primal.

Veremos agora que esta propriedade é valida para problemas de
programacao linear gerais.

Teorema 1 (Teorema fraco de dualidade). Se x é uma solugdo vidvel
de um problema primal e p € uma solucdo vidvel do problema dual
correspondente, ent3o

p'b<cx.
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Prova do Teorema 1

Prova: Para todos vetores x e p, definimos

uj = pi(aj x — by),

v = (¢ —p"A)x.

Suponha que x e p sdo vidveis nos problemas primal e dual,
respectivamente. A definicdo do problema dual impde que o sinal de p;
seja 0 mesmo sinal de a/ x — b; e que o sinal de ¢; — pT A; seja 0 mesmo
de x;. Ent3o, a viabilidade primal e dual determinam que

up>0, Vi, e vi>0, Vj.
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Prova do Teorema 1

Note que

Z ui=p Ax—p'b

Z vj = c"x—pTAx.
J
Somando estas duas restricdes de igualdade e usando a n3o-negatividade
de uj e vj, temos

OSZU,'-FZVJ':CTX—pr.
i J

Portanto, pr <c™x. O
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Teoremas de dualidade

Corolario 1.

(a) Se o custo étimo do problema primal é —oo, entdo o problema dual é
invidvel.

(b) Se o custo étimo do problema dual é oo, entdo o problema primal é
inviavel.
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Prova do Corolario 1

Prova: Primeiramente, vamos mostrar (a). Ou seja, se o custo étimo do
problema primal é —oo, ent3o o problema dual é invidvel.

Suponha que o custo étimo do problema primal é —oo e que o problema
dual tem uma solucdo vidvel p. Pelo Teorema fraco de dualidade
(Teorema 1), p" b < ¢ x, para toda solucdo vidvel primal x.

Tomando o minimo de todas as solugbes vidveis primais x, temos que
pTb < —o0. Isso é impossivel, o que mostra que o problema dual n3o

pode ter uma solugdo viavel.

Para mostrar (b), basta usar um argumento andlogo. [
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Teoremas de dualidade

Corolario 2. Sejam x e p solucées vidveis para os problemas primal e
dual, respectivamente, e suponha que p’ b = ¢ x. Entdo, x e p sdo
solugdes 6timas para os problemas primal e dual, respectivamente.
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Prova do Corolario 2

Prova: Sejam x e p solucGes vidveis para os problemas primal e dual,
respectivamente. Suponha que p’ b = c’x.

Para toda solugdo vidvel primal y, o Teorema fraco de dualidade
(Teorema 1) diz que c"x = p"b < ¢y, o que mostra que x é étimo.

Para toda solugdo vidvel dual g, o Teorema fraco de dualidade
(Teorema 1) diz que " b < c"x = pT b, 0 que mostra que p é 6timo. [
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Teoremas de dualidade

Teorema 2 (Teorema forte de dualidade). Se um problema de
programagao linear tem uma solugcdo dtima, seu dual também tem e os
custos 6timos de ambos os problemas s3o iguais.
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Prova do Teorema 2

Prova: Considere um problema de programacao linear na forma padrao

minimizar ¢’ x

sujeitaa Ax = b,
x > 0.

Suponha agora que as linhas de A s3o linearmente independentes e que
existe uma solucdo étima. Aplique o Método Simplex a este problema.
Desde que ciclagem seja evitada (por exemplo, usando regra de
pivotamento lexicografica), o Método Simplex termina com uma solugdo
étima x e uma base 6tima B. Seja xg = B~ 1b o vetor correspondente de
varidveis basicas.
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Prova do Teorema 2

Quando o Método Simplex termina, os custos reduzidos devem ser
nao-negativos e temos

cT —cfB1A>0T,
com c,-gr o vetor com os custos das varidveis basicas. Defina um vetor p
como p’ = cBTB_l. Temos entdo que p’ A< ¢, o que mostra que p é
uma solucdo viavel do problema dual

minimizar p’ b
sujeita a pTA <cT
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Prova do Teorema 2

Além disso,
pTb=ciBlb=cixg=c"x

Ent3o, pelo Corolario 2, p é uma solu¢do étima do problema dual e o
custo 6timo dual é igual ao custo étimo primal.
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Prova do Teorema 2

Se estamos lidando com um problema de programac3o linear geral 1 que
tem uma solucdo 6tima, primeiro o transformamos em um problema
equivalente na forma padrao [y, com mesmo custo 6timo e com as linhas
de A linearmente independentes.

Sejam D; e D, os problemas duais de Iy e Iy, respectivamente. Pelo
Teorema 2 da aula sobre “Teoria de dualidade”, os problemas duais D; e
D> tém o mesmo custo 4timo.

Ja mostramos que Iy e Dy tém o mesmo custo étimo. Portanto, M1 e D;
também tém o mesmo custo 6timo. [
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Teoremas de dualidade

Lembre-se em um problema de programacao linear exatamente uma das
seguintes 3 possibilidades pode acontecer:

© Existe alguma solugdo étima.

7

@ O problema é “ilimitado”, ou seja, o custo étimo é —oo (para
problemas de minimizagdo) ou +oo (para problemas de maximiza¢do).

© O problema é invidvel.
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Teoremas de dualidade

Isso gera 9 possibilidades de combina¢ao para os problemas primal e dual.

Pelo Teorema forte de dualidade (Teorema 2), se um problema tem
solucdo 6tima, o outro também tem.

Além disso, o Teorema fraco de dualidade (Teorema 1) implica que se um
problema é ilimitado, o outro é invidvel.
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Teoremas de dualidade

A tabela a seguir resume as combina¢des possiveis entre os problemas
primal e dual.

Otimo finito | llimitado | Invidvel

Otimo finito Possivel Impossivel | Impossivel
llimitado Impossivel Impossivel Possivel
Inviavel Impossivel Possivel Possivel

O caso em que ambos os problemas sdo invidveis pode ocorrer, como pode
ser visto no exemplo a seguir.
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Exemplo 1

Considere o problema primal invidvel

minimizar x; + 2x
sujeita a X1 + Xo
2x1 + 2xo

Il
w

Seu dual é

maximizar p1 + 3pp
sujeitaa p1 + 2pp = 1,
p1 + 2p2 = 2,

que também é inviavel.
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Folgas complementares

Uma importante relacdo entre solucdes étimas primal e dual é dada pelas
condi¢cdes de folga complementares, apresentadas no teorema a seguir.

Teorema 3 (folgas complementares). Sejam x e p solugées vidveis para

os problemas primal e dual, respectivamente. Os vetores x e p sdo
solucdes 6timas dos dois respectivos problemas se, e somente se,

p,-(a,-Tx - b,') =0, \V/I',

(Cj - pTAj)XJ' = 0, V_j
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Prova do Teorema 3

Prova: Na prova do Teorema 1, definimos u; = p,-(a,-Tx — b;) e
vi = (¢; — pT Aj)x; e notamos que, para x vidvel no primal e p vidvel no
dual, temos u; > 0 e v; > 0 para todo i e j.

Além disso, mostramos que

CTx—pr:Zu,-—i—Zvj.
i Jj
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Prova do Teorema 3

Primeiramente, vamos mostrar que, se x e p sao 6timos do primal e dual,
respectivamente, entdo u; = 0 e v; = 0 para todo i e j.

Pelo Teorema forte de dualidade (Teorema 2), se x e p sdo étimos, entdo

c"x=pTh. Assim, uj = vj = 0 para todo i e j.

Agora vamos mostrar que, se u; =0 e v; =0 para todo / e j, entdo x e p
sdo 6timos do primal e dual, respectivamente.

T

Se uj=vj=0paratodoiej, entdo c'x = p'b. Pelo Corolério 2, temos

que x e p sdo 6timos. [
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Folgas complementares

A primeira condicdo de folgas complementares é automaticamente
satisfeita por toda solucdo vidvel de um problema na forma padrao.

Se o problema primal ndo estd na forma padrdo e tem uma restricdo do
tipo a,-Tx > b;, a condicdo de folga complementar correspondente diz que
a varidvel dual p; é nula a menos que a restricao seja ativa.

Uma explicacdo intuitiva é que uma restricdo que nao é ativa em uma
solucdo 6tima pode ser removida sem que o custo 6timo mude e n3o ha
razao para associar um preco nao nulo a esta restricdo.
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Folgas complementares

Se o problema primal estd na forma padrdo e uma solucdo basica viavel
6tima n3o-degenerada é conhecida, as condi¢cdes de folgas complementares
determinam uma Unica solu¢do para o problema dual.

Vejamos isso no préximo exemplo.
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Exemplo 2

Considere o problema de programac3o linear na forma padrao

minimizar 13x; + 10x, + 6x3

sujeitaa bxg + x» + 3x3 = 8§,
3x1 + X2 = 3,
X1, x2, x3 > 0

Seu dual é dado por

maximizar 8p; + 3p»

sujeitaa 5p; + 3pp < 13,
p1 + p2 < 10,
3p1 < 6.
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Exemplo 2

O vetor x* = (1,0,1) é uma solugdo 6tima n3o-degenerada do problema
primal (o que serd verificado mais adiante).

Usando as condi¢des de folgas complementares, podemos construir uma
solucdo 6tima do problema dual.

As condicoes p,-(a,-Tx* — b;) = 0 sido satisfeitas para todo i, j&d que o
problema primal estd na forma padr3o.
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Exemplo 2

As condigdes (¢j — pTAJ-)fok = 0 é satisfeita para j = 2, jd que x3 = 0.

Como x{ > 0 e x3 > 0, temos
5p1 +3p> =13 e 3p; =6.

Resolvendo estas duas equagdes, temos p1 =2 e pp = 1.

Note que esta é uma soluc3o vidvel do dual com custo 19, que é o mesmo
custo de x*.

Com isso comprovamos que, de fato, x* é uma solu¢do 6tima do primal.
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Folgas complementares

Vamos agora generalizar este exemplo.

Suponha que x; é uma varidvel bdsica em uma solugdo bdsica vidvel 6tima
nao-degenerada de um problema primal na forma padrdo.

Entdo, como x; > 0, as condi¢Ges de folgas complementares
(¢ — pTAJ-)xJ- = 0 implicam que ¢; = pTAJ- para todo j.

Como x; é uma solugdo basica, as colunas A; sdo linearmente
independentes. Assim, temos um sistema linear p7 = c,;—B_1 com solucao
tnica.
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Folgas complementares

Uma conclus3o similar pode ser tirada para problemas que nao estdo na
forma padrao.

Por outro lado, se temos uma solu¢do bdasica vidvel 6tima degenerada para
o problema primal, as condi¢des de folgas complementares ndo sdo de
grande ajuda para calcular a solu¢do 6tima do problema primal.
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Folgas complementares

Se as restricdes primais estdo na forma Ax > b e x > 0 e o problema
primal tem uma solug¢do 6tima, entdo existem solugbes 6timas para os
problemas primal e dual que satisfazem folgas complementares estritas.

Isto é, uma varidvel em um problema é n3o-nula se, e somente se, a
restricdo correspondente no outro problema é ativa.
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