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Teoria de dualidade

A teoria de dualidade pode ser motivada usando o método de

multiplicadores de Lagrange, geralmente usado para minimizar uma fungao
sujeita a restricoes de igualdade.

Por exemplo, para resolver o problema

minimizar x2
X

y2
sujeita a y

+
+y =1

introduzimos o multiplicador de Lagrange p (ou preco) e definimos a
funcdo lagrangiana

E(X7y7p):X2+y2+p(1_X_y)'
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Teoria de dualidade

Fixando p, minimizamos £ nas varidveis x e y, sem nenhuma restricdo.

Isso pode ser feito definindo as derivadas parciais 9L/0x e OL/Jy como
nulas.

A solucao 6tima para o problema sem restricoes é
27
que depende de p.

A restricio x + y = 1 nos da que p = 1. Portanto, a solugcdo do problema
original é x =y =1/2.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 19 de outubro de 2016 3/33



Teoria de dualidade

A ideia do exemplo é a seguinte: em vez de impor a restricdo x + y =1,
permitimos que ela seja violada e associamos um multiplicador de
Lagrange p a quantidade 1 — x — y desta violac3o.

Isso leva ao problema de minimizacdo de x? + y? + p(l—x—y).
Quando o multiplicador é escolhido de maneira adequada (no exemplo,
p =1), a solugdo étima para o problema restrito também é solugdo Stima

do problema irrestrito.

Em particular, usando este valor especifico de p, a presenca ou auséncia da
restricdo ndo afeta o custo 6timo.
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Teoria de dualidade

O mesmo pode ser feito com problemas de programac3o linear: associamos
uma varidvel de preco a cada restricdo e procuramos por precos com o0s
quais a presenca ou auséncia das restricoes n3o afeta o custo 6timo.

Para o caso de programacao linear, estes precos podem ser calculados
resolvendo um novo problema de programacao linear, chamado de
problema dual do original.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 19 de outubro de 2016 5/33



Teoria de dualidade

Considere o problema na forma padrdo

minimizar ¢’ x
sujeitaa Ax = b,
x > 0,

que chamamos de problema primal, e seja x* uma solucdo étima, que
supomos existir.

Vamos definir um problema relaxado no qual as restricbes Ax = b sdo
substituidas pela penalidade pT(b — Ax), com p o vetor de pre¢o com a
mesma dimens3o de b.
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Teoria de dualidade

Temos entdo o problema

minimizar ¢’x + pT(b— Ax)
sujeitaa x>0.

Seja g(p) o custo Stimo do problema relaxado, que depende de p.

O problema relaxado tem mais pontos vidveis do que o problema primal,
entdo g(p) ndo deve ser maior do que o custo Stimo ¢’ x*.
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Teoria de dualidade

ja que x* é vidvel no problema primal (ou seja, Ax* = b).

Portanto, cada valor de p fornece um limitante inferior para o custo étimo
T %
c'x
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Teoria de dualidade

O problema

maximizar g(p)
sujeita a nenhuma restricdo

pode ser interpretado como uma busca por este limitante inferior mais
apertado possivel.

Este problema é conhecido como problema dual.
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Teoria de dualidade

O principal resultado da teoria de dualidade é que o custo 6timo do
problema dual é igual ao custo 6timo do problema primal ¢’ x*.

Em outras palavras, quando os precos p siao escolhidos de acordo com a
solucdo étima do problema dual, a opcdo de violar as restricoes Ax = b
ndo tem efeito.
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Teoria de dualidade

Usando a defini¢do de g(p), temos
glp) = m>ig (ch +p"(b— Ax)) =p'b+ m>i8(cT —pT A)x.
Note que

c T T
—pTA\x =
min(c’ —p " A)x

0, secT —pTA>0T,
—00, caso contrdrio.

Ao maximizar g(p), precisamos considerar apenas valores de p para os
quais g(p) ndo é —oo.
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Teoria de dualidade

Portanto, o problema dual é o mesmo que o problema de programacgao
linear

maximizar p'b
sujeitaa plA<c’.

No exemplo anterior, comecamos com restricdes de igualdade Ax = b e
chegamos a um problema sem restricdes ao sinal do vetor de preco p.

Se o problema primal tivesse restricdes de desigualdade da forma Ax > b,
elas poderiam ser substituidas por Ax —s=bes > 0.
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Teoria de dualidade

A restricdo de igualdade pode ser escrita na forma

@ -n(%)-o

o que leva as restricoes duais
pT(A] — 1)< (CT\OT).
Ou, equivalentemente,

pTA<c’, p>o.
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Teoria de dualidade

Além disso, se o vetor de varidveis x ndo tem restricGes de sinal, podemos
usar o fato que

, 0, sec’ —pTA=0T
min(c” — pT A)x = ’ p 7 ’
x —00, caso contrario,

para chegar 2 restricio p” A= ¢’ no problema dual.
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Teoria de dualidade

Em suma, a construcdo do dual de um problema primal de minimizacao
pode ser visto da seguinte maneira.

@ Temos um vetor p de parametros (varidveis duais) e, para cada p,
temos um método para obter um limitante inferior para o custo étimo
do problema primal.

@ O problema dual é um problema de maximizacdo que busca um
limitante inferior o mais apertado possivel.

@ Para alguns vetores p, o limitante inferior correspondente é —oo, que
n3o fornece nenhuma informacgdo util.

@ Portanto, precisamos apenas maximizar considerando valores de p que
levam a limitantes inferiores n3o-triviais, que é o que leva as
restricbes duais.
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Problema dual

Seja A uma matriz com linhas a/ e colunas A;.
Dado um problema primal com estrutura como mostrado a esquerda, seu

dual é definido como um problema com a estrutura mostrada a direita:

minimizar ¢’ x maximizar p’b
sujeitaa a/x > b;, i € My, | sujeitaa pi >0, ie M,
a,-Tx < bj, i € My, pi <0, i€ M,
I'x = bi, i € M, pi livre, i€ Ms,
xj > 0, j€ N, pTA; < ¢, j€NM,
xj <0, j€ Ny, pTA; > ¢, j€Ns,
Xj livre, j € N3, pTAj = G Jj € Ns.
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Problema dual

Note que, para cada restricdo do problema primal (com excegdo das
restricdes de sinal), introduzimos uma varidvel ao problema dual.

E, para cada variavel do primal, introduzimos uma restricdo ao problema
dual.

Dependendo se a restricdo do problema primal é de igualdade ou de
desigualdade, a varidvel dual correspondente é livre ou com restricao de
sinal, respectivamente.

Além disso, dependendo se a varidavel no problema primal é livre ou tem
restricdo de sinal, temos uma restricdo de igualdade ou de desigualdade,
respectivamente, no problema dual.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 19 de outubro de 2016 17 / 33



Problema dual

Na tabela a seguir temos um resumo destas relacdes entre os problemas
primal e dual.

primal minimizar | maximizar dual
> b; >0
restricoes < b; <0 variaveis
= b; livre
>0 <g
variaveis <0 > ¢ restricoes
livre =
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Problema dual

Se partimos de um problema de maximizac3o, podemos converté-lo em um
problema equivalente de minimizac3o e entdo montar seu dual de acordo
com as regras descritas anteriormente.

No entanto, para evitar confusGes, vamos supor que o problema primal
sempre é de minimizac3o e seu dual é de maximizacdo.

Além disso, vamos nos referir a funcao objetivo do problema dual como
um custo que deve ser maximizado.
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Problema dual

Um problema e seu dual podem ser definidos de maneira mais compacta,
em nota¢do matricial, se uma forma particular é usada para o primal.

Temos, por exemplo, os seguintes pares de problemas primais e duais:

minimizar ¢’ x maximizar p' b
sujeita a Ax = b, sujeitaa plA<cT,
x > 0,
e
minimizar ¢’ x maximizar p’ b
sujeitaa Ax > b, | sujeitaa p’A = ¢,
p=>0
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Exemplo 1

Considere o problema primal

minimizar  x; + 2xo + 3x3

sujeitaa —x1 + 3x = b,
2x1 — Xx2 + 3x3 > 6,

x3 < 4

x; > 0,

x2 < 0,

x3 livre.
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Exemplo 1

Seu dual é dado por

maximizar 5p; 4+ 6p> + 4p;3

sujeita a p1 livre,
P2 2 07

p3 < 07

—p1 + 2p2 <1

3p1 — P2 > 2,

3p2 + p3 = 3.
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Exemplo 1

Transformando o problema dual em um problema equivalente de
minimizacdo e multiplicando as 3 (ltimas restricoes por -1, temos

minimizar —bp; — 6py — 4p3
sujeita a p1 livre,
P2 > Oa
p3 < Oa
p1 — 2p2 > —1,
-3p1 + P2 < =2,
=3p2 — p3 = -3
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Exemplo 1

Calculando o dual do problema dual, temos

maximizar —x3 — 2x» — 3x3
sujeita a x1 — 3xo = —5,
—2x1 + x» — 3x3 < —6,
—x3 > —4,
x1 > 0,
x < 0,
x3 livre.

Note que este problema é equivalente ao problema original.
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Problema dual

Teorema 1. Se transformamos o problema dual em um problema
equivalente de minimizacdo e entdo calculamos seu dual, obtemos um
problema equivalente ao problema original.

Prova: Exercicio. Para fazer esta demonstracdo, basta seguir passos como
os feitos no Exemplo 1, trocando os niimeros especificos por expressdes
genéricas.
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Exemplo 2

Vamos ver que problemas primais equivalentes geram problemas duais
também equivalentes.

Considere o problema primal a esquerda e seu dual, a direita:

minimizar ¢’ x maximizar p’b
sujeitaa Ax > b, | sujeita a p > 0,
x livre, pTA = cT.
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Exemplo 2

Transformamos o problema primal introduzindo varidveis de folga e, ent3o,
calculamos seu dual:

minimizar ¢"x+07s maximizar p’b

sujeitaa Ax—s = b, | sujeita a p livre,
x livre, pTA = cT,
s > 0, —p < 0.
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Exemplo 2

Alternativamente, se tomamos o problema primal original e subtituimos x
por varidveis com restricdes de sinal, temos o seguinte par primal-dual:

minimizar ¢"xt —cTx~ maximizar p’b

sujeitaa AxT — Ax~ > b, | sujeita a p > 0,
xT >0, pTA < cT,
x~ >0, —pTA < —cT.
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Exemplo 3

Vamos ver agora o efeito de eliminar restricdes de igualdade redundantes
em problemas na forma padrao.

Considere um problema vidvel na forma padrdo (a esquerda) e seu dual (a
direita):

minimizar ¢’ x maximizar p’ b
sujeitaa Ax = b, | sujeitaa p’A < c’.
x > 0,
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Exemplo 3

Sejam alT, ...,al as linhas de A e suponha que a,, = Z,";l vyja; para

escalares v1, ..., Ym—1.

Note que a dltima restricdo de igualdade é redundante e pode ser
eliminada.

Considere uma solucado viavel arbitraria x. Temos que

m—1 m—1
bm=alx = Z'y,-a,-sz Z%b, (1)
i=1 i=1
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Exemplo 3

Note que as restricdes duais sdo da forma ) 7, p,-a,-T < cT e podem ser
reescritas como

m—1

Z(Pi + ’YiPm)aiT <c’.
i=1

Além disso, usando a equagdo (1), o custo dual >_7"; pib; € igual a

m—1
Z(Pi + YiPm)bi.
i—1
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Exemplo 3

Se definimos g; = p; + 7ipm, temos que o problema dual é equivalente a

m—1
maximizar Z qgib;
i=1
m—1
sujeita a Z q,-a,-T <cr.
i=1
Este é exatamente o mesmo problema dual que teriamos obtido se

tivéssemos eliminado a dltima restri¢do de igualdade (redundante) do
problema primal e depois calculado o problema dual.
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Problema dual

Teorema 2. Suponha que tenhamos transformado um problema de
programacao linear Ty em outro problema de programagao linear Iy
usando uma sequéncia de transformagdes dos seguintes tipos:

(a) Substituir uma varidvel livre pela diferenca de duas varidveis
ndo-negativas.

(b) Substituir uma restricdo de desigualdade por uma restricdo de
igualdade que envolve varidveis de folga ndo-negativas.

(c) Se alguma linha da matriz A em um problema vidvel na forma padrdo

€ linearmente dependente de outras linhas, eliminar a restricdo de
igualdade correspondente.

Entao, os problemas duais de 1y e Iy sdo equivalentes, isto € ou ambos
s3o invidveis ou ambos tém o mesmo custo otimo.

Prova: Exercicio.
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