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Método Simplex

Ja vimos que se um problema de programac3o linear na forma padrdo tem
uma solucao étima, existe uma solucao bdsica vidvel que é étima.

O método Simplex é baseado neste fato e busca por uma solugdo 6tima
movendo de uma solucdo bdsica vidvel a outra, pelas arestas do conjunto
vidvel, sempre por uma direcao que reduz o custo.

Em algum momento, uma solugdo bdasica vidvel é atingida, na qual
nenhuma das arestas leva a uma reducdo do custo. Esta solucdo bdsica
vidvel é étima e o algoritmo termina sua execu¢ao.
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Método Simplex

Nas préximas aulas vamos ver com detalhes o desenvolvimento do Simplex
e algumas de suas diferentes implementacdes.

Também discutiremos algumas dificuldades que surgem na presenca de
degenerescéncia.
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Método Simplex

A partir de agora, vamos sempre considerar que o problema de
programacao linear esta escrito na forma padrdo

minimizar ¢’ x

sujeita a Ax = b,
x >0,

com P o conjunto vidvel correspondente. Supomos que a matriz
A € R™" tem linhas linearmente independentes.

Continuaremos usando a notacdo A; para a i-ésima coluna de A e a,-T sua
i-ésima linha.
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Método Simplex

Muitos algoritmos de otimizac3o sdo estruturados da seguinte maneira:
dada uma solugdo vidvel, procura-se em sua vizinhangca um ponto vidvel
préximo com custo menor. Se nenhum solug¢do vidvel préxima leva a uma
reducdo de custo, temos uma solucdo étima local.

Para problemas de otimizacdo gerais, uma solucdo 6tima local nao
necessariamente é uma solucdo étima global. Felizmente, no caso de
problemas de programacao linear, otimalidade local implica em
otimalidade global, porque estamos minimizando uma fungdo convexa em
um conjunto convexo.
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Método Simplex

Vamos agora nos concentrar em como encontrar uma dire¢do na
vizinhanca de uma solugdo bdsica vidvel que proporcione reducao do custo.

Vamos também desenvolver condicoes de otimalidade para verificar se uma
dada soluc3o bdsica vidvel é 6tima.
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Direcao vidvel

Suponha que estamos em um ponto x € P e queremos sair de x, andando
em uma direcdo d € R"”. Claramente, estamos interessados em direcoes d
que ndo leve diretamente a um ponto invidvel.

Isso leva a seguinte definicdo.
Definicao 1. Seja x um elemento de um poliedro P. Um vetor d € R" é

dito uma diregdo vidvel a partir de x se existe um escalar positivo 6 para o
qual x +0d € P.
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Direcao vidvel

Sejam x uma solug3o bésica vidvel do problema na forma padrao,
B(1),..., B(m) os indices das varidveis basicas e B = (Ag(1)..-Ap(m)) 2
matriz base correspondente.

Em particular, temos que x; = 0 para toda varidvel ndo-basica e o vetor
das varidveis basicas xg = (xg(1), -, XB(m)) € dado por

xg = B7!b.
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Direcao vidvel

Considere a possibilidade de mover de x para um novo vetor x + 6d
selecionando uma varidvel ndo-bdsica x; (que comega valendo 0) e a
aumentando para um valor positivo #, mantendo as demais varidveis
ndo-basicas em 0.

Algebricamente, d; = 1 e d; = 0 para todo indice ndo-basico / diferente de
J.

Ao mesmo tempo, o vetor xg de varidveis badsicas muda para xg + fdp,
com dg = (dg(1), -+, dB(m)) © vetor com as componentes de d
correspondentes as varidveis basicas.
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Direcao vidvel

Dado que estamos interessados somente em solugdes vidveis, queremos
que A(x + 60d) = b.

Como x € vidvel, temos Ax = b. Assim, para que A(x + 0d) = b com
6 > 0, precisamos que Ad = 0.
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Direcao vidvel

Lembre-se que d; = 1 e d; = 0 para todo indice ndo-bdsico diferente de j.

Ent3o,

0=Ad = ZA,‘d,’ = ZAB(i)dB(i) + Aj = Bdg + Aj.

=1 =1

Como a matriz base B é inversivel, temos

dg = —B71A;. (1)
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Direcao vidvel

A direcdo d que construimos serd chamada de j-ésima direcdo bdasica.

Por enquanto garantimos que as restricles de igualdade s3o satisfeitas
quando nos movemos de x na direcdo d. Vejamos o que acontece com as
restricoes de ndo-negatividade.

Lembre-se que a varidvel x; é aumentada e todas as outras varidveis
nao-basicas se mantém em 0. Portanto, precisamos apenas nos preocupar
com o sinal das variaveis basicas.
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Direcao vidvel

Vamos analisar dois casos:

a) Suponha que x seja uma solugdo bdsica ndo-degenerada.
)

Entdo xg > 0. Assim, xg + 0dg > 0 para um valor de 6
suficientemente pequeno de 6 e a viabilidade é mantida.

Em particular, d é uma direcdo vidvel.
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Direcao vidvel

(b) Suponha que x seja degenerada.
Entdo d nem sempre é uma direcdo vidvel.

Note que é possivel que uma varidvel basica xB(,-% sejalea
componente correspondente dp(;) de dg = —B™"A;j seja negativa.
Neste caso, se seguimos a j-ésima direcdo basica, a restricao de
ndo-negatividade de xp(;) é imediatamente violada.
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Custo reduzido

Vamos ver agora os efeitos no custo de andar em uma direcdo basica.

Se d é a j-ésima direc3o bésica, entdo a taxa de mudanca do custo ¢’ d
ao longo da diregdo d é dada por cZ dg + ¢j, com cg = (cB(1)s > CB(m))-

Como dg = —B71A;, isso é o mesmo que G — CBTB_IAJ-. Esta quantidade
¢ importante o suficiente para ter uma definic3o.
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Custo reduzido

Definicao 2. Sejam x uma solugcdo bdsica, B uma matriz base associada
a x e cg o vetor de custos das varidveis bdsicas. Para cada j, definimos o
custo reduzido C; da varidvel x; pela férmula

= _ ~ _ ~Tp-1p
G =c¢ —cgB A

Intuitivamente, ¢; € o custo por unidade de crescimento da variavel x; e o
termo —cJ B71A; é o custo das mudangas nas varidveis bésicas
necessarias para satisfazer as restricdes Ax = b.
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Considere o problema de programacao linear

minimizar c¢x1 + Oox» + x3 + Cxa
sujeita a X1 + X + X3 + x4 = 2,
2x1 + 3X3 + dx, = 2
X1, X2, X3, Xxa > 0,

As duas primeiras colunas da matriz A sdo A; = (1,2) e Ax = (1,0).
Como elas s3o linearmente independentes, podemos escolher x; e x» como
variaveis basicas.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 19 de outubro de 2016 17 / 30



Exemplo

A matriz base correspondente é

(1 1)

_ . X 2
Definimos x3 = x4 = 0 e, resolvendo o sistema B < Xl > = < 5 > temos
2

X1:X2:1.

Assim, x = (1,1,0,0) é uma solugdo basica vidvel ndo-degenerada.
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Uma direc3o basica correspondente a aumentar a varidvel ndo-bdsica x3 é
contruida da seguinte forma: primeiramente, definimos d3s =1e dy =0. A
dire¢do de mudanca das varidveis basicas € calculada usando a férmula (1):

d1 dp(1) ) -1
( d> ) < dp2) i ’

(0 05\ (1) [ -15
1 —-05 3 ) 05 /°

Portanto, a terceira dire¢do bésica é dada por d = (—1.5,0.5,1,0).
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Exemplo

O custo de mover de x na direcdo bésica d é cTd=—15¢c +05c0 + c.

Este é o custo reduzido da variavel xs.
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Condicoes de otimalidade

Considere agora o custo reduzido (Defini¢do 2) para o caso de uma
varidvel basica.

Como B é a matriz (AB(1)~--AB(m))v temos que B_I(AB(l)...AB(m)) =1,
com | a matriz identidade de dimens3ao m x m.

Em particular, B_lAB(,-) é a i-ésima coluna da matriz identidade,
denotada por e;.
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Condicoes de otimalidade

Portanto, para toda varidvel basica Xp(i), temos

Ea(i) = CB(i) — B B As() = ca(1) — cB & = cB() — cB()) = 0.

Ent3o, o custo reduzido de toda varidvel basica é zero.

O teorema a seguir diz respeito a condi¢les de otimalidade de um ponto.
Dada nossa interpretacdo de custos reduzidos como a taxa de mudan¢a do
custo ao longo de certa direc3o, o teorema é intuitivo.
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Condicoes de otimalidade

Teorema 1. Considere uma solucdo basica vidvel x associada a uma
matriz base B. Seja € o vetor correspondente de custos reduzidos.

(a) Sec >0, entdo x € Stima.

(b) Se x € dtima e ndo-degenerada, entdo € > 0.
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Prova do Teorema 1

Prova: Primeiramente, vamos mostrar (a), ou seja, se ¢ > 0, entdo x é
6tima.

Suponha que € > 0 e seja y uma solugdo viavel arbitraria. Defina
d =y — x. Como x e y s3o vidveis, temos que Ax = Ay = b e, portanto,
Ad = 0.

Podemos reescrever a tltima igualdade como
Bdg + Z A;d;i =0,
ieN

com N o conjunto de indices das varidveis ndo-bdasicas (definidas pela base
B).
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Prova do Teorema 1

Como B é inversivel, temos

dg + B! ZA,-d,- =0=dg=-B1 ZA,-d,-
ieN ieN

—chB+Zc,d,—Z(c,—CBB 1A d; —Zc, ;

ieN ieN ieN

Para todo indice ndo-bésico i € N, devemos ter x; = 0. Como y é vidvel,
yi > 0. Entdo, di=y; — x; > 0e C;d; > 0 para todo i € N.

Portanto, ¢ (y —x) =c’d>0=c"y > c"x. Como y é uma solugio
vidvel arbitraria, x é étimo.
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Prova do Teorema 1

Vamos agora mostrar (b), ou seja, se x é 6tima e n3o-degenerada, entdo
c>0.

Suponha que x seja uma solu¢do basica vidvel ndo-degenerada étima.
Suponha, por absurdo, que ¢; < 0 para algum j. Como o custo reduzido
de varidveis basicas é sempre zero, x; deve ser uma varidvel ndo-b3sica e ¢;
¢é a taxa de mudanca do custo ao longo da j-ésima direcao basica.

Como x é n3o-degenerada, a j-ésima direcdo bdsica é uma direcdo vidvel
que decresce o custo. Ao mover nesta direcdo, obtemos solugdes vidveis
com custos menores do que x. Portanto, x ndo é 6tima, o que contraria
nossa hipdtese. [
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Condicoes de otimalidade

Note que o Teorema 1 admite que x seja uma solucdo basica viavel
degenerada, mas ¢; < 0 para algum indice nao-basico .

Existe um teorema andlogo ao Teorema 1 que da condi¢cGes sob as quais
uma solucdo bdsica vidvel é uma solucdo 6tima dnica.
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Condicoes de otimalidade

De acordo com o Teorema 1, para decidir se uma solucdo basica vidvel

n3o-degenerada é étima, precisamos apenas verificar se todos os custos
reduzidos s3o n3o-negativos, o que é 0 mesmo que examinar as n — m

direcbes basicas.

Se x é uma solucdo bésica vidvel degenerada, n3o existe um teste
computacionalemente simples como este para ser feito. Felizmente, o
método Simplex, que desenvolveremos a seguir, consegue lidar com isso de
uma maneira eficiente.
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Condicoes de otimalidade

Note que para usar o Teorema 1 e verificar se uma dada solug¢do bésica é
Otima, precisamos satisfazer duas condigdes: viabilidade e ndo-negatividade
dos custos reduzidos (otimalidade). Isso nos leva a seguinte defini¢cdo:
Definicao 3. A matriz base B é chamada de 6tima se:

(a) B7lb>0e

(b)y e =cT —cfBtA>0T.

19 de outubro de 2016 29 /30

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizagao linear



Condicoes de otimalidade

Claramente, se uma base étima é encontrada, a solucdo bdsica

correspondente é vidvel e satisfaz as condi¢cOes de otimalidade. Portanto, é
Sétima.

No entanto, no caso degenerado, ter uma solucdo basica viavel étima nao
quer necessariamente dizer que os custos sejam n3o-negativos.
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