Exercicios

1. Seja M um A-médulo. Mostre que M é
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simples se e somente se M = A/m para
algum m € Specm A.

. Mostre que, se A ¢é artiniano com
Specm A = {my,...m,}, entdo existe
n inteiro positivo tal que

A= A/m} x - x A/m],
e cada A/m] é um anel artiniano local.

. Considere o Z-médulo quociente
M = Z[1/p|/Z. Prove que qualquer
submédulo N C M é finito (como con-
junto) ou igual a M. Conclua que M
¢ um Z-moédulo artiniano e prove que
nao é f.g. (logo nao é noetheriano).

. Seja p um numero inteiro primo. Para
cada inteiro n > 0, considere M, =
{¢ € Q/Z|p"q = 0} e M := Up>oM,.
Mostre que

(a) Z/(p") = M, isomorfismo de Z-
modulos;

(b) se N é Z-submddulo de M, entao
N = M, para algum n;

(¢) Deduza que M é Z-médulo Artini-
ano mas nao é Z-médulo Noethe-
riano.

10.

(d) Encontre Ann M, e deduza que
Z/Ann M nao é Z-médulo Artini-
ano.

Seja A um anel artiniano. Mostre que:

(a) Se A é dominio Artiniano, entao A
é corpo.

(b) Specm A = Spec A.

Seja p um numero inteiro primo. Con-
sidere M = @&°,Z/(p") ¢ @Q := 0 em
M. Mostre que @ é (p)-primario.

Sejam := (2, X) e q:= (4, X) ideais de
Z[X]. Mostre que q é m-primério e g
nao é uma poténcia de m.

Seja K um corpo. Considere p; :=
(X,)Y), p2 = (X, 2), m:= (XY, Z) e
I := pip, ideais de K[X,Y, Z]. Mostre
que I = p;NpoNm? é uma decomposicao
priméria de I. Quais primos associados
sao minimais?

Seja K um corpo. Considere I :=
(XY, X =YZ)eq = (X,2), q2 :=
(Y2, X —YZ). Mostre que I = q; N g
é uma decomposicao primaria de I.

Quais dos seguintes anéis é Artiniano,
justifique.

(a) Z[1/6]



(b) Q[X]/(X? — 2X? + X) (d) CIX,Y]/(X2— Y3 4Y? — 5X2Y +
(c) CIX,Y]xy) (Localizacdo em XY
(X,Y))



