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Exerćıcios

1. Seja M um A-módulo. Mostre que M é
simples se e somente se M ∼= A/m para
algum m ∈ SpecmA.

2. Mostre que, se A é artiniano com
SpecmA = {m1, . . .mr}, então existe
n inteiro positivo tal que

A ∼= A/mn
1 × · · · × A/mn

r ,

e cada A/mn
i é um anel artiniano local.

3. Considere o Z-módulo quociente
M = Z[1/p]/Z. Prove que qualquer
submódulo N ⊂ M é finito (como con-
junto) ou igual a M . Conclua que M
é um Z-módulo artiniano e prove que
não é f.g. (logo não é noetheriano).

4. Seja p um número inteiro primo. Para
cada inteiro n ≥ 0, considere Mn =
{q ∈ Q/Z | pnq = 0} e M := ∪n≥0Mn.
Mostre que

(a) Z/(pn)
∼=→ Mn isomorfismo de Z-

módulos;

(b) se N é Z-submódulo de M, então
N = Mn para algum n;

(c) Deduza que M é Z-módulo Artini-
ano mas não é Z-módulo Noethe-
riano.

(d) Encontre AnnM , e deduza que
Z/AnnM não é Z-módulo Artini-
ano.

5. Seja A um anel artiniano. Mostre que:

(a) Se A é domı́nio Artiniano, então A
é corpo.

(b) SpecmA = SpecA.

6. Seja p um número inteiro primo. Con-
sidere M := ⊕∞

n=1Z/(pn) e Q := 0 em
M . Mostre que Q é (p)-primário.

7. Seja m := (2, X) e q := (4, X) ideais de
Z[X]. Mostre que q é m-primário e q
não é uma potência de m.

8. Seja K um corpo. Considere p1 :=
(X, Y ), p2 := (X,Z), m := (X, Y, Z) e
I := p1p2 ideais de K[X, Y, Z]. Mostre
que I = p1∩p2∩m2 é uma decomposição
primária de I. Quais primos associados
são minimais?

9. Seja K um corpo. Considere I :=
(XY,X − Y Z) e q1 := (X,Z), q2 :=
(Y 2, X − Y Z). Mostre que I = q1 ∩ q2
é uma decomposição primária de I.

10. Quais dos seguintes anéis é Artiniano,
justifique.

(a) Z[1/6]
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(b) Q[X]/(X3 − 2X2 +X)

(c) C[X, Y ](X,Y ) (Localização em
(X, Y ))

(d) C[X, Y ]/(X2 − Y 3, 4Y 2 − 5X2Y +
X4)
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