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Geometria Algébrica I

15 de abril de 2026

� Denote por S := k[x0, x1, . . . , xn]
e por Sh o conjunto de todos os

polinômios homogêneos em S.

� Para X um conjunto algébrico

projetivo, denote por IH(X) o

ideal homogêneo de X.

� I é polinômio homogêneo, Za(I) é
o zero de I em An e Zp(I) é o zero

de I em Pn.

1. Seja I ⊂ S um ideal.

(a) I é homogêneo se e so-
mente se é gerado por um
conjunto (�nito) de po-
linômios homogêneos.

(b) Se I é homogêneo, então√
I é homogêneo.

(c) A interseção, produto ou
soma de ideais homogê-
neos é homogêneo.

2. Para um ideal homogêneo I ⊂
S, mostre que as seguintes con-
dições são equivalentes:

(i) Z(I) = ∅;
(ii)

√
I é igual a S ou ao ideal

S+ =
⊕

d>0 Sd;

(iii) I ⊃ Sd para algum d > 0.

3. (a) Se T1 ⊂ T2 são subconjun-
tos de Sh, então Z(T1) ⊃
Z(T2).

(b) Se Y1 ⊂ Y2 são subconjun-
tos de Pn, então I(Y1) ⊃
I(Y2).

(c) Para quaisquer dois sub-
conjuntos Y1, Y2 de Pn,
vale I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩
I(Y2).

(d) Se a ⊂ S é um ideal ho-
mogêneo com Z(a) ̸= ∅,
então I(Z(a)) =

√
a.

(e) Para qualquer subcon-
junto Y ⊂ Pn, vale
Z(I(Y )) = Y .

4. Seja X ̸= ∅ um conjunto algé-
brico projetivo. Então

(a) I(C(X)) = IH(X),

(b) Se X = Zp(I) para um
ideal homogêneo I, então
C(X) = Za(I) (De�nição
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de cone a�m, veja as no-
tas de aula).

5. Prove:

(a) (Nullstellensatz proje-

tivo fraco) Zp(I) = ∅ se
e somente se I contém to-
das as formas de grau N ,
para algum N .

(b) (Nullstellensatz proje-

tivo forte) Se Zp(I) ̸= ∅,
então

IH
(
Zp(I)

)
=

√
I.

6. (a) Pn é um espaço topológico
noetheriano.

(b) Todo conjunto algébrico
em Pn pode ser escrito de
maneira única como uma
união �nita de conjuntos
algébricos irredutíveis, ne-
nhum contendo outro. Es-
tes são chamados de suas
componentes irredutíveis.

7. Se Y é uma variedade projetiva
com anel de coordenadas homo-
gêneas S(Y ), mostre que

dimS(Y ) = dimY + 1.

8. (a) dimPn = n.

(b) Se Y ⊂ Pn é uma vari-
edade quase-projetiva, en-
tão dimY = dimY .

9. Uma variedade projetiva Y ⊂
Pn tem dimensão n− 1 se e so-
mente se é o conjunto de zeros

de um único polinômio homogê-
neo irredutível f de grau posi-
tivo. Y é chamada de hipersu-

perfície em Pn.

10. Variedades lineares em Pn.

Uma hipersuperfície de�nida
por um polinômio linear é cha-
mada de hiperplano.

(a) Mostre que as duas condi-
ções seguintes são equiva-
lentes para uma variedade
Y em Pn:

(i) I(Y ) pode ser gerado
por polinômios linea-
res.

(ii) Y pode ser escrito
como uma interseção
de hiperplanos.

Nesse caso dizemos que Y
é uma variedade linear em

Pn.

(b) Se Y é uma variedade li-
near de dimensão r em Pn,
mostre que I(Y ) é mini-
mamente gerado por n− r
polinômios lineares.

(c) Sejam Y, Z variedades
lineares em Pn, com
dimY = r, dimZ = s.
Se r + s − n ≥ 0, então
Y ∩ Z ̸= ∅. Além disso, se
Y ∩ Z ̸= ∅, então Y ∩ Z
é uma variedade linear de
dimensão r+s−n. (Pense
em An+1 como um espaço
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vetorial sobre k, e trabalhe
com seus subespaços.)

11. * A imersão d-upla. Para
dados n, d > 0, sejam
M0,M1, . . . ,MN todos os
monômios de grau d nas n + 1
variáveis x0, . . . , xn, onde

N =

(
n+ d

n

)
− 1.

De�nimos uma aplicação ρd :
Pn → PN enviando o ponto
P = (a0, . . . , an) ao ponto

ρd(P ) = (M0(a), . . . ,MN(a))

obtido substituindo os ai nos
monômios Mj. Isto é chamado
de imersão d-upla de Pn em PN .
Por exemplo, se n = 1, d = 2,
então N = 2, e a imagem Y da
imersão 2-upla de P1 em P2 é
uma cônica.

(a) Seja θ : k[y0, . . . , yN ] →
k[x0, . . . , xn] o homomor-
�smo de�nido enviando yi
em Mi, e seja a o núcleo
de θ. Então a é um ideal
primo homogêneo, e por-
tanto Z(a) é uma varie-
dade projetiva em PN .

(b) Mostre que a imagem de
ρd é exatamente Z(a).
(Uma inclusão é fácil. A
outra exigirá alguns cálcu-
los.)

12. * A imersão de Segre. Seja
ψ : Pr × Ps → PN a aplica-
ção de�nida enviando o par or-
denado

(a0, . . . , ar)× (b0, . . . , bs)

em (. . . , aibj, . . .) em ordem le-
xicográ�ca, onde N = rs+r+s.
Note que ψ está bem de�nida
e é injetiva. Ela é chamada de
imersão de Segre. Mostre que
a imagem de ψ é uma subva-
riedade de PN . Dica: Sejam as
coordenadas homogêneas de PN

{zij | 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s},
e seja a o núcleo do homomor-
�smo

k[{zij}] → k[x0, . . . , xr, y0, . . . , ys]

que envia zij em xiyj. Então
mostre que Imψ = Z(a).

13. A cúbica torcida em A3 é C :=
Z(y−x2, z−x3). Mostre que C
é isomorfa a A1.

14. Mostre que Z(xy) ⊂ A2 não é
isomorfa a A1.

15. Se dois conjuntos algébricos
a�ns são isomorfos, mostre que
eles têm a mesma dimensão.

16. Seja C := Z(y2 − (x3 + x2)).
Mostre que C não é isomorfa a
A1.

17. Quais das seguintes variedades
a�ns são isomorfas?

(a) A1,
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(b) Z(x2 + y2) ⊂ A2,

(c) Z(x2 − y3) ⊂ A2,

(d) Z(xy) ⊂ A2,

(e) Z(y − x2, z − x3) ⊂ A3

(a) Mostre que qualquer cô-
nica em A2 é isomorfa ou
a A1 ou a A1 \ {0}.

(b) Qualquer cônica em P2 é
isomorfa a P1.

18. Seja φ : X → Y um mor�smo
entre variedades a�ns. Seja φ∗ :
OY (Y ) → OX(X) a aplicação
correspondente. Quais das se-
guintes a�rmações são verda-
deiras?

(a) φ∗ é injetiva se, e somente
se, φ é sobrejetiva.

(b) φ∗ é sobrejetiva se, e so-
mente se, φ é injetiva.

(c) φ∗ é um isomor�smo se, e
somente se, φ é um iso-
mor�smo.

Prove ou dê contraexemplos. Se
uma a�rmação for falsa, você
pode modi�cá-la um pouco
para que se torne verdadeira?

19. Um mor�smo cuja aplicação
subjacente nos espaços topoló-
gicos é um homeomor�smo não
precisa ser um isomor�smo.

(a) Por exemplo, seja φ :

A1 → A2 de�nida por t 7→
(t2, t3). Mostre que φ de-
�ne um mor�smo bijetivo
e bicontínuo de A1 sobre a
curva y2 = x3, mas que φ
não é um isomor�smo.

(b) Para outro exemplo, seja
a característica do corpo
base k igual a p > 0, e
de�na uma aplicação φ :
A1 → A1 por t 7→ tp. Mos-
tre que φ é bijetiva e bi-
contínua, mas não é um
isomor�smo. Isso é cha-
mado o mor�smo de Fro-
benius.

20. Seja φ : X → Y um mor�smo.

(a) Mostre que, para cada p ∈
X, φ induz um homomor-
�smo de anéis locais

φ∗
p : Oφ(p),Y → Op,X .

(b) Mostre que φ é um iso-
mor�smo se, e somente se,
φ é um homeomor�smo, e
a aplicação induzida φ∗

p é
um isomor�smo, para todo
p ∈ X.

(c) Mostre que, se φ(X) é
denso em Y , então a apli-
cação φ∗

p é injetiva para
todo p ∈ X.
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