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. Seja k um corpo arbitrario, seja f €

k[x,y] um polinémio irredutivel, e seja
g € k[z,y] um polindémio arbitrario. Se
g nao é divisivel por f, entao o sistema
de equagoes f(z,y) = g(x,y) = 0 tem
apenas um numero finito de solugoes.

Sejam Fy,..., Fy, € klxy,...,z,]. Seja
p: A" — A™ definida por ¢(p) =
(Fi(p), ..., Fn(p)). Mostre que o
grafico 'y, = {(p,q) € A™™ | ¢ =
©(p)} é um conjunto algébrico afim.

(a) Prove que o conjunto de matrizes
simétricas e antissimétricas n X n
sobre k sao conjuntos algébricos

Tl2
em A",

(b) Prove que GL, (k) é um (Zariski)
aberto em A™ e que pode ser visto
como um conjunto algébrico afim
em A"t

Dé um exemplo de uma colecao enu-
meravel de conjuntos algébricos afins
em A" cuja uniao nao é um conjunto
algébrico afim.

(a) Seja Y a curva plana afim y = 22
(isto é, Y é o conjunto de zeros do
polindmio f = y — x?). Mostre
que A(Y") é isomorfo a um anel de
polindbmios em uma variavel sobre

k.

9.

(b) Seja Z a curva plana zy = 1.
Mostre que A(Z) nao é isomorfo
a um anel de polindbmios em uma
variavel sobre k.

Seja f um polindomio quadratico
irredutivel em k[z,y], e seja W a
conica definida por f. Mostre que
A(W) éisomorfo a A(Y) ou A(Z).

Qual deles é, e quando?

O conjunto X C A? é definido pelas
equacoes

fix?+9y*=1 e g:ax=1.

Determine o ideal I(X). E verdade que
I(X) = (f,9)7

Seja I = (x> +y*—1, x—1). Determine
X := Z(I) e determine I(X). Mostre
que I(Z(I)) # 1.

Prove que a reciproca do Teorema da
Base de Hilbert: Se R|x] is Noetheri-
ano, entao R é Noetheriano.

(a) Prove que uma variedade afim é
conexa na topologia de Zariski.

(b) Prove que o conjunto algébrico
afim X é conexo na topologia de
Zariski se e somente se A(X) nao
¢ soma direta de dois ideais nao
nulos. Deduzir dai que uma var-
iedade é conexa na topologia de
Zariski.
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Seja Y C A3 a curva dada parametrica-
mente por

Mostre que I(Y') é um ideal primo de
altura 2 em k[x,y, z] que nao pode ser
gerado por 2 elementos. Dizemos que
Y nao é uma intersecao completa local.

Se I, J sao ideais em A = k[xy, ..., x,)],

entao

I:J={f€A|fgelparatodoge J}

é chamado o quociente de ideais (ou
ideal quociente) de I por J.

(a) Prove que I : J é um ideal con-
tendo I.

(b) Mostre que
Z(I:0)> Z(I) — Z(J)

e que, se k ¢ algebricamente
fechado e I é um ideal radical,
entao vale a igualdade (use o Null-
stellensatz de Hilbert).

(¢) Se X e Y sdo conjuntos algébricos
afins em A", entao

[(X): I(Y)=I(X-Y).

12. Mostre que uma k-algebra B ¢é iso-

morfa ao anel de coordenadas afim de
algum conjunto algébrico em A", para
algum n, se e somente se B é uma k-
algebra finitamente gerada sem elemen-
tos nilpotentes.
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14.

15.

16.

Seja Y uma variedade afim de dimensao
r em A". Seja H uma hipersuperficie
em A", e suponha que Y ¢ H. Entdo
toda componente irredutivel de Y N H
tem dimensao r — 1.

Seja a C A = kf[zy,...,2,] um ideal
que pode ser gerado por r elementos.
Entao toda componente irredutivel de
Z(a) tem dimensao > n — r.

(a) Se Y é qualquer subconjunto de
um espaco topoldgico X, entao
dimY < dim X.

(b) Se X é um espago topoldgico que
é coberto por uma familia de aber-

tos {U;}, entdo

dim X = supdim U;.

(¢c) Dé um exemplo de um espago
topoldgico X e de um aberto denso
U tal que dimU < dim X.

Se Y é um subconjunto fechado
de um espago topologico irre-
dutivel X de dimensao finita, e se
dimY =dim X, entao Y = X.

(e) Dé um exemplo de um espago
topoldgico mnoetheriano de di-
mensao infinita.

Seja. H a algebra dos quatérnios
de Hamilton e Hl[zy,...,2,] o anel
dos polinomios nas variaveis
trais xq,...,x, sobre H. Se p =
(a1, aq,...,a,) € H" tal que a,a; # aja;
para algum 1 < 17,7 < n, mostre que

cen-

(x1— a1, ..., Ty —ay) = Hlzy, ..., z,)]



