|Lista de Exercicios Médulo 4 de SMA353-Célculo I

Exercicios iniciais: 2, 3, 10, 11, 14, 17, 22 e 25.
Maximos, minimos e pontos de inflexao

Exercicio 1 (i) Descreva os passos do método para encontrar mdzimo e minimo globais
para func¢do continua em intervalo fechado.

(i1) Determine o mdzimo e minimo global nos wntervalos fizados das seguintes
fungées. Use o método da funcao continua no intervalo fechado. Note que aqui, neste
método, ndo se analisa sinal de derivada.

2 +4x

(a) f(x) = S no intervalo [—1,5];

(b) f(x) = x* — 2x3 + 2x no intervalo [—1,1];
(c) f(x) = VX2 —x3 no intervalo [0,1];
(d) f(x) =xlnx no intervalo [1/3,2];
(1i) Sobre o item (b), f(x) = x* —2x3 + 2x, responda:

(b1) Nos pontos de mdzimo e minimo € sempre verdade que a deriwada € zero? Ou
seja, € sempre ponto critico? Ezxplique;

(b2) Se o intervalo fosse [—1,2], f teria mdzimo e minimo globais? Quais sertam? Em
quais pontos ocorrem?

(b3) Mude o intervalo para que o mdzimo e minimo globais ndo tenham derivadas
nulas.

Exercicio 2 (i) Defina ponto critico de f(x).

(11) Dé exemplo simples de uma f(x) onde o ponto critico ndo é mdzimo e nem minimo.
(1i1) Enuncie o teste da derivada primeira.

(1) Quais as definigbes de mdzimos e minimos globais (ou seja, absolutos) e mdzimos
e minimos locais (ou seja, relativos)?

(v) Para cada uma das fungdes f abaizo, determine os pontos de mdzimo e de minimos
locats (relativos) e os intervalos onde ela € crescente ou decrescente:

a) f(x) = x* + % b) f(x) = cos(x) — cos?(x) V) = e a5

d) f(x) = vx — 1 e) f(x) = In(x* +2)
NG
Exercicio 3 (i) Defina ponto de inflexdo. O que concavidade tem a ver com a derivada
sequnda de f? Ezplique.

(1) Em cada um dos itens do Ezercicio 2 determine os pontos de inflexdo e analise a
concavidade.



Exercicio 4

(a) Mostre que para todo a,b > 0 temos que In(ab) = In(a) + In(b). Sugestdo: use o
fato que se f'(x) = 0 num intervalo, entdo f éconstante nesse intervalo.

(b) Pode ezistir uma funcdo diferencidvel, ndo constante, tal que f'(x) =0 para todo x
no seu dominio?

(c) Mostre que a fungdo f(x) = x>+ ax* +bx+c, onde a,b,c € R sdo constantes fizadas,
ndo tem mdzimo ou minimo se, e somente se, a’ < 3b.

(d) Determine as constantes a,b € R de tal modo que a fungdo do item (c) acima tenha
como pontos criticos x = —2 e x = 3. Neste caso, em qual deles f terd um mdzrimo?

Exercicio 5
(a) Mostre que os zeros da fungdo f(x) = sen(x) sdo seus unicos pontos de inflezdo.
(b) Dé condicbes sobre a,b,c e d para que o grdfico de f(x) = x* + ax® + bx? + cx + d:
(i) ndo tenha ponto de inflexdo;
(1) tenha um unico ponto de inflexdo,
(i11) tenha, exatamente, dois pontos de inflezdo.

Esboco de Graficos

Exercicio 6 Utilizando as técnicas do Cdlculo Diferencial, fagca um esboco do grdfico
das seguintes funcgoes:

a)f(x) =x"°—1 b) f(x) = 8x'/3 +x¥3 ¢) f(x) = sen(x) + cos(x)
y 4 24 x—2
) f(x) = eV &) f(x) = — = 5 ) f(x) = %

Note que utilizando os passos do exercicio 10, vocé deixard os grdficos mais precisos.

Exercicio 7 Determine 11m f(x), lim f(x), esboce o grdfico e identifique as assintotas

X—)Cl X—a
verticais e horizontais.
2
a) f(x) zi5)5> a=-5/2 b) f(x) = 23X9)2> a=29/2 c) f(x) :Xﬁ‘x_z, a=-—1,a=2.

Exercicio 8 Esboce o grdfico de uma func¢ao f que satisfaca:

(a) f continua, f(0) =4, f(2) =2, f(5) =6, f'(0) =f'(2) =0, f'(x) >0 se |x—1] > 1,
f'ix) <0selx—1<1, f"(x)<0sex<1ouselx—4 <1, f"(x) >0 sex>5 ou se
Ix —2| < 1.

(b) f continua, f(0) = 2, f(2) =1, f(4) = f(10) = 0, f(6) = —4, f'(2) = f'(6) = 0O,
f'(x) < 0 em (—o0,4),(4,6) e (10,00), f'(x) > 0 em (6,10), nao existem f'(4) e
f'(10), f"(x) >0 em (—o00,2),(4,10) e (10,00), f"(x) <0 em (2,4).

(c) f(2) =4, f'(x) >0 sex <2, f'(x) <0 sex>2, f"(x) >0 se x #2, lin%lf’(x)l = 400,
lim f(x) =2, lim f(x) = 2.

X—+00 X——00



Exercicio 9 Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento, calcule todos
0s limites necessdrios e esboce o grdfico de f, onde

(a) f(x) =x+é

2x% + 4x
(6) fx) = 57

(c) f(x) =x*, x>0
Exercicio 10 Para cada uma das fung¢bes abaizo
e determine Dom(f);
e determine os pontos onde f intercepta o eizo x e 0 ewzro y.
e determine os pontos criticos e intervalos de crescimento e decrescimento;

e determine os candidatos a pontos de inflexdo e estude a concavidade e pontos de
inflexdo;

e faca uma tabela com sinais de f' e f”, que justifiguem onde estao os mdzimos,
minimos e pontos de inflexdo.

e determine se eristem assintotas verticais e horizontais;

e esboce o grdfico.

(a)f(x) =xIlnx (b)f(x) = (c)f(x) = xe 2

3

X
Dica: Note que ——— =x — —.
? 1+ x2 X 1+ x2

Aplicacgoes de Derivadas

Exercicio 11 Encontre o ponto da curva y = 2/x, x > 0 que estd mais prozimo da
origem.

Exercicio 12 Duas particulas P e Q movem-se, respectivamente, sobre os eizos Ox e
Oy. A funcdo posicdo de P é x =+t ede Q éy=t>—3/4, t > 0. Determine o instante
em que a distdncia entre P e Q seja a menor possivel.

Exercicio 13 Mostre que se a,b,c,d forem inteiros positivos, entdo teremos

(A + 1) b2+ 1) (c2+1)(d*+1) - 16
abcd -




Exercicio 14 Um wvitral tem o formato de um retangulo encimado por um semai-circulo.
O wvidro utilizado na parte semi-circular é menos translicido, de forma que a quantidade
de luz que passa por unidade de drea € 2/3 do permatido pelo vidro da parte retangular.
Sendo o perimetro do wvitral firado em 6m, calcule as medidas do wvitral que permaita
maior passagem de luz.

Exercicio 15 Use o teste da deriwvada primeira para provar que a mais curta distancia
lax; 4+ by + |

Vai e

Exercicio 16 Prove que a equagdo x*—3x*+6 = 0 admite uma dnica raiz real. Determine
um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz.

de um ponto (x1,y1) d reta ax+by+c =0 € dada por d =

X3

Exercicio 17 Prove para quaisquer que sejam x > 0, senx > X — 3
Exercicio 18 (a) Determine o numero real positivo cuja soma com o inverso do seu
quadrado seja minima.

(b) Achar dois nimeros positivos cuja soma € 16 e cujo produto é o mdzimo possivel.

Exercicio 19 Determine a altura do cone circular reto, de volume mdximo, inscrito na
esfera de raio R dado.

Exercicio 20 Um jardim retangular de 50m? de drea deve ser protegido contra animais.
Se um lado do jardim jd estd protegido por uma parede de celeiro, quais as dimensdes
da cerca de menor comprimento?

Exercicio 21 Deseja-se construir uma caiza, de forma cilindrica, de 1Tm3 de volume.
Nas laterais e no fundo serd utilizado material que custa 5,00 reais o m? e na tampa
serd utilizado material que custa 10,00 reais o m?. Determine as dimensdes da caiza
que minimizem o custo do material empregado.

Exercicio 22 (IME) As arestas laterais de uma pirdmide regular com n faces tém me-
dida 1. Determine:

(a) a expressdo do raio do circulo circunscrito @ base, em fungdo de 1, de modo que
o produto do volume da pirdmide pela sua altura seja mdzimo.

(b) a expressdo desse produto mdzrimo, em funcdo de |l e n.

Exercicio 23 Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v(t) = 2t—3, t >
0. Sabe-se que no instante t = 0 a particula encontra-se na posi¢cdo x = 5. Determine
o instante em que a particula estard mais proxima da origem.

Exercicio 24 Um sdélido serd construido acoplando-se a um cilindro circular reto, de
altura h e raio r, uma semi-esfera de raio r. Deseja-se que a drea da superficie do
solido seja 5mt. Determine r e h para que o volume do sélido seja mdzimo.
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Exercicio 25 Ao preco de R$1,50 um vendedor ambulante pode vender 500 unidades de
uma certa mercadoria que custa 70 centavos cada. Para cada centavo que o vendedor
abaiza no pregco, a quantidade vendida pode aumentar em 25 unidades. Que preco de
venda mazimizard o lucro?

Exercicio 26 (IME) Considere uma esfera inscrita e tangente d base de um cone de
revolugcdo. Um cilindro estd circunscrito a esfera de tal forma que uma de suas bases
estd apoiada na base do cone. Seja: V; o volume do cone e V, o volume do cilindro.
Encontre o menor valor da constante k para o qual Vi = kV,. Sugestdo: Considere o
angulo formado pelo didmetro da base e a geratriz do cone em uma das extremidades
deste diametro.
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Exercicio 1 (i) Para encontrar os valores mdzimos e minimos globais de uma func¢édo
continua f num intervalo fechado [a,b]:

1. Encontre os valores de f nos pontos criticos de f em (a,b);
2. Encontre os valores de f nos extremos do intervalo,

3. O mator valor das etapas 1 e 2 é o valor mdzximo global e 0 menor desses
valores € o minimo global.
(1) (a) f'(x) = %, os pontos criticos de f sdo {1 — /3,1 + V3}. Além disso,
f(—1) =—32 e f(5) = 2. Portanto, o minimo global de f no intervalo [—1,5] é
x =1—1/3 e mdzimo global é x =1+ V3.

(b) f'(x) = 4x*> —6x* +2, os pontos criticos de f sdo {1,—%}. Além disso, f(—1)
e f(1) = 1. Portanto, o minimo global de f no intervalo [—1,1] € x = —
mdzimo global € x ={—1,1}.

(c) f'(x) = 3&%, o ponto critico de f € {%}. Além disso, f(0) =0 e f(1) =0.
Portanto, o minimo global de f no intervalo [0,1] € x ={0,1} e mdzimo global
éx= %

(d) f'(x) = 1+1Inx, o ponto critico de f € {1}. Além disso, f(3) = -2 e f(2) = 2In2.
Portanto, o minimo global de f no intervalo [%,2] éx = % e mdzimo global é
x = 2.

1
e

mi= |

(1i2) (b1) Nem sempre é verdade. Pois como vimos no método descrito no item (i),
para encontrar os valores mdzimos e minimos globais de uma funcdo continua
num intervalo fechado, os pontos de mdzimo e minimos sdo tomados entre
0s pontos criticos (os quais a deriwvada se anula) e os pontos da extremidade
do intervalo (os quats ndo necessariamente a derivada se anula). No caso do
item (b), o ponto x = —1 é ponto de mdzximo global, entretando a derivada
nao se anula neste ponto.

(b2) f'(x) = 4x> —6x* +2, os pontos criticos de f sdo {1,—31}. Além disso, f(—1)
e f(2) = 4. Portanto, o minimo global de f no intervalo [—1,2] € x = —
mdximo global é x = 2.

1
e

= |

(b8) Considere o intervalo [0,2]. f'(x) = 4x*> — 6x* + 2, os pontos criticos de f sdo
{1,—%}. Além disso, f(0) =0 e f(2) = 4. Portanto, o minimo global de f no
wntervalo [0,2] € x =0 e mdzimo global é x =2. Note que f'(0) #0 e f'(2) #0.

Exercicio 2 (i) Um ponto p € Dom(f) é um ponto critico de f se f'(p) =0.

(1) Considere f(x) =x>, p =0 é wm ponto critico de f, porém ndo é ponto de mdzimo
nem de minimo.



(1)

(w)

(v)

Seja f uma fungao continua em (a,b) e p € (a,b) um ponto critico de f. Suponha
que f' exista em todos os pontos do intervalo (a,b) exceto possivelmente em p.

e Se f'(x) >0, parax € (p—90,p) e f'(x) <0, para x € (p + 6,p), para algum & > 0,
entdo f tem um mdzimo local em p.

o Se f'(x) <0, parax € (p—20,p) e f'(x) >0, para x € (p+ 6,p), para algum & > 0,
entdo f tem um minimo local em p.

Sejam f uma fungao e p € Dom(f). Dizemos que p € um ponto de mdzimo global
de f se para todo x € Dom(f), f(x) < f(p). Por outro lado, dizemos que p é um
ponto de minimo global de f se para todo x € Dom(f), f(x) > f(p).

Dizemos que p é um ponto de mdzimo local de f se existir v > 0 tal que para todo
x € (p—r,p+71)NDom(f), f(x) < f(p). Por outro lado, dizemos que p € um ponto
de minimo local de f se existir v > 0 tal que para todo x € (p —r,p + 1) N Dom(f),

f(x) > f(p).

(a) Temos que f'(x) = 2(x — X]—z), assim f'(0) =0 se, e somente se, x = 1.
Note ainda que, existe f'(x), para todo x € Dom(f) = R — {0}, logo o tnico
ponto critico de f € x = 1.
Considerando os intervalos A = (—o0,0),B =(0,1) e C = (1,00), e em sequida
escolhendo, por exemplo, a = —1 € A, b = % € B ec=2¢eC, obtemos que
f'(—1)=—-4<0, f'(;) =—7<0ef(2)=2>0.
Concluimos assim que f é decrescente nos intervalos A e B, e crescente em
C. Consequentemente, x =1 é um ponto de minimo e f ndo possui ponto de
mdzximo.

(b) Temos que f'(x) = sen(x)(2cos(x) — 1), assim f'(x) = 0 se, e somente se,

1

sin(x) = 0 ou cos(x) = 3.

Logo, x é um ponto critico de f se, e somente se,
T 5m
x € {krtk € Z}U {§ 4 2kmk e Z} U {? 4 2kmk € Z} .

Como f tem periodo 27, vamos analisar a fungao apenas no intervalo [0,27),
pois f tem o mesmo comportamento em qualquer intervalo da forma 2k, 2(k+
1)), com k € Z.

Considere os subintervalos A = (0,%),B = (£,n),C = (m,%) e D = (¥, 2n).
Escolhendo, por exemplo, a =7 € A,b=7 € B,C= 37“ ed= ”7‘ € D, temos
que f'(a) = —252 > 0, f’(b)——1<0 flc)=1>0ef(d) =122 <0.

Portanto, f é crescente nos intervalos A e C, e decrescente em B e D. Logo,
0s pontos 5 e 3“
Generalizando, os pontos da forma % + 2km e 3 + 2km sdo mdzimos locais,

enquanto que 0+ 2kmt e 7t + 2kmt sGo minimos locazs, para todo k € Z.

sdo mdzximos lOCCL’LS, enquanto que 0 e 7t s@o minimos locais.
57r

(c) Temos que f'(x) = ﬁ. Assim, f'(x) = 0 se, e somente se, x = V12 ou
x<—4)3
x =—V12.



(d)

(e)

Note que esses sdo 0s unicos pontos criticos, pois f'(x) existe para todo x €

Dom(f) =R —{-2,2}.

Testando o sinal de f'(x) (escolha um x em cada intervalo e calcule), obtemos

que f'(x) > 0, pamtodoxe (—00,—V12) U (V12,00) e f'(x) < 0, para x €
(—v12,V12) —{-2,2}.

Portanto, f é crescente em (—oo, —/12)U(v12, 00), e decrescente em (—/12,1/12)—

(2,2}, consequentemente, —/12 é mdzimo, enquanto que V12 é minimo.

Temos que f'(x) = % Note que Dom(f) = (0,00), logo f'(x) existe e €

diferente de zero, para todo x € Dom(f). Assim, f ndo possut pontos criticos.

Além disso, f'(x) > 0 e portanto f é crescente em todo o seu dominzio.

Temos que f'(x) = xzziz' O tnico ponto critico € x =0. Note que, f'(—1) <0 e

f'(1) > 0, asstm, f é decrescente em (—oo,0) e crescente em (0,00). Portanto,
0 € ponto minimo.

Exercicio 3 (i) Seja f continua em p € Dom(f). Dizemos que p € ponto de inflexdo
de f se existem a,b € R tais que p € (a,b) e p muda a concavidade da fung¢do,
ou seja, flup) tem concavidade para cima e fly,y) tem concavidade para baizo ou
flap) tem concavidade para baizo e f|p1) tem concavidade para cima.

Seja f uma funcao deriwdvel até segunda ordem em (a,b). Entao,
e Se f”(x) > 0, para todo x € (a,b), entdo f tem concavidade para cima (cdéncava)

em (a,b);

e Se f”(x) <0, para todo x € (a,b), entdo f tem concavidade para baizo (conveza)

m (a,b).

(1) (a) Ponto de inflezdo em x = —/2.

Concavidade para cima em (—oco,—v/2).
Concavidade para baizo em (—v/2,0).

(b) Pontos de inflexdo em x = arccos(”f) + 27, x = — arccos(? ‘F) + 21, x =
arccos(’ ‘F) + 27, x = — arccos|(? ‘ﬁ) +2m com n € Z.

(c)

(d)
(e)

Concavidade para ctma em (— arccos(”*TF)+27m, arccos(%g)—ﬂrm) e (arccos( 1’@)+
2mn, — arccos(%g) +2m), comn € Z.

(1+g/373) 1—

oo
w
w

Concavidade para baizo em (arccos +27m, arccos( )+27mn) e (— arccos( ]"/?3)4—

2mm, — arccos(%g) + 27m), com n € Z.

Pontos de inflexdo em x ={—6,0, 6}.

Concavidade para cima em (—oo,—6), (—2,0) e (2,6).
Concavidade para baizo em (—6,—2), (0,2) e (6,+00).
Nado possur pontos de infiexdo.

Pontos de inflexdo em x = {—v2,V/2}.

Concavidade para cima em (—v2,v/2).

Concavidade para baizo em (—oo, —v2) e(v/2,4+0).
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Exercicio 4 (a) Lembremos que o dominio da fungdo In(x) é o intervalo (0,+o00). Fize

(b)

(c)

(4)

b > 0 e constdere x > 0. Defina f(x) := In(xb) e g(x) = In(x) + In(b). Deriwvando
cada uma destas fungdes obtemos

b

/ 1 / _1
f(x)—ab—;eg(x)—;

portanto (f —g)'(x) =0, logo
(f —g)(x) =In(xb) —In(x) + In(b) =c,

em todo o wntervalo (0,4+00), para algum c € R. Como vale para todo x € (0,+00),
tome x =1 e temos

In(b) —In(1)+In(b) =c = In(b) —In(b) =c=0=c,

asstm In(xb)—In(x)+In(b) =0, ou seja, In(xb) = In(x)+1In(b) para todo x € (0, +00).
Portanto,
In(ab) =1n(a) + In(b).

E importante que o dominio de f seja um intervalo para que f seja constante nessas
condi¢des. No exemplo f(x) = |’;—‘ temos f'(x) = 0 em todo ponto do dominio. A
fungdo f ndo é constante e, como podemos observar, o dominio de f ndo é um
intervalo.

Seja f(x) = x> + ax? + bx + ¢, e note que f'(x) = 3x* +2ax+ b. Assim, f' ndo tem
raiz real se, e somente se, A = 4a’> — 12b < 0, entdo f' mdo tem raiz real se, e
somente se, a’> < 3b. Logo, para a’> < 3b a funcgdo f ndo tem mdzimo ou minimo.

Agora, f"(x) = 6x+2a. Assim, f"(x) =0 se, e somente se, x = —a/3. Caso a’ =3b
seque que A =0 e com isso x = —a/3 € raiz de f'. Mas na verdade x = —a/3 é um

ponto de inflexdo, e portanto também nesse ponto a fung¢ao f nao tem mdzrimo ou
minimo. Logo, f ndo tem mdzimo ou minimo se, e somente se, a’> < 3b.

a=-3/2eb=-18. O mdzimo é em x = —2.

Exercicio 5 (a) Temos que f'(x) = cos(x) e f”(x) = —sen(x). Assim, f"(x) =0 se, e

(b)

somente se, x € {kmk € Z}.

Tomando a = kmn— 5 e b = kn + 7, temos que f’(a) = (—=1)%, enquanto que
f’(b) = (=1)'. Assim, f"(a) = —f"(b), para qualquer k € Z. Portanto, hd uma

mudanca de concavidade na f, ou seja, x = k7t € ponto de inflexdo.

Além disso, os zeros da funcgdo f(x) = sen(x) sdo os unicos pontos de inflexdo.
Obtemos que f'(x) = 4x3 + 3ax? + 2bx + ¢ e f”(x) = 12x* + 6ax + 2b. As raizes de
f’(x) dependem do valor de A = 36a% — 96b.

e Se A < 0, ndo existem raizes reais e consequentemente ndo existem pontos de
inflexdo.



e Se A =0, existe uma unica raiz real e consequentemente existe um unico ponto
de wnflexdo.

e Se A >0, entdo f” possut duas raizes reais (distintas), neste caso, " possui dois
pontos de inflexdo.

Portanto,

(i) Se 36a% —96b < 0 = 36a’ < 96b = £a? < b,entdo f ndo tem ponto de inflezdo.
(ii) Se 36a? —96b = 0 = 36a’ = 96b = £a? = b,entdo f tem um tnico ponto de
inflexdo.

(iii) Se 36a* —96b > 0 = 36a? > 9%6b = La’ > b,entdo f tem, exatamente, dois
pontos de inflexdo.

Exercicio 6 (a) e Dom(f)=R;

(b)

o f(x) =0 = x=1;

o f'(x) = 1 >0, Vx € Dom(f') = R\ {0}. Portanto, f é crescente em todo seu
5x5
dominio e ndo possut pontos criticos,
o f'(x) = —242. Temos que f’(x) > 0 para x < 0 e f’(x) < 0 para x > 0.
5x 5

Portanto, f tem concavidade para baizo em (0,00) e concavidade para cima
em (—o0,0).

e Calculando os limites relevantes, teremos

lim f(x) = lim (x5 — 1) = oo

X—00 X—00
lim f(x) = lim (x5 —1) = —o0
X——00 X——00

portanto, f ndo possui assintotas.

e Teremos o segquinte esbogo para o grdfico

T SR
’_/2
a

Figura 1: f(x) =x'5 —1

e Dom(f) =R,

o f(x) =0 = x={=8,0},

o f'(x) = 8;—4%" =0 = x =—2. Portanto, f é crescente em x > —2 e decrescente
emx < —2;



Of”(x):4;‘_§16:O — x=4. Temos quef" <0 emO<x<4ef’">0em

3
x<0ex ; 4. Portanto, f tem concavidade para baizo em (0,4) e concavidade
para cima em (—o00,0) e (4,00). Alem disso, x =4 é um ponto de inflexdo da
curva.

e Teremos os sequintes sinais para f' e f:

f/ f//
X< —2|x>-2||x<0]|0<x<4|x>4
- + + - +
Analisando os sinais, temos que o ponto x = —2 é um ponto de minimo da

funcao.

e Calculando os limites relevantes, teremos

lim 8x3 +x3

= —00
X——00

) 1 4

lim 8x3 4+ x3 = 00

X—00

portanto, f nao possui assintotas.

e Teremos o sequinte esbogco para o grdfico

y
o

Figura 2: f(x) = 8x3 + x

wis

e Dom(f) =R,
e f(x) =0 = x=1(4mn—n), n€Z;

e f'(x) = cos(x) —sen(x) =0 = x = }1(47Tn—|— m), n € Z. Portando, x =

%(47{71 +m), n € Z, sao pontos criticos de f.

e f'(x) = —sen(x) —cos(x) =0 = x = }(4mn —m), n € Z. Portanto, x =

‘l ~ . ~
j(4m —m), n € Z, sdo pontos de inflezdo de f.

e Como f € periddica, vamos analisar os sinais para f' e " num periodo:

f/
3n s s 51 51 9In
_T<X<Z Z<X<T T<X<T
+ - +
Iz
57 T s 3n 3n Vi
—T<X<—Z _Z<X<T T<X<T
+ - +




e Teremos o sequinte esbogo para o grdfico

.|
[\Jtl\[]n[|||_||‘m|‘ 2

Figura 3: f(x) = sen(x) + cos(x)

Dom(f) = R*;
f(x) #0, Vx € R*;

1
f'(x) = —%;. Note que ' < 0 para todo x € R*. Portanto, f decrescente em

todo seu dominio,

(4)

1 1
f’(x) = 2)% +5 =0 = x= —%. Temos que " > 0 em (0,00) e (—%,O),
ef’" <0 em (—oo,—%). Portanto, f tem concavidade para cima em (0,00)

(—3,0), e concavidade para baizo em (—oo,—3). Alem disso, x = —
ponto de inflexdo da curva.

Teremos os sequintes sinais para f':

X<—3|—3<x<0|x>0
- + +

Calculando os limites relevantes, teremos

) 1
lim ex =1
X——00
) 1
lim ex =1
X—00
) 1
lim ex =0
x—0~

) 1
lim ex = o0
x—0t

portanto, f possui assintota vertical em x = 0 e assintota horizontal emy = 1.

e Teremos o sequinte esbo¢co para o grdfico

Figura 4: f(x) = ex



(e) o Dom(f) =R\ {-3,3};

e f(x) =0 = x=0;

o f'(x) = ﬁ. Note que f' < 0 para todo x € R\ {—3,3}. Portanto, f decres-
cente em todo seu dominio;

o f'(x) = 8?)&’2‘2_;)237) =0 = x=0. Temos que f" >0 em (3,00) e (—3,0), e " <0
em (—oo,—3) e (0,3). Portanto, f tem concavidade para cima em (3,00) e
(—3,0), e concavidade para baizo em (—oo,—3) e (0,3). Alem disso, x =0 ¢é
um ponto de inflexdo da curva.

e Teremos os sequintes sinais para f”:

X<—3|-3<x<0]0<x<3|x>3
- + - +

e Calculando os limites relevantes, teremos

lim
X——00 XZ — 9

lim
X—00 Xz — 9

lim
x——3-x2—9

lim
x——3t x2 —9

lim
x—3— X2 — 9
. 4x

lim 5
x—3t X4 — 9

=

portanto, f possut assintota horizontal y = 0 e assintotas verticais em x =3
ex=-—3.

e Teremos o sequinte esbogco para o grdfico

(f) e Dom(f) =R\ {3},
o f(x) =0 = x={=2,1);

o f'(x) = 2’(‘22);21";3. Note que ' > 0 para todo x € R\ {}}. Portanto, f crescente
em todo seu dominio;




o f'(x) = —ﬁ # 0 Vx € R\{%}. Temos que f’ > 0 em (—oo,%) ef’" <0 em

(%,oo). Portanto, f tem concavidade para cima em (—oo

,% e concavidade
para baizo em (},00).

e Teremos os sequintes sinais para f':

X<3|x>
+ -

No| —|

e Calculando os limites relevantes, teremos

fm X2
X——00 2X—1
i X2
X—00 2x—1
. X +x—2
lim ———— =+

ol 2x—1
2

x2+x—2
lim ———— = —
xo 1t 2x — 1

portanto, f possui assintota vertical em x = .

e Teremos o sequinte esbo¢o para o grdfico

Exercicio 7 (a)

lim ——— = lim —— — —
S eorsp % S ersp
lim 8 =0, lim =
xooo (2x4+5)5 ) xSteo (2x +5)5
Assintota vertical: reta x = —5/2.

Assintota horizontal: retay = 0.

(b)

lim 3—)(2 =00, lim 3—X2 =0
x—>%+ (2x — 9)2 - x—5" (2x — 9)2 B

. 3x? 3 ) 3x?

Ilm ——— ==, lim =

oo (2x—9)2 4 x50 (2x — 9)2



Assintota vertical: reta x = 9/2.

Assintota horizontal: retay = 3/4.

c)
. 2x2 . 2x2
lim -5 = —09, lim 55 =
x—o—1+ Xt —x —2 x—o—1- Xt —x —2
. 2x2 . 2x2
111112—:00, llmz—:—oo
x—2+ X2 —x —2 x—2- X2 —x—2
, 2x? . 2x?
lim =2, lim ——=2
xo00 X2 —x — 2 xo—00 X2 —x — 2
Assintota vertical: retas x =—1 e x = 2.

Assintota horizontal: reta y = 2.

Exercicio 8 (a) f continua, f(0) =4, f(2) =2, f(5) =6,
f'(0) =1'(2) =0, ou seja, 0 e 2 sao pontos criticos,
f'(x) >0 se|x—1| > 1, ou seja, f crescente;
f'(x) <0 se|x—1| <1, ou seja, f decrescente;
f’(x) <0 sex <1 ou se |x—4| <1, ou seja,f tem concavidade para baizo;
(

f"(x) >0 se x >5 ou se [x —2| < 1, ou seja, f tem concavidade para cima.

(b) f continua, f(0) =2, f(2) =1, f(4) =f(10) =0, f(6) = —4;
f'(2) =f'(6) =0, ou seja, 2 e 6 sdo pontos criticos;
f'(x) <0 em (—o0,4), (4,6) e (10,00), ou seja, f decrescente;
f'(x) >0 em (6,10), ou seja, f crescente,
nao existem f'(4) e f'(10), ou seja, retas tangentes nao definidas em 4 e 10;
f"(x) >0 em (—o0,2),(4,10) e (10,00), ou seja, f tem concavidade para cima,

f"(x) < 0 em (2,4), ou seja, f tem concavidade para baizo.
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(c) f(2) =4;
f'(x) >0 se x < 2, ou seja, f crescente;
f'(x) <0 se x > 2, ou seja, f decrescente;
f"(x) > 0 se x # 2, ou seja, f tem concavidade para cima,
}Eglf’(x)l = 400, ou seja, x =2 é uma assintota vertical;

lilJrrn f(x) =2, lim f(x) =2, ou seja, y=2 € uma assintota horizontal.
X—+00 X——00

W a
"
; 2%

Exercicio 9 (a) f(x) = x+X%, logo f'(x) =1—%. Assim, f'(x) < 0 em (—o0,0) e (25, )

ef'(x) >0 em (O,Zg). Além disso, f'(x) # 0, Vx. Portanto, f é crescente em (0, %)’
decrescente em (—o0,0) e (2%, 00), além disso f mdo possui ponto critico.

24
1 M
s 10 15 20

Figura 7: f(x) =x + %

x2

(b) f(x) = 224 logo f'(x) = W. Assim, f'(x) < 0 em (—oo,1—v/3) e (1+1/3,00) e

24x2 7

f'(x) >0 em (1—v3,14+/3). Além disso, f'(x) =0 se x = {1—v/3, 14++/3}. Portanto,

11



f é crescente em (1 —+/3,1+ V/3), decrescente em (—oo,1 —+/3) e (1 ++3,0) e
x = {1 —/3,1+/3} sdo pontos criticos.

R
—~

|

2
Figura 8: %

(c) f(x) =x* x>0, logo f'(x) =x*(lnx 4+ 1). Asstm, f'(x) <0 em (Ov]é) e f'(x) >0 em

(1,00). Além disso, f'(1) = 0. Portanto, f é crescente em (1,00), decrescente em
(0, %) ex= % € ponto critico.

Figura 9: x*

Exercicio 10 (a) e Dom(f) ={x € R|x > 0}},
e f(x) =0 = x=1,
e (x)=In(x)+1=0 = x = % Portanto, f € decrescente em (0, %) e crescente
em (1,00);

o f(x) = J—(, portanto f'(x) > 0 para todo x € Dom(f), portanto a fungdo tem
concavidade para cima em todo seu dominio, portanto a funcdo ndo possui
nenhum ponto de inflexdo.

e Teremos os sequintes sinais para f' e f:

f/ f//
O<x<i|x>1] [x>0
- + +
Analisando os sinais, temos que o ponto x = % é um ponto de minimo da

funcao.

e Calculando os limites relevantes, teremos

lim xIn(x) =0
x—0+

lim xIn(x) = co
X—00

12



(b)

portanto, f(x) nao possut assintotas.

e Teremos o seguinte esbog¢o para o grdfico

Figura 10: f(x) = x1n(x)

Dom(f) =R,

flx) =0 = x=0;

f'(x) = % =0 = x=0. Portanto, f € crescente em x € R;

f(x) = —% =0 = x ={—V3,0,V3}. Temos que f’ <0 em (—/3,0)
e (V3,00) e f” > 0 em (—oo0,—V/3) e (0,v/3). Portanto, f tem concavidade

para baizo em (—V/3,0) e (V/3,00), e concavidade para cima em (—oco,—V/3) e
(0,v/3). Alem disso, x ={—/3,0,V/3} sdo pontos de inflexdo da curva.

Teremos os segquintes sinais para f' e f":

f/ .[_‘//
x<0|x>0||x<—V3|-V3<x<0|0<x<+V3|x>V3
+ |+ + - -+ -

Analisando os sinais, notamos que o ponto x = 0 ndo € um ponto nem de
minimo nem de mdzimo.

Calculando os limites relevantes, teremos
. X3
lim —— =—
x——o0 | + x2
3
im —— =
x—oo | + x?2
portanto, f(x) nao possut assintotas.

Teremos o seguinte esbogco para o grdfico

Yy
15
1.0 /
05
R 1 2
0.5
-1.0
-5

Figura 11: f(x) = -

(14+x2)

13



(c) o Dom(f) =R;
e f(x) =0 = x=0;

o fl(x) =e?*(1—2x) =0 = x = % Portanto, f é crescente em x <
decrescente em x > 1;

1
7 €

o f'(x)=4e ¥ (x—1)=0 = x=1. Temos que f" <0 emx<1ef" >0 em
x > 1. Portanto, f tem concavidade para baizo em x < 1 e concavidade para
cima em x > 1. Alem disso, x =1 € um ponto de inflexdo da curva.

e Teremos os sequintes sinais para f' e f:

f/ f//
x<3|x>1|T<x|x>1
+ - - +

Analisando os sinais, temos que o ponto x = % é um ponto de mdrimo da
funcao.

e Calculando os limites relevantes, teremos

lim xe % = —oco
X——00

lim xe ¥ =0
X—00

portanto, f(x) possut uma assintota horizontal x = 0.

e Teremos o sequinte esbo¢o para o grdfico

Figura 12: f(x) = xe 2*

Exercicio 11 Para sabermos a distdncia entre dots pontos p; = (a,b) e p» = (c,d) se
usa a equagdo AS = |[p1—pall = /(a—c)? + (b — d)2. Com isso apenas temos que definir
quem sdo os pontos p1 e pa.

De acordo com a equa¢do da curva y = 2/x podemos escrever p; como p; = (x,2/x),
enquanto o ponto p, pode ser a origem p, = (0,0).

Com esses valores defintdos podemos joga-los na equacdo da disténcia, o que resulta

em AS = \/(x — 012+ (2/x — 0)2 = \/(x)2 + (2/x)2 = /X3¢ = v,
Para determinarmos o valor de x em que a distdncia AS é minima temos que encontrar
0s seus pontos de mdzrimo e minimo, e para 15so podemos nos utilizar da derivada.

Sendo AS(x) = —”‘i*“, temos que os pontos em que AS’'(x) = 0 sdo os pontos onde a

fungdo pode ser um minimo.

14



3 4_4
4x x—v/x%+4 2x7—x"—4

d Vx444

N=

4 4 4_
Assim fazemos que AS'(x) = —3— = 2 = Y = %-

Para AS'(x) =0, x* —4 =0 sem que x \/x4 =0, o que é cumprido para x = v/2.
Portanto, o valor de x que faz com quey = 2/x fiqgue o mais préximo possivel da origem

é x =2, que é o ponto (V2,V2).

Exercicio 12 Nessa questdo usa-se a mesma ideia que for usada anteriormente. Pelo
posicdo de P ser dada pela funcdo x = \/t, sua posi¢do pp = (V/1,0).

Jd pela de Q ser representada por y = t> — 3/4, temos que Po = (0, t2 —3/4).

Com 1sso podemos escrever afungdo AS(t) que descreve a distancia entre eles no tempo

como AS(t) = /(VE—0) + (0 — (12 — 3/4))2 = \/t + (3/4 — 1)) = \/i' —3/2 1 L 1 9/T6.
Com essa fungao podemos encontm'r 0s pontos minimos ao calcular o t em que AS'(t) =
0: AS'(t) = 4t 341 assim temos que achart >= 0 que faz com que 4t3—3t+1 =0

2 Vt=3/2t2+1+9/16’
e /t'—3/2 +t+9/16 #0.

Temos que t = —1 € raiz de 4t> — 3t + 1, portanto podemos escrever a equag¢do como
43 —3t+1=(t+1)(4t>—4t+1), assim apenas temos encontrar as raizes de 4t> —4t+1.
Usando Bhaskara temos A=16—4-4=0—-t=3=1/2.

Assim descobrimos que para t = 1/2 a distancia entre P e @ é a minima.

Exercicio 13 Considere f(x) = x* —2x + 1. Assim, f'(x) = 2x — 2 e consequentemente,
x =1 € ponto critico.

Note que f é decrescente em (—oo,1) e crescente em (1,00), logo x = 1 € o ponto
minimo global de f. Assim, f(x) > f(1) =0, para todo x € R.

Isso wmplica que x> + 1 > 2x, para todo x.

Em particular, vale a equagdo acima parax =a, x =b,x =c e x = d. Multiplicando
essas quatro equagdes, obtemos

(@ 4+ 1) (b>+1)(c2+1)(d*> +1) > 2a2b2c2d.
Logo,

(a2 + 1) (B2 +1)(c?+T1)(d>+1)
abcd
Exercicio 14 Assuma que x ey sao respectivamente a base e a altura do retangulo,
1880 significa que o perimetro para a parte retangular € x + 2y e do semicirculo 5.
Com 1sso temos que x + 2y + 15 = 6u.a, ou sejay =3 — ZTT”X.
De acordo com a questdo, a parte do semicirculo deixa menos luz passar, portanto

> T16.

podemos criar a func¢do sobre a passagem de luz L(x, yz) =x-y +§ (’2—‘)2§ =x-y+ %xz =
X(y ‘I‘ %X) — X(3 2+7{X ‘I’ X) X(36—(?-2|-27'[)X) — 36X—(?-2&-27T)X

: . : 36x—(6+2m)x?
Assim temos que a luz que passa é definida por L(x) = &2V " o para encontrar o

12
. : 6—(6+2m)2 9—
seu mdzrimo temos que achar os valores de x para quais L'(x) =0 = se-(etmx _ P-(3+mx

12 3
que € x = 3.
: . _ _ 3 24m. 9
Portanto, o vitral tem mdzima passagem de luz parax = 3 ~ l.46u.c ey =3—57 - =
1.12u.c.
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Exercicio 15 Defina a fungdo f(x) := d((x,y), (x1,y1))2 = (x—x1)?+ (y—vy1)?, que repre-
senta o quadrado da distdncia do ponto (x1,y;) a um ponto genérico (x,y) pertencente
a reta ax + by + ¢ = 0. Basta entdo encontrar o valor minimo de f e conseguiremos o
minimo para a distdncia entre (x1,y;) e a reta.

Usando y = —(a"%c) e derwando f observamos que f'(xo) =0 para xo dado por
b?x; — aby; — ac
X0 =
(a? +b?)
Para esse valor temos ,
b
flxp) = PRl (1)

a’ + b2
Agora note que para qualquer x € R vale
2(a* + b?)
f'(x) = T(X — X0+
Assim, para x > xo seque que f'(x) > 0; para x < xy temos f'(x) < 0. Portanto, pelo
teste da primeira deriwvada concluimos que (1) € o valor minimo atingido por f.
Finalmente o minimo para a distancia €

lax; + by + ¢
d((XO)UO)) (XhU])) = \/m M
Exercicio 16 Primeiramente perceba que lim = oo e lim = —oo, pois € uma funcdo
X—0o0 X——00
polinomial. Agora, f(—2) = —14 e f(—1) = 2, ou seja, hd uma mudanca de sinal e

2z

como f € continua pelo teorema do walor intermedidrio eriste ¢ € [—2,—1], tal que
f(c) = 0. Vamos verificar que f, ndo tem mazis raizes reais. De fato, vamos usar sua
derivada, f'(x) = 3x> — 6x. Com 1sso, f é estritamente decrescente no intervalo [0,2] e
f(x) > 0 para todo x € [0,2]. Além disso, f é estritamente crescente (—oo,0) e (2,00),
com apenas uma mudang¢a de sinal no intervalo [—2,—1]. Portanto, f admite apenas
uma raiz real. E como pode-se notar, o intervalo em que descobrimos que f(x) =0 € o
intervalo x € [—2,—1], que tém amplitude 1.

3
. - X
Exercicio 17 Considere a funcao f(x) = sen(x) — x + ETR Note que f(0) = 0. Vamos
verificar que, esta funcdo é estritamente crescente. Para isso perceba que f é derivdvel
para x > 0, logo

2

f'(x) = cos(x) + x? —1.

Note que f'(x) > 0 para x > 0 e assim f é estritamente crescente no intervalo (0,+0o0),

como f(0) =0, temos que f(x) > 0 para todo x € (0,+00) e dessa forma, sen(x) > x+ %

1 : . :
Exercicio 18 (a) Queremos x > 0 tal que x + — seja o minimo possivel. Seja f(x) =
X
2 xX*=2

1
x+—. Deriwando f'(x) =1—— = —=—, logo f'(x) = 0 se, e somente se, 2—x3=0
X X
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e com isso x = V2. Agora, para x € (0,v2) a fungdo é estritamente decrescente,
pois f'(x) < 0. Contudo, para x > /2, f'(x) > 0 o que torna f estritamente
crescente, logo V2 é ponto de minimo.

(b) Os niumeros positivos procurados sGo x ey tais que y+x = 16, ou seja, y = 16 —x.
Seja f(x) = xy = x(16 —x). Entdo f'(x) = 16 — 2x. Temos f'(x) = 0 para x = 8.
Mas, para x € (0,8) f'(x) > 0 o que torna estritamente crescente e para x € (8,16)
temos f'(x) < 0 o que torna f estritamente decrescente, logo x = 8 € mdximo local.
Portanto, os numeros procurados sdo x =8 ey = 8.

Exercicio 19 Primeiro temos que ver como as medidas do raito da esfera, R, o raio
do cone r e a altura do cone h se relacionam quando o cone é inscrito na esfera. Fa-
zendo um desenho lateral da situagdo notamos que essas medidas formam um tridgngulo
retangulo.

E relactonando os lados com o teorema de Pitdgoras chegamos na férmula R? =
12 + (h — R)?. Desenvolvendo, obtemos > = 2hR — h’. Da férmula do volume do cone

1 L . ~
V= gTETZh, substituindo o valor de 1°, obtemos que o volume é escrito em funcdo de h,

V(h) = 73—IZh2R R
Deriwando em relagGo a h, V'(h) = gh(llR —h) e isso € zero se, e somente se,
4 . 4
h = §R’ 74 que h mdo pode ser zero. Logo, para h € (0,§R), V/(h) > 0 o que torna

: 4 .
V estritamente crescente e se h € (§R’ 2R), V/(h) < 0 o que torna V estritamente

4 _ :
decrescente. Portanto, gR é ponto de mdzxzimo local, ou seja, a altura de um cone

: : : . : 4
circular reto, de volume mdximo, winscrito em uma esfera de raio R é dado por h = §R'

Exercicio 20 Como um lado jd estd protegido, temos que um retangulo de lados x e

. . . 50
y tem comprimento C = x + 2y. Além disso, por hipdtese, x -y = 50, logoy = —.

.y . . . 100 .
Substituindo no comprimento, e considerando a fun¢do f(x) = x + —. Derwando,
X

100 2100
fiix) =1—— = X 5>—- Bntdo, f'(x) = 0 se, e somente se, x = £10. Mas como
X X

estamos lidando com medidas, descartamos o numero negativo. Agora se, x > 10 f'(x) >
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0 entao f € estritamente crescente, caso contrdrio f'(x) < 0 entdo f € estritamente

. . 50
decrescente, o que torna x = 10 um ponto de minimo da fungdo. Como y = — segue
X

que para x = 10 temosy =5 e assim, 0s comprimentos da cerca de menor comprimento
é 5m e 10m.

Exercicio 21 Temos que Vey = 1 = Ayh = mrh, logo r*h = 1. Além disso, Avateral +Ap =
2nrh+7r? e assim Custoigitfundo = 5(27trh+7r2). Como Aiampa = 712, 1090 Custogmpa =
10mr?. Assim, a fungdo custo total é

C = Custoiattfundo + Custotampa = 107tr? + 107trh + 57ur?
= 157tr? 4+ 107rh
= 57 (3r* + 2rh)

=57 (3r2 + 2r <L2>>
o
=51 (31”2 + i) )
mr

Logo, C' =5m(6r — #). Entao, para manimizar o custo, temos que C' =0, isto é

2

6r— — =90
T 7r2

o2 o
T

:

3—_

T T 3n

1

3

Portanto, as dimensdes da caiza que minimizem o custo do material empregado vao

_ _ 1 _ 3fe

ter que ser r = 7 € h=_—5=4¢/2.

Exercicio 22 (a) Seja h a altura da pirdmide e v o raio do circulo circunscrito base.
Logo, h? =1>—12. Por outro lado, como a pirdmide tem n faces, tem-se n—1 faces
laterales e assim, a circunferéncia circunscrita determina no poligono da base os
dngulos centrais de medida « = 2= radianes. Com 1st0o, Apgse = (M — 1)LIER&

n—1 2
Logo, tem-se a fung¢do

f—Vih— Abasseh.h
2y? 2
= (Tl— 1)Tsen (E
r(n—1)(1% — ) sen (%)
N 6
~(n—1)sen (Z)r N (n—1)sen () 1’12
6 6
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Como queremos que dita funcdo atinja o mdzimo e dita funcdo € uma pardbola,
tem-se que

(n—1) sen( 2n )12

n—1

w2
o=

logo v =
(b) A expressdo desse produto mdzimo €
(n—T)sen (Z)1*  (n—1)sen ()1
24 12

Exercicio 23 Temos que x'(t) = v(t) = 2t — 3, logo fazendo a integracao winfefinida
teremos que x(t) = t>? — 3t + C. Mas como temos que no instante t = 0, a posicdo da
particula é x =5, logo x(t) =t — 3t +5. Assim, para achar o minimo precisamos que
x'(t) =0, isto € 2t —3 =0, e portanto o minimo vatr ser atingido no instante t = %

Exercicio 24 A drea do sélido é Ay, = 2mrh + 2mr? + mr? = 5m, assim th = % O

volume do sdlido é V = mr’h + 2”;3 , logo,
5 — 3r? 273
V =
r ( > ) + 3
_ 5mr 5mr
2 6
Para que o volume seja mdzimo, devemos ter que
5t 5mr?
0=V'=——
2 2
5t 5mr?
2 2
=1,

3
logo h=>3 =1,

Exercicio 25 Seja L o lucro pela venda e x o nimero de centavos. Notemos que o preco
de venda e a quantidade a ser vendida de acordo com as condi¢does do problema sao
1.50 — 0.01x e 500 + 25x, respectivamente. Da mesma maneira o pre¢o de compra é de
0.70. Logo, a fungdo L €
L(x) = (1.50 — 0.01x) (500 + 25x) — 0.70(500 + 25x)
= (0.80 — 0.01x) (500 + 25x)
= 400 + 15x — 0.25x%.
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Para mazrimizar o lucro devemos ter que

0=L'(x)=15—-0.5%

x = 30.
Logo, o preco de venda para mazimizar o lucro deve ser de 1.5 — 0.01(30) = 1.20
unidades monetdrias.
Exercicio 26 Foérmulas:
Vi R?-H
T3

Vo=m-1*-h=2m-1°

Observando a figura abaizo,

/ o
\ P
b
—_—

Figura 13: Projecao em 2D do exercicio

temos
tan 0 = E
R
T
tanz =R
h=2r

Do enunciado,
Vi R?-H tan©

Vv, 6r 6tan® 2

k

O wvalor minimo serd encontrado derivando a fung¢do, mas para facilitar vamos

transformar,
sin 0
k = cosf
:n3 0
sin g
cos33
in 8cos??
B 2sin 5c08"3
T w30 =20
6sin” 5 (1 — 2sin” 5)
Arrumando,

(1 —sin”9)?

= ) . 0
3sin” §(1 — 2sin* 9)
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Fazendo

sinzg =a
_ (1-ap
~ 3a(1—2a)

Pra encontrar o minimo de k, devemos fazer

Sabemos que,

Assim temos,

2(1 —a)(=1)(3a(1 —2a)) — (1 —a)?*B(1 —2a + 3a(-2))]

k' =
Ba(l —2a)]?
Desenvolvendo encontramos,
W (a—1)(1—3a)
3a%(1 — 2a)
Desta forma encontramos,
a=1
L]
3
Portanto o valor minimo serad:
=iy
3 %(1 -2 %)
4
k=3
3
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