|Lista de Exercicios de SMA353-Calculo I - Mo6dulo 2]

Exercicios iniciais: 2, 13, 23, 25, 30, 37, 46, 50, 53, 60, 71, 74, 83 e 86.
Limite de uma funcao e Propriedades dos limites

Exercicio 1 Se f(1) =2, lirr]1 f(x) deve existir? Em caso afirmativo, deve ser liIIII f(x) =
= X—
2?2 Podemos concluir algo sobre 1irr11 f(x)? Explique e faca um desenho.
X—

Exercicio 2 Determine os seguintes limates.
1 1

t2 43t +2 1+
(@) im 7 ——> (b) lim ==——
Exercicio 3 Suponha que limf(x) =5 e lim g(x) = —2. Determine:
(a) imf(x)g(x) (@) Lim(f(x) + 3g(x))
(b) lim2f(x)g(x) (e) th
x—e e f(x) — g(x)
f(x
() lim(f(x) + g(x) ¢) tm

Exercicio 4 Ezplique por que o limite lim ndo ezxiste.

x—1 X —

Teorema do Confronto

Exercicio 5 Seja f uma funcgdo definida em R tal que para todo x # 1,

x2—1

—x?+3x < f(x) <
x—1

Calcule lil‘l‘]l f(x) e justifique.
x—

Exercicio 6 Sejam f e g fungbes com mesmo dominio A tais que limf(x) =0 e [g(x)] <
X—Pp

M para todo x em A, onde M > 0 é um numero real firo. Prove que

lim f(x)g(x) =0

X—p



Exercicio 7 Calcule, caso ezista 1jmw
x—0 x—0
2

x-sen(-) se x#0

, onde f é dada por

| - o) s 170

(a) f(x) = {

0 se x=0 se x=0
Dica: Item (a) é teorema do confronto.
Exercicio 8 Prove que:
o - Cf(N) ()
(a) ili}l}lf(x)—()@)l(lircll’f(x)’—o (b) }llli%T—O(:)}lli%W—O

Exercicio 9 Empregue o Teorema do Confronto para mostrar que

lim v/ x3 + x%sen <E) =0.
X

x—0

Exercicio 10 Se 4x — 9 < f(x) < x> —4x + 7 para x > 0, encontre lim f(x).

x—4

Limite Fundamental e Limites Trigonométricos

Exercicio 11 Calcule.

(¢) lim X —xcos(x)
tan(2x) x—0  sen?(2x)

() )1(13(13 sen(3x)
) X . X+ sen(x)
(b) lim(1 — ) tan () () T sen(x)

Exercicio 12 Determine os limites nos sequintes exercicios.

. x* —x+ sen(x)
(a) é&%%}/;—e) (e) lim 2x
(b) lim sen(y) (d) %ﬂﬁ (e) 1im 6 cos(0)

Definicao formal de limite

Exercicio 13 Mostre, pela defini¢do (usando €’s e d’s), que:

(a) limx* =4 (b) lim (4x +1) =—7
x—2 x——2



Exercicio 14 Mostre, pela defini¢do (usando ¢’s e 6’s), que a fungao f € continua no
ponto dado:

(a) f(x)=-3x emp=1;, (b)f(x)=+x emp=A4.

Limites e indeterminacoes

f(x)

Exercicio 15 Limites do tipo limﬁ com o numerador e o denominador se apro-
Xx—a
zimando de zero sGo chamados de indeterminacbes do tipo 0/0. Eles sdo delicados

porque ndo podemos aplicar a regra do quociente. Se f e g sdo polindmios, entdo
f(a) = g(a) =0, e portanto x = a € uma raiz do numerador e do denominador. Deste
modo, podemos fatord-los na forma (x — a)p(x), com p sendo um polinémio de grau
menor. Em alguns casos, 1sso permite eliminar a indeterminagdo, como no exemplo

abaizo
X —4x+3 . (x=3)x—=1) . x—1 2
lim =1

———— =lim = — =

x—3 6 —2x x—3 —Z(X — 3) x—3 —2 -2
(Observe que o limite é s6 na ultima passagem.) Utilize a ideia acima para calcular
0s limites a segquar.

2 2
. z°+2z 2x" —6x +4 1
(a) lim — (b) lim == () im 5=
Exercicio 16 O limite trigonométrico fundamental nos diz que lim,_,o Sen( ) = 1. Use

esta informacao para calcular os limites abaizo.

: 6 5x : —1
(a) lm ser;i x) (b) i lim 22259 g () lm cos(’;)

Dica: para o item (c), multipligue o numerador e o denominador por (cos(x) + 1).

f
Exercicio 17 Suponha que llné(TX) =1 . Calcule:
X—
. f(3x) f(x*) x> —1)
@it mumt @umt
Exercicio 18 Calcule:
tan( ) . sen (x)
()1 (t) lLo sen( ) (¢) 11371 X — T



Exercicio 19 Calcule:

tan(2x) . cos(x)
()>1<—>0 X (b)l —0 6sen(x) (c) 111711 X_E
x—)z 2
. — .t t
(@) tim, 53R i $20000 () tim TR p
x—>Z
. — .t —t 13* — 8%
(9) }ﬂ}% sen(xi_;en(p) (h) )161_1}% an(xi_pan(p) (i) BL% -
@i X2t areg?x) @t S5

Exercicio 20 Algumas indeterminag¢des do tipo 0/0 podem ser resolvidas usando-se o
artificto de multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado de um deles,
conforme o exemplo abaizo

p VE=2 L VR (VR x—=4 1]

= = —lim———— = ..
v x—4  xd (x—4) (Vx+2) om(x—4)(yx+2) xiyx+2 4

(Observe que o limite é s6 na ultima passagem.) Utilize a ideia acima para calcular
os limites a segquar.

2{/x—6 V4 4+ 3x 1 — cos(x)
(a) lim = —5~ (8) tim (¢) im— 73—

Exercicio 21 Calcule cada um dos limites abaizo.

x2 —3x+2 . Vx—+a . xsen(x)

1 lim —— lim ———

(a) lim —1x3—x2+x—1 (t) — X—a (¢) v 1 — cos(x)
1 Vx—1 sen(x 70)
d) limxsen e) lim lim ——
{ ) x—0 (X) ( ) x—1 2x + 33— \/5 {f) X—7T — 7T
X" — g™

li

(9) im =—

Dica: no dltimo, use a identidade (x™ —y™) = (x —y)(x™ ' + X"y + - Fxy™ 2y,
para n € N

(h) Quando vocé aprender o limite de derivada, responda quais destes limites acima
sdo derwadas de alguma funcdo f(x). E quem € f(x) em cada caso em que isso aconte-
cer?

Exercicio 22 Calcule lim - P~ f(P)
h—0 h

(a) f(x) =x* (b) f(x) =3x+1

, em cada um dos casos:



Exercicio 23 Calcule lim 00— (P}

, em cada um dos casos:
X—p X — p

(a) fx) = (b) 00 =5

c) Por que os limites lim flpth) = f(p), e lim fx) —flp)
h—0 h X—p X—p

sultados? Comprove esse fato para o ezemplo em que f(x) = x>. Justifigue porque tem
que dar igual de forma geral, independente da funcdo. Qual a mudanca de varidvel
para se convencer disto?

y possuem 0S ™mesmos re-

d) Vocé sabe o que estes limites do item (c) tem a ver com derivada? (Eles sdo
limates de taza de variacao média e dardo tazxa de variacao instdntanea, justifique 1sso
quando vocé tiver aprendido este fato.)

Exercicio 24 Sejam f,g: R — R, com g(x) #0, V x. Prove que, se

f(x)

o g(x)

entdo existe & > 0 tal que

O<lx—pl<d = [f(x)| <l|g(x)].

Exercicio 25 Prove que

(a) limf(x) =L < lim(f(x)—L) =0 < lim|f(x)—L| =0

xX—p X—p X—p

(b) limf(x) =1L = iiilglf(X)lzlLl

X—p

e que a wvolta pode ndo waler se L # 0. Faca desenhos para pensar.
Dica: use Ezercicio 7.

(¢) limf(x) =0 <= lim|f(x)| =0

X—p X—p

Faca desenhos para pensar.

Exercicio 26 (Teorema do Confronto) Calcule lin%g sabendo que g : R — R € tal
X—

que



Exercicio 27 (Teorema do Confronto) Sejam a, b, c € R e suponha gque
lax? +bx +¢| < |x’, VYxeR.

Prove que devemos ter a = b = ¢ = 0 necessariamente.

Exercicio 28 Mostre e verifique graficamente que

x—0

L 1 L 1
(a) néo eziste 1111(1S sen (;) (b) ezxiste limx sen (;) =0

Exercicio 29 Dé um exemplo de uma fung¢do f de maneira que lim |f(x)| ezista, mas
X—Pp

lim f(x) nao ezxista.
X—p

Exercicio 30 A afirmacgado

lim f(x) = lim f(x) = f € continua em p

x—pt X—p~

€ verdadeira? Justifique.

Exercicio 31 (Limites no infinito) Calcule:

5xt —2x + 1 i 2x3 + 1
lim ———— b) 1 _—
(a) x—1>£noo4x4+3x+2 ()X_I’I_Iloox4+zx+3’
- X2 +1 .V 2x—1
(¢c) im ——; (d) lim ———————;
x—4o00 3x + 2 x—-00 v/x2 4+ x + 1
Vx4 VX - .
(¢) Jim s ®) Jim, (VerT—vaE3);

Exercicio 32 Calcule:

(@) lim 3 (b) Jim (2x- V2 43);
(C)Xﬁmoo( x+ﬁ—m); (4) 1 H%

(e) tim 3 0) lim

@) 112+><2X241—_X4H" () lim. 3]X 4.

(¢) im %

(7) Quais as assintotas horizontars ou verticais de cada item? Dé as equagdes de
tais assintotas.



Exercicio 33 (Limites no infinito) Calcule:

1 3 2
{a)xgin 2—; {b)xgmoollx —3x+2 (c)xginoo 5+)—(.
Exercicio 34 ( Limites no infinito) Calcule:
—7x+3 : 7x* 41 X2 +5
_— b) lim —— 1
(a) XH%O 4x6 +x+5 (t) B x>+ 6x + 1 () v 6x + 1
VXA H6ex—1 Vx4 V/x ,
(@) Yim T (¢) Jim () lim (VA2 VD)

(9) Quats as assintotas horizontais de cada item? Dé as equagbes de tais assintotas.

Exercicio 35 Seja n um inteiro positivo. Prove que lim {/x = +oo pela definicdo.

Exercicio 36 (Limites no infinito) Calcule:

X—+00

vVx+3
(a) lim x — /2 + 3x3 (b) lim%
) 214
(c) Mostre que lim é diferente de lim A .
X——00 X X—00 X

Exercicio 37 Considere f(x) = cos(x) e

x) = xsen(1). Calcule lim f(x) e lim g(x). O

x—0+t x—0+t
.[.‘
que podemos dizer sobre 111%&+ g((_x))
Exercicio 38 Calcule:
— 3| — 3| — 3 x* —6x +9
( ) X1~>3+ X — {b) 1 { ) 1 (d)xL3+ T
Exercicio 39
2x+5
lim ——
(a) Calcule A T
(b) Mostre que ezxiste v > 0 tal que
x>1=0< 2X—+5 < l
23 +4x—1 ~ 27



Exercicio 40 Calcule os sequintes limites:
. ) 2
(a) lim (x— x2+1> (b) 11mx{1n<1—|——)}
X—00 X—00 X
. . . 2 . 4
(c) i [0 =0t )] (@ lim (= v+ 7)

. 3 : 4
(9)3:%[ (”x—ﬂ (e)éafﬁotg((zx4f§x+2))

, 2 1 , o + 213
(f) lim. (1+x+_2> (g)xlililosec<(x3+10x+1))
f
Exercicio 41 Sabendo-se que lim () =6 e lim 9(x) = —10, € correto afirmar que:
x—11—x3 x—=1 1T —x
1 g(x)
(a) Nada se pode afirmar sobre llmf( )cos e lim ——.
x—1 x— 1 x—1 1 — Xz
. T\ . flx)
(b) )1(1311 g(x)sen (F) =0e }clir%m =-3/5.
. 1 . f(x)
(c) Nada se pode afirmar sobre limg(x)sen | —— | e lim —.
x—1 x—1 x—1 g(x)
1 f
(d) ilg}lf x)sen (m) =0ce }(151% = —9/5.

(e) Todas as outras alternativas sdo falsas.

3 2 b
Exercicio 42 (IME) Dada a fung¢ao racional f(x) = X +(le roxFe e sabendo que
mxs +nx +p

a, b,c, myn, pe’Z e que:
(a) f(2) =
: . . .0
(b) para x = —1 tem-se uma indeterminagdo do tipo 0

(c) lim f(x) =—6

x——1
(d) x =1 € raiz do polinémio mx> +nx +p

1
(e) £(3) = @

determaine os coefictentes a, b, ¢, m, n, p.



Exercicio 43 Mostre os itens abaizo usando o teorema do Confronto:

(a) Se f é limitada em uma vizinhanga do ponto a e lim g(x) =0, entdo
lim f(x)g(x) =0,
Xx—a

(b) cos(x) € funcgdo continua.

Exercicio 44 Dé exemplo de funcdes f e g tais que

lim f(x) =L, L#0 e lim g(x)=0,

x—pt x—pt
mas o limite abaizo ndo dd oo e nem —oo

lim m
x—p+ g(x)’

Exercicio 45 A resolugcdo abaizo estd incorreta. Indique onde os erros ocorrem e entao
calcule o limite corretamente.

1
lim Vx?2+x—x = lim sz(] —I——) —X
X—00 X—00 X

= limx( 1+ l —1)
e \7£'/—>0 ,
—0
= lim x.0=0

X—00

Exercicio 46 Decida se cada uma das afirmacgdes abaizo € verdadeira ou falsa, justifi-
cando ou apresentando um contra-exemplo.

(a) Se f,g:R — R sdo fungdes tais que f € limitada e positiva e lim g(x) = oo, entdo

X—00
tem-se que lim f(x)g(x) = oo.
(b) Se f,g:R — R sdo fungdes tais que f € limitada e lim g(x) = oo, entdo tem-se que
lim f(x) + g(x) = 0.
f(x)

(c) Se f,g:R — R sdo fungdes tais que lim W = 00, entdo lim f(x) — g(x) = oco.
X—00 X— 00

Exercicio 47 Dé exemplos de fungédes f e g tais que:

f
(a) lim f(x) = oo, lim g(x) = 0 e lim )y,
X—00 X—00 X—00 g(x)



(b) linéf(x) = 00, lin% g(x) = o0 e limf(x) —g(x) =1,

x—0
() limf(x) — glx) =0 ¢ 93%% 41,
1 f(x)_1 lim § 0
()Xlggﬁ— e lim f(x) —g(x) # 0.

Exercicio 48 Em cada item abaizo, determine o maior conjunto onde a funcdo f em
questdo é continua.

a) f(x)—zxf’:s_g b)f(x):’i__: ) f(x) = V2x —3 4+ %2
) f(x) = \/"% e) f(x) = x2X+1 ) f(x) = i:’g

x—1
7 , sex# £l P se x £ 2
= — 2—x| ’
a) f(x) ? ; sex =1 b) f(x) { 1 ,sex=2
0 , sex = —1

Exercicio 50 Sejam f, g: R — R fungdes continuas em R tais que f(3) = g(3). Pergunta-
f(x) , sex<3

se: a fung¢do h(x) = gx) , sex>3

€ continua em R? Justifiqgue sua resposta.

Exercicio 51 Determine as constantes A, B de modo que a funcdo
3x , sex <2

f(x) =< Ax+B , se2<x<5 seja continua em R.
—6x ,sex>5

Exercicio 52 Encontre exemplos de fungdes tais que:

a) f+ g € continua em xo mas f e g ndo sao.

b) fog € continua em xo mas g € descontinua em xo e f € descontinua em g(xo).
c) f € continua em g(xy), g ndo é continua em xy mas fo g € continua em x,.

Exercicio 563 Considere a fung¢do

g(x) =

Calcule:



g9(x) —g(2)
(CL) XILI?* x—2
g(x) —g(2)
1
(b) xigi x—2
—qg(2
(c) lim g(xx _g( (ou seja, a deriwvada de g(x) em z=2, existe?)
—g(2
(d) A fungdo f(x) = % € continua em 2? Por que?
Exercicio 54 Calcule:
-3
a) lim cos _* b) lim sen cos(3 —3x)
x—0 sen(x) — 2x x—0 X
2 _ 4 >
Exercicio 55 Considere f(x) = X e h(y) = To,sey=6 , onde g € dada de
x—2 gly) , sey<e6

modo que hof e foh estdo bem definidas.
Verifique se as afirmacées abaizo sao verdadeiras ou nao.

a) lim h(f(x)) = h(lim f(x)) b) lim f(h(y)) = f(lim h(y))

x—2 x—2 y—2 y—2

Exercicio 56 Esboce as curvas transladadas dos itens (a) e (c) e conclua sobre os
limites dos itens (b) e (d).

(a) y=2—1ey=2>x-1 (c)y=1—e*ey=1—e>
(b) lim (2 —1) (d) lim (1—e™)

Exercicio 57 Faga o grdfico das funcées abaizo e verifique se possuem assintotas jus-
tificando com os limites apropriados.

(a) y=e~ (b)) y=e™ (c)y=e?

Exercicio 58 Responda:

(a) linol+ In(x) (d) Xllm In(x —3)
(b) Xli}m In(x) (e) Xl_i)lrlgl+ In(x —3)
(c) Xli}m (In(x) —5) (f) liII31+ 14+ In(x —3)

11



Exercicio 59 Encontre o dominio de cada uma das fungées abaizo.

3
1 (e) 10 = 1=
(a) f(x) = - 1—ex
2te . (e) i) =%
(b) f(x) = cos(e ™) (d) f(x) = %

Exercicio 60 Use as propriedades dos logaritmos para simplificar as expressoes.

(a) In sen(6) —In ( sen(e))
5 (c) ln sec(0) + Incos(0)
(b) In(3x* — 9x) +1n (;—X> (d) In(8x+4)—2In2

Exercicio 61 Resolva em k:

k
(a) e =4 (c) e1000 =a (e) 80e* =1
1
(b) 100e'* = 200 (d) e = i (f) el=08k —0 8
Exercicio 62 Resolva em t:
(a) ekt = ]1—0 (b) e 1t =1000

Inx B In2

Exercicio 63 Se — = 5 € necessario que x = 2? Justifique sua resposta.
X

Exercicio 64 Enuncie os seguintes teoremas:
(a) O Teorema do Anulamento,
(b) O Teorema do Valor Intermedidrio;

(c) O Teorema de Weierstrass.

Exercicio 65 (a) Mostre que existe um nimero real xo tal que x3 —4xo +1=7,21;

(b) Considere f, g : [a,b] — R fungdes continuas tais que f(a) < g(a) e g(b) < f(b).
Mostre que existe c €]a, bl tal que f(c) = g(c).

12



Exercicio 66 (a) Se f(x) = x*—5x*+7x—9, mostre que eziste xo € R tal que f(xy) = 100;

(b) Mostre que a equagdo x° —3x* —2x> —x +1 = 0 tem, pelo menos, uma raiz no
intervalo 10, 1[.

4—% ,5e —2<x<4

2 ,sed<x<7
pergunta-se: f tem mdzimo e minimo no intervalo [—2,7]? Justifigue sua resposta. No
caso da resposta a questdo acima ser negativa, pergunta-se: isto contradiz o Teorema
do Valor Extremo? Justifique sua resposta.

Exercicio 67 Dada a fung¢do f: [—2,7] — R, definida por f(x) =

Exercicio 68 Mostre que a equagdo

admaite pelo menos uma raiz real.

Exercicio 69 Seja f:[—1,1] — R definida por

X2+ x
f = .
) 1+ x2

(a) Prove que o valor mdzimo de f € f(1),

(b) Mostre que existe x; €] —1,0[ onde f(x;) € o valor minimo de f.

Exercicio 70 Seja f : 1 C R — R continua, onde 1 é um wntervalo qualquer. Entdo

mostre que a tmagem de f € um intervalo (observe que {a} = [a,a]).

Exercicio 71 Seja f:[a,b] C R — R continua com f(a) < f(b). Suponha que
Vs,tela,b]l, sA#t = f(s) # f(t).

Prove que f € estritamente crescente (i.e., Vs,t € [a,b], s <t = f(s) < f(t)).

Exercicio 72 Seja f uma funcdo definida por

f(x) = 2x° — V% + 3x.
(a) Determine o dominio de f,

(b) Verifigue que f é continua em [0,+oo[;

13



(c) Mostre que a tunica raiz de f em [1,4+o00[ € o numero real 1, e que f(2) > 0 e

1

(d) Verifigue ainda que f(x) >0 em |1,+o00[ e que f(x) <0 em ]0, 1.

Exercicio 73 Um corredor parte do repouso e corre numa pista circular em uma unico
sentido. Ele para quando chega ao ponto de partida. Mostre que, pelo menos, uma vez
durante esta volta, ele deve ter desenvolvido a mesma velocidade em pontos diametral-
mente opostos.

Exercicio 74 Um alpinista comega a escalar uma montanha as 8:00 horas do sdbado e
chega ao topo as 16:00 horas do mesmo dia. Acampa no topo e desce as 8:00 horas do
domingo, chegando no ponto original de saida as 16:00 horas. Mostre que em algum
hordrio no domingo ele estava a mesma altura em que esteve no mesmo hordrio no
sdbado.

Exercicio 75 Recordando: (a) Quats limites definem reta assintota vertical? Qual € a
equacao da reta assintota vertical?

(b) Quais limites definem reta assintota horizontal?

Isso tem a ver com o exercicio 252 Qual é a equagdo da reta assintota horizontal?
(c) Use limite e distdncia e defina reta assintota inclinada da forma y = ax+b. Essa
defini¢do serve também para o caso (a) ou (b)?

(d) Por que xh—>I£lo f(x) = co ndo wndica existéncia de assintotas para y = f(x)?

. . ) 1\*
Exercicio 76 Calcule os sequintes limites. Lembre que lim (1 + ;) = e (vale 0 mesmo

X—00

para x — —00), ou seja, 11m(1 —Fu)]E —e.
. 13 . 1\ . 2 . '
a) lim (14— b) lim 1+ — c¢) lim —— d) lim (1 + 4x)*
X—+00 X X—+00 X X—+00 X x—0
o+ o (2x+3\" , 2 \" CIn(1+2x)
¢) lim <x2 _3> f) Lim (2x+ 1) 9) lim ( 3) h) lim ——~
. logy(x+ 1) o T\" ex3—1 e —1
Dlim—=——  Jlm{1-53) Klm>—= R
. e —¢X . x3 . ax
m) )1(13% —5x n) >1<1E>I(1) exts — ¢3 °) }cﬁ% ebx — 1

p) Esses limites definem assintotas verticais ou horizontais? Quais as equagdes
destas assintotas?

14



Exercicio 77 (a) E verdade que e = e ? Ezpligue com as regras de exponencial. Dé
contra-exemplo.

(b) Sea>0, a+#1 entdo a9 =x e log.(a*) = x. Por qué?

Exercicio 78 Calcule:

2) lim In(x?+1)
x—0 x% + T — cos(x)
In(2x + 3)

xj?oo 111(57( + 7) +3
c) lim In(2x +3)
x—too In(5x2 + 7) +3

d) Considere f(x n(|\v/4x®+ 21 —5|) +1n <| T l). Encontre o dominio de f e as

assintotas verticais e horizontais ao grdfico de f.

b)

Exercicio 79 Calcule:
(a) lim (x* + sen(10x))
X—00
(b)lim (x — v/2 + 5x4)
X—00
2x° —
(c) lim arctan (u)

X100 5x3 + %2
3
. X’ +X
{d) X].LI& arccos (m)

(e) lim arccos(x* —2x°) faz sentido? Explique.
X—00

Encontre as possiveis assintotas de:

x—7 >
(f) f(x) = 21 2x_8 (9) f(x) = 3% 1 2x

Figura 1: o gréfico de cosh(x) é metade da soma das outras duas fungdes.

15



1
Exercicio 80 Calcule lim -
x—oo0 X!P

Dica: note a necessidade de dwidir em casosp<1,p=1,p>1.

Exercicio 81 Usando a base e, as func¢des hiperbolicas sao definidas abaizo. A funcdo
cosh(x) modela estruturas da arquitetura ou contorno de objetos ma natureza. Essa
curva modelo é chamada catendria. Por exemplo, o fio entre dois postes de energia é
uma catendria.

er—e™ e +e™™ er—e™

senh(x) = —————, cosh(x)= ————, tanh(x)= ———

()= S5, cosh(x) = S5, tanhlx) = S——
eX e—X

sech(x) = ———, cosech(x) = ———, coth(x) = +—
eX + e*X eX _ e*X eX _ e*X

Mostre que:

(a) cosh?(x) — senh?(x)=1

(b) e* = senh(x) + cosh(x) e e = cosh(x) — senh(x).

(c) arcsenh(x) = In(x + VX2 + 1), x € R, é a funcdo inversa do senh(x).

(d) cosh(x) é uma fungdo par e que senh(x) e tanh(x) sGo impares.

(e) tanh(x) = EZ—;}.

(f) senh(x +y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y) e senh(2x) = 2senh(x) cosh(x),
(9) 1— tgh’(x) = sech’(x).

(h) Rever abaizo: o grdfico de senh, cosh e tgh.

(1) Determine as condigbes para que senh, cosh e tgh sejam inversiveis e encontre
suas 1nuversas.

.

0 \
A\

Figura 2: Dica para exercicio 79(a): Graficos de y =x*> —1 e de y = x* + sen(10x).

g

16



3] / ! 1 p
. S \ / 08
\ / 06
sinhix) 21 /4/ \ 14 / tanh (x) 041 /
14 ~ N 13 / /s
\ cosh(x) / 02
- . X 3 \ 12 / A ! 0/1.4 T H
— 1]
P x N L e #04 t
s 2] I 0.6
yd 34 1 0 0 1 P 08
rd x -
10 10
| g | /l AN
| oo
\ 691 / N
cothix) 54 \ esch(x) \ / os \
\ a4\ / \
e 2 N - 07 \\
E— _ —_— F 06 \
1 0 1 2| -2 T 1 2 / .
‘\ x \~ 2 x Ve 05 N
N \ /
\s @ // 04 \
\ - N\
\ i / o ™
| 4 2 | 1 2
10 | x

Figura 3: Gréaficos das fungbes hiperbélicas:(a) Seno hiperbélico, (b) cosseno hiperbélico,
(c) tangente hiperbolica, (d) cotangente hiperboélica, (e) cossecante hiperbélica, (f) secante
hiperbodlica. Software: Maple.
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Figura 4: (1) arco tangente, dominio R; (2) arco cosseno, dominio [-1,1]; (3) arco seno,
dominio [-1,1]. Fonte: maple.

Relembrando o limite da derivada

Quase todos os itens dos exercicios (82) e (83) reforgam o estudo de fatos importantes

da construcdo do conceito de derivada. Lembre que estes limites sdo sempre da forma g

(comprove). O quociente que aparece neste limites é a velocidade média de um problema
num determinado contexto.

f(p+h) —f(p)

Exercicio 82 Calcule f'(p) = lim , em cada um dos casos:

h—0

(a) f(x) = x°.
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(b) f(x) =3x+1.

(c) Calcule f'(2) e f'(1/3) para o item (a). O que eles significam no grdfico de
f(x) = x*? Ilustre. Refaga estes passos também para o item (b).

(d) Nas respostas dos itens (a) e (b), trogue p por x e asstm vocé obterd a funcgdo
'(x).

(e) Considere a velocidade v(x) = f'(x), usando limite encontre a fungdo aceleragdo:
f'(x +h) —f'(x) . v(ix+h)—v(x)
= lim
h h—0 h

, para a funcdo f(x) = x3.

a(x) =1"(x) = %Llil‘(l)

Exercicio 83 Em um certo planeta, um objeto é langado verticalmente do chdo para
cima com velocidade 1nicial de 112m/s e a altura atingida no instante t sequndos é
f(t) = 112t — 16t> metros. Pergunta-se:

a) Quats as velocidades do objeto nos instantes t =2, t =3 e t =4 sequndos?

b) Em gue instante o objeto alcanca a altura mdzima?

c) Em que instante o objeto atinge o chdo?

d) Com que velocidade o objeto atinge o chdo?

Exercicio 84 Em cada um dos itens abaizo, encontre, se existir, a equacdo da reta
tangente ao grdfico da fung¢do f(x) nos pontos P = (x¢, f(xo)) especificados:

Q) f(x) =5x+4, P, = (2,14) e P, =(1,9) b)f(x) =3x*—5x+4, P, = (0,100) e P, = (1,2)
c) f(x) = sen(x), P = (0,0)

Exercicio 85 Determine as abscissas dos pontos do grdfico de y = x>+ 2x* —4x+5 nas
quais a tangente é:  a) horizontal b) paralela a reta 2y +8x —5 = 0.

Exercicio 86 a) Determine A, B, e C de modo que as curvasy = x*+Ax+B ey = Cx—x?
sejam tangentes uma a outra no ponto (1,0).

b) Encontre a equacgdo da reta tangente e da reta normal & curvay = x> — 2x* +4 no
ponto (2,4).
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Ultima atualizagio em 14/04/2022
Exercicio 1 O limite pode ndo existir. Caso exrista ndo necessariamente deve ser 2,
veja por exemplo
1, sex # 1
fx) = { el

2, sex=1

representada pelo grdfico

<Y

Nela lim,_,;+ f(x) = 1 = lim,_,;—, assim lim,_,; f(x) = 1. Contudo f(1) = 2 e portanto,
ndo podemos dizer nada sobre a existéncia de lim,_,; f(x) e nem sobre seu possivel valor
(caso ezxista).

Exercicio 2 (a)

(b)

1 .
:]_
8 x(x— N (x+1)

o1t w (D) + (x 1)
X

lim 2x — lim 2 _ 2 _,
—ox(x —1)(x+1) x50 (x—1D(x+1) —=1-1

Exercicio 3 (a) Se os limites de f(x) e g(x) para x — ¢ ezistem, entdo lim,_,. f(x)g(x) =
lim, , f(x) - limy .. g(x) =5-—2=-10

(b) Se o limite de f(x)g(x) existe parax — c, entdo lim, . o-f(x)g(x) = oc-lim, . f(x)g(x),
sendo o =2 temos que lim, . 2f(x)g(x) = 2lim,_,. f(x)g(x) = —20

(c) Se os limites de f(x) e g(x) para x — c existem, entdo lim, . (f(x) + g(x)) =
lim, , f(x) +lim, . g(x) =5+—-2=3

(d) Juntando as regras em (b) e (c) temos que lim, , (f(x) + 3g(x)) = lim, . f(x) +
lim, .. 3g(x) = lim, . f(x) + 3 -lim, ,.g(x) =5+3-—2=—1

1



(e) Se os limites de f(x) e f(x)—g(x) para x — ¢ existem, sendo lim, ,.(f(x)—g(x)) # 0,

(
o 1 f(x) _ lime,efx) 5 5
entdo limy, (F0)—g(x) — lmeoef)—g(x)  5-(-2) 7

(f) Parecido com a (e), se os limites de f(x) e g(x) para x — c existem, sendo
lim,_,c g(x) # 0, entdo lim,_,. ) = m;ﬂ —5-_3

g(x) T limyse g(
Exercicio 4 Os limites laterais dessa funcdo sdo

) 1 . 1
lim = 00 e lim =
x—>1+x—1 x—>1*X—]

—0Q.

Pelo limite de x — 1 ter que ser igual a ambos os laterais e mais ainda ser um numero

real, concluimos que o lim,_,; X%] ndo existe.

Exercicio 5 Chamemos

—x? 4+ 3x = g(x)
e
21
x :h(X),
x—1

temos que f(x) € limitada por g(x) e h(x), e que, de acordo com o Teorema do Confronto,
se

limg(x) =L =1limh(x)

X—C X—C

o lim,_,. f(x) serd também igual a L. Assim, temos que verificar se lim,_,; f(x) € uma
dessas situagoes:

limeig(x) =lime,; —x* +3x=—-1+3=2

x> —1 (x—1(x+1)

=lim,_,; =lime 1 (x+1)=2.
x—1 x—1

lim,_1h(x) = lim,_;
Como o limite de g(x) e h(x) tendendo a 1 sdo iguais a 2, o lim,_,;f(x) = 2.

Exercicio 6 Pela questdo, |g(x)] < M para x € A, isso significa que —M < g(x) < M
para x € A, ou seja, g € uma fung¢do limitada no seu dominio A. Agora, pela definicdo
de limaite, temos que

Ve > 0,30 >0;x € A,0< |x —p| < b= [f(x)]| < e.

Com 1sto, dado € > 0 arbitrdrio, temos que a definigdo de limite se cumpre em parti-
cular para 53, 1sto €, que para 57 > 0 existe 5 > 0 tal que se x € A,0 < [x —p| < & entdo
If(x)| < 3;- Observamos que se g for a fung¢do nula, temos provado o que nos pedem

automaticamente. Entdo suponha que g é ndo nula. Neste caso vamos ter que
€
f < — <e
FOIlgx)l < rlg(x)] <

2



sex €A el <x—p|l<d. Assim, observando que o dominio de fg é A por hipdtese,
temos provado em resumem que

Ve > 0,30 >0;x € A, 0 < [x —p| < 8 = [f(x)g(x)| < €,

o que significa que lim,_,, f(x)g(x) = 0.

x2 x2 sin(%)

©

,o. . f(x)—f(0) __ 1 sin(1)—-0 .. T . 1
Exercicio 7 (a) Temos quelim, ,0 — —— = lim,_,0 ——5— = lim,_,o = lim,_,o x sin (;)

Mas como sin (1) é limitada entre [-1,1] e se x > 0,

X
. 1
—x <xsmm|—) <x.
X

Agora, se x for negativo, teriamos analogamente que

. 1
—X > X8ln (—) > X.
X

Logo, como lim,_,cx =0, temos pelo Teorema do Confronto em ambas desigualda-
des anteriores que lim,_oxsin (1) = 0.

X

(5) limy o Y = lim, o *0=0 = lim, o *20

de varidvel t = J;, o limite se reescreve como

- lim,_,o sin(}—(). Fazendo a mudanca

lim M = lim sin t.
x—0 X — t—oo

Portanto, como pode ser observado graficamente, o valor de sint oscila entre -1 e
1 e ndo converge para nenhum valor fizo. Assim, o limite ndo existe.

Exercicio 8 (a) (=) Se lim, ,,f(x) =0, temos por definicdo de limite que
Ve > 0,30 > 0;x € Domf,0 < |x —a| < d = |[f(x)] < e.

E como sabemos da desigualdade vista no Ezercicio 7 da Lista do Modulo 1,
IIf(x)] — 0| < |f(x)|]. Assim, obtemos por defini¢do de limite que

Ve > 0,30 > 0;x € Domf,0 < |x —a| < d = ||[f(x)| — 0] < |f(x)] < e,
isto €, lim,_,, |f(x)| = 0.
(&) Se lim, ., [f(x)] = 0, logo lim, ,, —|f(x)] = 0. Temos também que, desde que

[f(x)| < [f(x)| logo
—f(x)| < f(x) < |f(x)], Vx € Domf.

Assim, pelo Teorema do Confronto, obtém-se que lim,_,, f(x) = 0.



(b) (=) Se lim; 4 L]]f) =0, entdo pela tda do item (a) vamos ter que limy .o ’M’ = 0.

E como L:L‘)‘ = % , vamos ter que limy_ |+ ‘ = 0. Mas pela reciproca do item
(a), isto implica que lim;_, % =0.

(&) Se limp_ % =0, temos pela ida do item (a) q'u.e limh_>o ‘L}':)‘ = lim}_,o ‘%‘ =
0. E pela reciproca do item (a) obtém-se que llmh_,o =0.

Exercicio 9 Note que para todo x € R vale

V3 < \/x3+xzsin§ < VX34 X2,

e como lim,_, +vx3 +x2 =0, concluimos pelo Teorema do Confronto que

lim v/x3 + x?sin T_o.
x—0 X

Exercicio 10 Essa questao € parecida com a 5, portanto, para saber se lim,_, f(x) pode
ser encontrada pelo Teorema do Confronto geradas pelas fungdes que a limitam, o
lim,_,44x — 9 tem que ser igual ao lim, 4 x* —4x + 7. Pelo lim, 44x—9=4-4—-9=7 ¢
lim, 4x* —4x+7=4*—4-4+7=16—16+7 =7 serem iguais, entdo o lim, 4 f(x) =7,
de acordo com o teorema.

;. . tan(2 . in(2 - . . L.
Exercicio 11 (a) lim, si?((s.z)] = lim,_, sirﬂﬁ—czs)&x)’ entdo pelo limite trigonométrico
: 2x
s1n(x) . tan(2x) _ q: sin(2x) ;55 _
fundamental lim,_, = 1 temos que lim,_,o G0 = lim,_,o ) e con()

2x

2
lim,_, Trcos ] = =lim, 0 =5~ TR Pelo lim,_,ycos(2x) = 1, determinamos que lim,_, W

2

3

(b) lim,_,o(1 —x)tan(5) = lim, (1 —X)&:ﬁ)}. Como em (a), podemos reescrever o li-
2

cos(

mate como lim,_ 5 (1—x)/cos(5), e pelo lim,_,ycos(%5) = 1, temos lim,_,o(1—x) 5 =
2 2
lim, 0 5 — %5, e assum determanamos que lim, ,, 5 — 5- =0.

(c) Pelo limite trigonométrico fundamental, como em (a), podemos reescrever lim,_ e —

sin?

x—xcos(x) __ x—xcos(x) __ 7: x—xcos(x) __
)2 lim, o Tz T lim, o 2z lim, (4)

brando o limite trigonométrico lim,_,o ]Cﬂ = 15, temos que

1—cos(x)

lim,_,o 2

Agora, lem-

X — x cos(x) _ 0 1

im = =0.
0 sin®(2x) 2

(2x)

(2x)

(d) Pelo limite trigonométrico fundamental, como em (a), podemos reescrever lim, o xtsin(x)

2=

x , sinx

llmxao 2
X

: 2 2 2
=lim, 0 55 = 557 = 5 = —2.

_ sinx
x

sin(x)



Exercicio 12 (a) Vamos determinar uma varidvel x = /20, quando 6 — 0, x — O,

. .. . in(v/20 . i . L
assim podemos reescrever o limite como limg_, Smf/ﬁ ) —lim, %(X), que € o limite
. L. . in(\/20 . i
trigonométrico fundamental, portanto limg_,o Sln\(/ﬁ ) — lim, ,, 20 — 1,

(b) Como o item (b) do exercicio 7, sabemos gque sin(y) € limitada entre [—1,1], e que,
quando Yy — oo, seus valores poderdo ser qualquer um que esteja dentro desse in-
tervalo, o que graficamente pode ser observado que ndo converge a nenhum valor
real e, portanto, esse limite ndo existe.

(c) Pelo limite trigonométrico fundamental, como no exercicio 11 item (a), podemos

. 2 : . 2 . ;

reescrever lim,_, %:m(x) = lim,_, %4—% lim, o =% = —%4—% = 0. Observar que a
sequnda 1gualdade pode ser escrita como soma de limites pois cada um dos limaites
existe.

(d) Pelo limite trigonométrico fundamental, como no ezercicio 11, podemos reescre-

1—cos(6 . 1—cos(0 : 1—cos(0 . :
ﬁzsé)) = limp_,0 :2%- Czc’es[ L = limg_y °2°95( ). Agora, pelo limite trigo-
1—cos(0)

nométrico usado no item (c) do exercicio 11, o limite se reescreve como limg_,o “m0e) =

ver limg_y

0 l—cos(0) 1 _

limg_,0
(e) Pelo limg ,ycos(0) =1 temos que limg ,o0 cos(0) = limg ,00 = 0.
Exercicio 13 (a) Denotemos f(x) = x*. Devemos provar que

Ve > 0,35 > 0;x € Domf,0< [x —2| < 5= [x* —4| < e.

Seja € > 0 arbitrdrio. Temos que |x* —4| = |(x—2)2+4(x—2)|. Logo, se escolhemos
d=+ve+4—2>0, e supondo que x € R = Domf,0 < |[x — 2| < b, obtemos pela
desigualdade triangular que

X —4| < 87 +45 = (6+2)—4=e.
Assim, temos provado que
Ve>0,30=vVe+4—2>0xecDomf=R,0< [x—2|<d=[x*—4 <e.
Isto significa que lim,_,, x> = 4.
(b) Denotemos f(x) =4x + 1. Devemos provar gue
Ve > 0,30 >0;x € Domf,0 < |[x — (=2)|<d=l4x+1—(—7)| < e.

Seja € > 0 arbitrdrio. Temos que |4x + 1+ 7| = |4(x + 2)|. Logo, se escolhemos
6= %>0, e supondo que x € R =Domf,0 < [x + 2| < 8, obtemos que

4x +1+7] <46 =e.



Assim, temos provado que
Ve > 0,35 = ; > 0x € Domf=R,0 < |x — (—2)] < 8= [x +1— (—7)| < e.
Isto significa que lim,_, ,(4x + 1) = —7.

Exercicio 14 Para que uma fungdo seja continua em p, o lim,_,, f(x) = f(p).

(a) Temos que p = 1 e que f(x) = —3x, portanto f(1) = —3. Agora, provemos que

lim,_,; —3x = —3. Seja € > 0 arbitrdrio. Temos que |—3x+3| =|—3(x—1)] = 3|x—1|.
Logo, se escolhemos 6 = £ > 0, e supondo que x € Domf,0 < [x — 1| < 3, obtemos
que

|—3x+3|<3<§) —e.

Assim, temos provado que

Ve>0,36:§>0;x€Domf,0< —1]<8=]—3x—(=3)| < e.

Isto significa que lim, ,;(—3x) = —3 = f(1). Portanto, f é continua em p = 1.

(b) Temos que p = 4 e que f(x) = \/x, portanto f(4) = 2. Agora, provemos que
lim, 4/ = 2. Seja € > 0 arbitrdrio. Temos que |\/x — 2| = ‘\"/‘;ﬂl. Observemos
que para 6 =1, se 0 < [x —4 < & =1, entdo 3 < x <5 com x # 4 e assim

1 1 1 ~ _ x4 [x—4] _
75 < A < 3 comx #4. Entdo lVx—2| = |\/X>Z+2\ < \%Jrz se0<|x—4]<8&=1.
Assim, escolhendo & = min{1, (v/3 + 2)e} e supondo que x € Domf,0 < |x —4| < 3,

obtemos que

(V3+2)e

X—2|< —F—— =
lVx —2| 312

Assim, temos provado que
Ve > 0,36 = min{T, (V3+2)ekx € Domf,0 <|x —4| < &= |v/x—2| <e.
Isto significa que lim, ,4+/x =2 = f(4). Portanto, T é continua em p =4.
Exercicio 15 a) Colocando z em evidencia no numerador, teremos

249 2
T S N C ) B P S
z—0 z z—0 z z—0

b) Note que x =2 € raiz do polinémio 2x* — 6x +4. De fato,
202 —6-2+4=8—-12+4=0.
Portanto, € possivel realizar a sequinte fatoragdo

XX —6x+4=(2—x)-P(x).

Aplicando o algoritmo de divisGo de polinémios, temos que p(x) = —2x + 2. Por-
tanto, 2x* —6x +4 = (2 —x)(2 —2x). Logo,
2x? — 4 2—x)(2-2
lim 2 O o2 D) s 24—
x—2 2—x x—2 2—x x—2
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c) Note que t =1 € raiz do polinémio t> — 1. De fato,
P—1=0.
Portanto, é possivel realizar a sequinte fatoragdo
t—1=(t—1)-Px).

Analogamente ao item b), podemos utilizar algoritmo de divisdo de polinémios e
calcular p(x). Assim, obtemos a seguinte fatoracdo t*—1 = (t—1)(t*+t+1). Logo,

3 _ 2 _
fim S o DD e o122
t—1 t—1 t—1 t—1 t—1
sen(6x

Exercicio 16  a) Multiplicando ) por %, teremos

2x
sen(6x) 3 sen(6x)
2x 6x

Realizando a sequinte transformagdo de varidveis, y = 6x, teremos

3 sen(6x) 3 sen(y)'

6x y

Note que, quando x — 0, y — 0, logo,

fim SO _ ;3 enly).
x—0 X y—0 Y

Como limy_,03 = 3 e limy_, %(y) =1, temos que

lim sen(6x) im sen(y)
x—0 X y—0 Yy y—0 y—0 y

b) Multiplicando %gg 9.5

5 sen(5x) 9x
9 5x sen(9x)

Analogamente ao item a), teremos

im sen(5x) limé lim sen(5x) lim 9x 5
x—-0 sen(9x)  x—09 x50  5x  x—0 sen(9x) 9

ginitemaze

c) Multiplicando °°s(;‘)*1 por ZZZEQE; teremos

cos(x) —1 cos(x)+1 cos?(x) — 1 ~ sen(x) sen(x)
X cos(x)+1  x(cos(x)+1)  x cos(x)+1"
Portanto,
lim M —1.0=0
x—0 X

7



f(3x)
X

Exercicio 17  a) Multiplicando

por %, teremos

f(3x) f(3x)
=3 ,
X 3x
portanto,
f
tim 5 _ 345 1Y) 3
x—=0 X x—0 3%
b) Multiplicando f(%z) por >, teremos
) (%)
x
portanto,
2 2
li f) = lim x lim () =0-1=0
x—0 X x—0 x—0 X
c) Multiplicando f(’;zf_]” por %, teremos
f(x2—1) ) f(x?—1)
=1 mbetD=a
portanto,
. f(x*—=1) . f(x*—1)
e L A e
Exercicio 18 a) Como
tan(x)  sen(x)1
x  cos(x) x’
teremos que
g SR T gpsen® g 1y

x—0 X cos(x) x>0 X  x—0cos(x)

b) Como

teremos que

) X 1 1
lim = ik 1.
x>0 sen(x)  lim, 22X 1

c) Realizando a transformacéo de varidveis, y =x —m, teremos

sen(x)  sen(y+m  sen(y)

X—Tt Yy Yy

Note que, quando x — m, y — 0, portanto,

lim S0 _ g senly)
Xx—1T X — 7T y—0 y




Exercicio 19 a) Como
tan(2x) sen(x) 2

X cos(x) 2x’

teremos que
sen(2x) 2 sen(2x) .. 2

]_' = ]_. ]_ - ] . 2 - 2.
oo 2x cos(x) o B N cos(x)

b) Como

7x g
6sen(x) sen

teremos que
7 7
lim x 6 =6 —Z

x>0 6sen(x)  lim, Sei(x) 176

c) Realizando a transformagdo de varidveis, y =x — 5, teremos

cos(x) _cos(y+3)  sen(y)

x—73 y y

Note que, quando x — 5, y — 0, portanto,

lim 80 gy Seml)
x—=F X — 7 y—0 y

d) Como tan(x) = :Z:((:)), teremos
cos(x) — sen(x)  cos(x) — sen(x)  cos(x) — sen(x)
tan(x) —1 o sen(x) 1 o sen(x)—cos(x)

cos(x) cos(x)

= —cos(x).

Portanto,
. cos(x) — sen(x) ) 1
lim = lim —cos(x) = ———.
x—%  tan(x)—1 O V2
e) Como tan(mx) = ::((;z)), teremos
tanmtx sen(7tx)
x—2  (x—2)cos(mx)
Note que, limxﬁzm = 1. Vamos agora, calcular lim,_,, SF;S’)‘) Realizando a

transformacgdo de varidveis, y =x — 2, teremos

sen(mx)  sen(my —27)  sen(my)
(x—2) (y) oy



Note que, quando x — 2, y — 0. Multiplicando por -, teremos

im sen(7tx) _ limﬂsen(mj) _
x—0 (X—Z) y—0 ™y
Portanto,
1 tan 7tx 1
x—2 X —2
f) Note que,
tan(x —p)  sen(x —p) 1 _ sen(x —p) 1
x2—p2  cos(x—p) (x—p)(x+p)  x—p cos(x—p)(x+p)
Portanto,
fim P22 P) iy oy p SR D) ] .
x—p X2 —p? x—p cos(x—p)(x+p)

Realizando a mudanca de varidvel y =x —p, teremos

. sen(y) .. 1 1
1 1 2p) = —
yli% y yli% cos(y) ly+2p) 2p

g) Realizando a mudanga de varidvel h =x —p, teremos

sen(x) — sen(p) 5 sen(p + h) — sen(p) 5 sen(p) cos(h) + cos(p) sen(h) — sen(p)

lim = lim = lim
X—p X—P h—0 h h—0 h

= lim en(h) cos(p) + lim sex;(p) (cos(h) — 1)

h—0 h—0

en(h)

. sen(p)sen’(h)
cos(p) + lim S s = 1)

. sen(h) sen(h)sen(p)
cos(p) + 111131) h  (cos(h)+1)

= limyu 0

sen(h)

= limy o

=1-cos(p) + 0 = cos(p).

h) Pela mesma mudanc¢a de varidvel do item antertor, teremos

sen(p+h) sen(p)
i P oyl _ o sen(p + 1) cos(p) — cos(p + ) sen(p)
R0 h R0 hcos(p + h)cosp '

Como sen(a—b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a), teremos

im sen(p+h—p) lim sen(h) 1
n—0 hcos(p +h)cos(p) h=0 h cos(p+ h)cos(p)
1 1
= lim sen(R) lim =1. = sec?(x).
h=0 h  h-0cos(p+ h)cos(p) cos?(p)
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1) Note que,
13 -8 13 -8 +1-1 (13*—1)—(8—1)

X X X
Portanto,
13 =8 . (13*=1) . (8 —1)
lim — =1lim —lim
x—0 X x—0 X x—0 X
Utilizando o limite fundamental lim,_ % =In(a), temos que
im 28 032D, BT In(13) — In(8).

x—0 X x—0 X x—0 X

j) Vamos mostrar que

. — 8€

fi X700 _
x—0F X

x— sen(x)

Como —5— € uma fungdo vmpar, o resultado segue.

Como estamos calculando um limite a direita do zero, temos que x > 0, portanto,
0< X — sin(x) - tan(x) —2 sen(x) _ tan(x)1 — cos(x) _ tan(x) (sen(%))z)
X e

x2 2 X

2
Portanto,

X 2
lim X0 Sin(X) — tim 220 (—Sen(2)> —0.1=
x—0+ X x—0t x—0+

2

k) Fazendo a mudancga de varidvel y = x* —x*, temos que, quando x — 0o, y — —o0,

portanto
—7
lim arctg(x®* —x*) = lim arctg(y) = —.
X—00 y——o0 2
l) Note que,
x1/5 -1 ~x1/5_-1 (1 4+ x1/5 4 x2/5 4 x3/5 4 x4/5) - 1 4+ x1/4 4 x1/2 4 x3/4
portanto,
limx s ]x1/4—1 lmx s 1) XV x4 3B x 141414141 5
X —_— = X = =-.
x5 —1 T4 x4 4 x1/2 4-x3/4 T+T+14+1 3|
Exercicio 20 a) Primeiramente, note que
2\/x—6 Vx—3
=2 .
x—9 x—9

Agora, multipligue a funcdo a cima por Eﬁﬁ%, teremos assim,

2ﬁ—3_2 x—9
x—9  T(x=9(x+3)

Portanto,

2X—6 x=9 1
x—9 x—9 X9 (X—?)(\/z—l—.g)_xﬂ‘? (\/)_(—{—3)_6 3

11



b) Multiplique a fungdo por gi\/—vjﬁg, teremos,

(5—v4+3x) (5—v4+3x)(5+v4+3x (25 —4 — 3x)

) =
)

7—x)  (7—%x)  (5+vV4+3x) (7—x)(5+ V4 +3x)
B (21 —3x) B 3(7—x)
C(7=X)5+vVEA+3x)  (7—x)(5+ V4 + 3x)
Portanto,
5+vV4+3x) .. 3(7—x) 3 3 3

lim = 1 =

ST 5+ vVAT3X) 7 (7—x)5+vVEir3x) »7(5+v4+3x) 5+5 10

c) Multiplique a fungdo por Hj:g:%, teremos,

(1—cos(x))  (1+cos?(x))  sin’(x)
x2 ~ x2(1+cos(x))  x2(1 + cos(x))
Portanto,
lim (1 —cos(x)) m sin’(x) — lim sin’(x) 1
X0 x2 x50 x2(1 +cos(x))  xo0 X2 (T + cos(x))
T 0 B B L |
x50 x2 x=0 (1+cos(x)) 2 2

Exercicio 21  a) Note que x = 1 € uma raiz comum dos polinomios x> —3x + 2 e

x3 —x? 4+ x — 1, portanto, podemos realizar a sequinte fatoragdo:

x*—=3x+2=(x—1)(x—2)
X=X Fx—1=x—-1Kx*+1).

Portanto,

lim x?—3x+2 Ly x=Dx-=2) . (x=2) -1
oI x3—x2+x—1 1 (x=1)(x2+1) =1 (x2+1) 2

. ~ Vx+yva
b) Multiplicando a fungdo por e teremos

VX—yalyx+va) (x—a) o
x—a (Vx+va) (x—alVx+va) x4/

Logo,

hm¥VX-Ve V1
x—a X—a x—>a\/§—|—\/a 2\/6

12



c)

d)

f)

g)

h)

1+cos(x)

Multiplicando a fungdo por ; s ETEmOS
xsen(x) (1+cos(x)) xsen(x)(1+cos(x))  x x cos(x)
1 —cos(x) (1 +cos(x)) sen?(x) ~ sen(x)  sen(x)’
Logo,
lim x sen(x) i ¥ xcos(x) 141=2

x0- 1 —cos(x) x—0- sen(x)  sen(x)
Como |sen(1)| < 1, logo limitada, e lim,_,ox =0, teremos

X

limxsen(l) =0.

x—0 X
o1 ~ (vV2x+3+V5)
Multiplicando a fung¢do por VIrvE) teremos
(Vx—1)  (V2x+3++v5)  (Vx—1(V2x+3+V5)  (V2x+3+5)
(vV2x+3—V5) (V2x + 3+ V5) 2x+3 -5 2(vx+1)
Logo,
o (VX-T) _lim(\/2x+3+\/5) _V2+3+V5 V5
o1 (V2x+3—15) =1 2(x+1) 2(14+1) 2
Realizando a mudanca de varidvel y = x —m, teremos
lim SR _ o, senly) g
X—TC X — 7T y—0 y

Como (x™ —y™) = (x —y)(x™ ' +x"2y + ... +xy™ 2 +y "), teremos

n__ ~n .
fim X8 g (X0 TPy Xyt iy ) = na®
x—a (X —a) x—a X —da

A derwada € definida pelos sequintes limites:

. f(x+h)—~f(x)
lim

)

Desta forma, teremos que os items que representam uma derivada sao:

) fx) = VA;
c) f(x) =xm.

Exercicio 22 a)

h)? — x? t2hx + h? —x2 2hx + h?
fm XWX XX o 2R R = 2x
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

13



b)

. 3x+h)+1T—-038x+1) . 3x+3h+1—-3x—1) . 3h .
lim = lim =lim— =1lm3 =3
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Exercicio 23 a)

1
X p?

=P X—p  xop x2-p? (x—p)  xop pl (x—p) e Zpr P
c) Considere o limite
X—p X—7P

considere a seguinte mudanca de varidvel h = x —p. Note que, quando x — p,
h — 0, portanto teremos que

lim fx) —flp) _ lim f(p +h) —f(p)
X—p X—=P h—0 h

b

provando assim, a igualdade entre os limites. Vamos agora checar a igualdade

dos limites a cima para a funcdo f(x) = x*.

2.2 +9 2.2 2 2
Hm(p—i—h) P* i P hp+h®—p _ lim hp +h
h—0 h h—0 h h—0

= %13(1) 2p +h =2p.
Por outro lado,

2.2 _
x> —p :hmx_)p(x p)(x+p)

X—P X—P

d) Estes limites, sGo a definicdo de derivada.

limx — p

=limx — px+p =2p.

Exercicio 24 Se Limxﬁp% — 0, etdo Ve >0, 35 > 0 tal que
f(x)
x—pl<b = ‘— <€
P g(x)

Como g(x) # 0,

£(x) | _ If(x)]
g(x)|  lg(x)|
escolhendo €, suficientemente pequeno, isto é, €y < 1, teremos que 45, > 0 tal que

<e = [f(x)] < €lg(x)].

Ix —pl< b = |f(x)] < elg(x)| < |g(x)]

14



Exercicio 25 a) Se lim,,,f(x) =L, etdo Ve >0, 35 > 0 tal que
X —pl<d = [f(x)—L| <e.

Para a primeira implicagdo, basta definir g(x) = f(x) — L. Como |g(x)—0| =
If(x) — L|, dado um € >0, o mesmo & do limite anterior servira.

Para a ultima wmplicagdo, basta definir h(x) = —g(x) e motar que |h(x) —0| =
|—g(x)| =1g(x)| e o resultado seguira utilizando o mesmo d.

b) Se lim,_,,f(x) =L, etdo Ve >0, 35 > 0 tal que

x—pl<d = [f(x)—L<e.

Da desigualdade triangular, sabemos que

I£0) — LI < [[f(x) — LIl = [f(x) — L.

Desta forma, dado € > 0, o mesmo 6 do limite anterior fara com que

x—pl<d = [[f(x)[—ILIl < [f(x) — LI <e.

O contra exemplo para a volta desta implicagdo € lim, |3 = | — 3| = 3, mas
lim, ,03 # —3

c) A ida da vmplicagdo € exatamente o item b) com L = 0, entdo nada precisa ser
feito. Vamos, agora, demonstrar a volta. Se lim,_,,[f(x)| =0, etdo Ve >0, 35 >0
tal que

x—pl<d = [If(x)|—0| <e.

Note que, ||[f(x)| — 0| = |f(x)| = [f(x) — 0|, portanto, Ve > 0, 35 > 0 tal que
x—pl<d = [f(x)—0]<e.

Exercicio 26 Note que,
lgx)| <x' = —x* <g(x) <x' = ¥ <2 <K

Como,

lim —x* = limx* = 0,
x—0 x—0

teremos que, pelo teorema do confronto,

lim M =0.
x—0 X

15



Exercicio 27 Note que, fazendo o

lim 0 < lim|ax? + bx + ¢| < lim |x/?
x—0 x—0 x—0

temos 0 < |c| < 0, pelo teorema do confronto, temos que |c| = 0 = ¢ = 0. Temos, em
sequida, que 0 < |ax? + bx| < [x|*. Dessa forma, podemos reescrever:

0 < Ix(ax+b)| < xP = 0 < Ixllax + b| < [xP’

Como a desigualdade vale Vx € R, considere x # 0. Logo, podemos dividir os dois
lados da igualdade por |x|, obtendo 0 < |ax + b| < |x|*. Dessa forma, pelo teorema do
confronto em x — 0, obtemos que b = 0. Da mesma forma, conseguimos provar que

a =0. Note que, mesmo considerando x # 0, ainda podemos fazer lin% por se tratar de
xX—

um ponto de acumulagado.

. . 1
Exercicio 28 (a) 7 lim sen(;)

Figura 1: sen(l)

X

1
(b) Como —1 <sen(l) <1, Vx € R e como limx =0, entdo limxsen(;) = 0.

x x—0 x—0

1
X

Figura 2: xsen(2)
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Exercicio 29 Seja

f(x):{1’ sexe€Q
—1, sex e R\Q

entdo 3 lim f(x) e lim|f(x)| = 1.
X—p X—p
Exercicio 30 Falsa, pots a igualdade dos limites laterais garante apenas a existéncia do

limite lim f(x), mas ndo garante a existéncia de f(p) e nem a tgualdade lim f(x) = f(p).
X—p X—p

1 0
Tome como contraezemplo f(x) =< sex# , imf(x) =1 e f(0) =0.
0, sex=0 x—0

Exercicio 31 (a) Basta dividir numerador e denominador por x* e obtemos

5 —2x+1 5

A a2 4
(b) Basta dividir numerador e denominador por x* e obtemos

im 2T
oo xt 4+ 2x+3

2 em evidéncia no numerador e x em evidéncia no denominador

asstm obtemos lim halll = 1
xotoo 3x4+2 3

V3 +2x—1 , </X$(]+i_§_x]_3) , X\3/]+X%_x]_3
(d) lim —=—— = lim = lim =—1.
x——00 /%% +x+ 1 X——00 Xz(]—f—l‘f— 1) X——00 ’Xl ]‘i‘%‘{‘

(c) Basta colocar x

1
X2

!

3 1 =1 x2(1 +L) 1 14+ -1

(¢) lim VXX lim \/’_‘(—+"3): lim —— V" _ i _< \6/7‘>:o,
xoto0 X2+ 3 Xx—+00 xz(] +x_2) X——+00 xz(] +

(f) Ractonalizando a expressdo temos

WX T VXWX T+VX+3) 2
Vx+1—Vx+3= Vo P VX +T1+VX+3
2 1

—2 lim =
xo+oo /X + T+ v/x+3

e obtemos lim — =
xofoo VX +T4+vx+3

Exercicio 32 (a) Basta dividir numerador e denominador por x e obtemos

lim 2 — ]
003 4+2x 2’
portanto y = —% € uma assintota horizontal.
2 x2+3 ~ : X*+3
(b) Escreva 2x — X2 +3 = x(2 — Y53, entdo obtemos lim x(2— ) = +oo;
X—+00 X

17



(c) Racionalizando a expressdo obtemos lim ({/x+ vx—Vx — 2, portanto y =

X—+ OO
€ uma assintota horizontal.

2x + 1

(d) lin}_+ Zix +o00, portanto x = —1 é uma assintota vertical.
X——
(e) 11 im xz X = 400, portanto x =0 € uma assintota vertical.
3x—5
(f) 11 34— % portanto x =1 é uma assintota vertical.
x*—4
(9) xlf?l x2—4x —4 0-
. 33X —4 3 . .
(h) 111‘I11+ ] 5~ = —0o0, portanto x = —1 € uma assintota vertical.
X—— —X
(i) lim sen(x) lim sen(x) famt 3911 sen(x) _ 0
1) lim 5 = —oo e lim -3 = oo, portanto flim_—7 e x = 0 € uma

assintota vertical.

(7) Resolvido nos itens anteriores.

1
Exercicio 33 (a) lim (2+ )—() =2.

X—+00

(b) lim 4x" —3x+2 = lim 4x' = +o0.

X—+00 X—+00

2 2
(c) lim 5+;:</11m (5+;):\3/§

X—+00 —400
Exercicio 34 (a) Basta dividir numerador e denominador por x° e obtemos

lim 2x6 —7x+3 1
x-rtoo AX6+x+5 2’

portanto y = % € uma assintota horizontal.
(b) Basta dividir numerador e denominador por x° e obtemos

m YTy
e o

portanto y = 0 é uma assintota horizontal.

245
(c) 111Jrrn % =0 portanto y = | é uma assintota horizontal.

(d) lim V! + 6x ] = —
oo \/3x2 Hdx+1 /3

, portanto y = \/lg é uma assintota horizontal.

18



ViR

Do X247

(e) 11

(f) Racionalizando para resolver o limite obtemos,

=0, portanto y =0 é uma assintota horizontal.

lim vVx+2—vx+5=0,

X—+00

portanto y = 0 é uma assintota horizontal.

(g9) Resolvido nos itens anteriores.
Exercicio 35 Dado € > 0, tome & = max{e", 1}, entdo
x>0=>x>€e">Toux>12>c¢€"
logo Yx>e>1ou /x>1>¢€.

Exercicio 36 (a) Racionalizando para resolver o limite obtemos,

lim x — v/2 + 3x3 = —o0.

(b) 11mx+\/x+ ~ lim X +\/X+3_1
X—00 2x — 1 X—>002X—1 2x — 1 _2.

(c)

ATTA %u+§ylmm+§
x X - X

Ambos sdo diferentes pois, na stmplificacdo quando tratamos para x — +oo temos

. . X2 +4
que x| = x e quando x — —oo temos que |x| = —x. Assim, 111}1 —— =1e
X—+00 X
244
im Y0
X——00 X
Exercicio 37 lim,_o-cosx = cos(0) = 1. Como —1 < sen(l) < 1, vx € R e como

1
lim x =0, entdo lim xsen(-) =0.
x—0+ x—0+ X

Nada podemos afirmar a respeito de llmx_,o+

cos(x)

- com as informagdes acima.
en;

ful

_3 .
Exercicio 38 (a) Seja u=x—3, entdo lim x =3l = lim =1.

x—=3+t X — 3 x—0+ U

lul _

x — 3
(b) Seja u=x—3, entao Xlir? — x];)()* "

(c) Ndo eziste, basta olhar as alternativas (a) e (b).

x2—6x+9 . (x—3)? )
(@) lim = 5 = lim =S = lim x—3 =0,
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X 2—|—§
2x+5 ) X

Fxercicio 39 () B0 3o+ ax—1  xit e ~e 70
X 2 + 2T 3
xX: X
. . : . 1 .
(b) Por defini¢do de limite no infinito, tomando € = 7 existe 8 > 0, com & > r tal que
para todo x > & > 1 temos
1 2x +5 1

0— 0+

< <0+ 3.
2 23 +4x—1 2

Note que para x > 0 temos 2x +5 > 0. Vamos analisar o sinal do denominador
2x* +4x — 1 que € uma funcdo polinomial ndo decrescente.

Para x = 0, temos 2x> +4x —1 = —1 < 0. Por outro lado, para x = 1 temos
2x3 +4x —1=5> 0. Do teorema do valor intermedidrio, eziste c € (0,1) tal que
2¢3 +4c —1=0. Basta tomar v = max{c,;}, pois para todo x > 1 temos

2x +5 1

0 X2 1
S tdx—1 "2

Observagio: As outras raizes do polinémio 2x> +4x — 1 sGo complezas.

X+ Vx2+1
Exercicio 40 (a) x —vVx*+1=x— VX2 + 1| ——MmM—
(4) X+ Vx2+1

—1

x4+ vVx2+1
—1

limy yoo———=—= =0
X+ vVx2+1

oy (142) < (1+2)

Sabe-se que:

) (Mult. pelo conjugado)

a

limyoo(1+ ) =et

Portanto, como In é uma fung¢do continua em seu dominio

2\" 2\ *
Hm%%Jn(1+—) :lnumkﬂw(1+_>)
X X
= In(e?) = 2.

(c) Faga a mudanga de varidveis 1 —x = u entdo se x — 1 temos u — 0. Logo,

on (T
1— 2 2

(1 —x)tg(%) :utg(u) =u- N
COS(Z_T)
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Aplicando as identidades trigonométricas sen(a—b) = sen(a)cos(b)—sen(b)cos(a)
e cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) obtemos,

sen > oS > sen > oS 7 . oS 2
o T urn + sen T en umy en ur)
cos 3 cos > S > S 3 S >
urt urs
cos| — sen| — 1
( 2 ) u urm ( 2 ) um
Perceba que u - = ) -cos| — | = ———= -cos| — ).

sen urm sen urm u 2
2 2
Multiplicando e dividindo por g, conseguiremos aplicar o limite fundamental do
seno, obtemos asstm

sen(uﬂ) z
— -2
(—2) - COS (L%t) Portanto,

3

u .

€
IR

X+ Vxt+7 —7
d) lim xz—\/x4+7-—=lim =0.
() X—)oo( ) X2+‘/X4+7 X—00 7
X214+ 1+g

(e) lim tg (L) = lim tg( ! ) = lim tg (L) = 00.
X—00 2x4+3x +2 X—00 x4(2+x3—3+%4) X—00 2+xi3+xl4
(f) Fazendo a mudanga de varidvel )lc = u, temos se x — oo entdo uw — 0. Logo,
N 1
(1 +%+l2) —(T+2u+ud)u = (1+uu,
X X

N

2 X
lim (1 + -+ —) =lim(1 4+ u)

X—00

XZ
g) Primeiramente x*In| 1 + i =In(1+ i . Fazendo,
x? e

x — o0 entdo uw — 0. Logo,

— = U vemos que se
x2

2

N 3
lim 1n(1 + %) =limIn(1+uwu =1n(e*) = 3.

X—00 u—0
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1

h) Lemb = . L
(h) Lembre que sec(x) cos(x) 0go,
tim sec( 2 =213 ) _ i ] — lim L _ !
X300 X3+10x+1) x50 ™3 —213 1\ x5oo Brr23) \  cos(m)
O\ 10x 11 S\ Fir T+ D)
L . —10
Exercicio 41 (a.) Falso, pots }(15]1 19£Xiz = ,IE,I% i _25?]) i R B —5.
. f(x)(1 —%)(1 +x+x?)
f(x) 1= —x3 — —
(b.) Falso, limmzlim ( )1:‘3 = lim (1 =x7)g()(T = x) = 6 -3:—9.
x—1 g(x) x—1 g(x)T’; x—1 1T —x —10 5
(c.) Falso, calculamos o limLX)
x—1 g(x)

(d.) Falso, note que fazendo a mudanga de varidvel u =x—1, temos x — 1, logo u — O.

1
Dessa forma, >1£>I11 1f£X))(3 = }Lli% 11(1(;—111)3

f(x)-sen( 1 ) f(x)-sen( 1 )
x—1 x—1

. 1 o 1—x3 T 1—%3
1—x3 (x =1 (=1 —x—x2)

= 6. Agora,

Fazendo a mudanca de varidvel descrita acima, obtemos

flu+1)- sen(l)
u

1
y T—(u+1) o fut ) Sen(ﬂ) 1
w—T—(u+1)— (u+1)?) u T —(+uw—(1+u?

(e.) Verdadeiro.
Exercicio 42 a=-8,b=5,c=14, m=2,n=0ep=—2.

Exercicio 43 (a) Como f é limitada em uma vizinhanga de a, entdo para pontos x
prérimos de a temos para algum M > 0 que [f(x)] < M, ou seja, —M < f(x) < M.
Logo, para x prézimo de a segue

—Mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x),

e como lim, ,, g(x) =0, obtemos pelo teorema da confronto que lim, ,, f(x)g(x) = 0.
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(b) Seja a € R. Para x € R tal que 0 < |x — a| < /2 segue que

|cosx—cosa!:‘—2sin (X;a)sin <x42—a)‘ < ‘Zsin (X;a)’ §2|X;a| =[x — al,

ou seja,
—Ix —a] <cosx —cosa < |x —al.

Como lim +|x—a|] = 0, temos pelo teorema do confronto que lim (cosx—cos a) =0,
x—a x—a

e portanto limcosx = cosa. Logo, a fung¢do cos é continua.
Xx—a

Exercicio 44 Se f(x) =1 e g(x) = xsin (J—(
. f(x)
lim

x—0+ g(x)’

), entdo 111(1)1+ g(x) = 0 e nao existe o limite

Exercicio 45 O erro ocorre quando a indeterminag¢do oo x 0 =0, o que é um absurdo.
(Estratégia de resolugdo: multiplicar pelo conjugado).

) (Vx2+x) +x ) X ) X 1
lim(Vx2+x—%x)————— = lim ——— = lim = —.
X—00 (\/X2+X)+X X—00 ‘/X2+X+X X—)OOX( ]+l+]) 2

Exercicio 46 (a) Verdadeira. Temos f(x) > 0 pots f € positiva para todo x € R. Além
disso, f é limitada, logo f(x) < M para todo x € R, M > 0 Devemos encontrar
d > 0 tal que f(x)g(x) > € para todo x > & e todo € > 0. Como lim g(x) = oo, por

X—0o0

definicdo seque que para todo Me > 0 existe & > 0 tal que x > b temos g(x) > e.

Desta forma, —— > —. Para todo x > 0 temos
J fx) ~ M x

g(x)f(x)% > Me% = €.

(b) Verdadeira. De f limitada temos |f(x)] < M, com M > 0. Em particular,
—M < f(x) < M. Do fato, lim g(x) = 0o, segue que para € + M, existe b > 0 tal
X—00
que para x > & temos ¢g(x) > € + M. Logo, para x > 6, temos
f(x)+g(x) >—M+e+M=c¢.

(c) Falso. Tome por ezemplo f(x) = ¢, ¢ > 0 uma constante, para todo x € R e

f
g(x) =1/x se x #0 (para x =0 defina g(x) =0). Entdo, lim g((_z)) = lim xc = oo.
1
Mas, lim f(x) —g(x) = lim ¢ — L =c

Exercicio 47 (a) f(x) =x e g(x) = x*.

(b) f(x):1+3—( eg(x):J—(.
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(¢) f(x) =x? e g(x) = x.

(@) £(x) :%+1 e glx) = J_(
Exercicio 48 (a) (—oo,—1) U (—1,2) U (3, 00).
(b) (—00,3) U (3, 00).

(¢) (3,00).

(d) (—oo,—1)U (1, 00).

(e) (—oo,00) =R.

() (6,9].
Exercicio 49 (a) D(f) =[—1,00) e f € descontinua em x = —1.
(b) D(f) = (—o0,—2) U (—2,00), f € continua em todo seu dominio e x = —2 é uma

assintota vertical.

Exercicio 50 Sejam a € Domh e ¢ > 0. Se x < 3, entdo 30¢ tal que a—06; < x < a+d; =
fla) —e < f(x) < f(a)+ e = h(a) —e < h(x) < h(a) + .

Agora, se x >3, entdo 30, tal que a—dy < x < a+dy = gla)—e < g(x) <gla)+e=
h(a) —e < h(x) < h(a) + €.

Tomando & = min{d, 84}, entdo Vx € R, a—0 < x < a+0 = h(a)—e < h(x) < h(a)+e.
Portanto, h é continua em R.

Exercicio 51 Chamando por @:(x) = 3x, @2(x) = Ax+ B e @3(x) = —6x, sabemos que f
serd continua em R quando

Portanto,

2A+B=6
{ * = A=-12 e B =230.

5A +B =-30

Exercicio 52 (a) Considere f,g: R — R definidas por

0 <0
) =4 > JEX= e glx)=1—f(x), xR,
1, sex>0

Entao, f e g sd@o descontinuas em x =0, enquanto que f+ g é continua em x = 0.
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(b) Considere f,g: R — R definidas por

1, sex#0,x # 1
0, sex#0 7 7
g(x) = e flx) =40, sex=0
1, sex=0
0, sex=1

Entdo, g € descontinua em xo = 0, f é descontinua em g(0) =1 efog =0 €
continua em R.

(c) Considere f,g: R — R definidas por f(x) =0, x € R, e

g(x):{o, sex #0

1, sex=0
Temos g descontinua em xo =0, f continua em ¢g(0) =1 e fog=0.

Exercicio 53 (a)

. gx)—g2) .. T
XILI?* x—2 o xlir?*x—z
. G+Dx-2)
= 1
Xx—2~ X—Z
. X
= Mmoo+
= 2.
(b) , ,
fim 9 —92) oy x=2
x—2+ X—Z x—)Z*X—Z

(c) Ndo existe, pois os limites laterais sdo diferentes, conforme calculado nos itens
acima.

(d) Ndo, pois ndo existe lin% f(x).
X—

sen(x)

Exercicio 54 (a) Lembre-se que lin% =1 e cos(x) € continua. Assim,
X—

I X ) = _
w0 P sent) —2x ) T e | e 5

) 1
= cos | lim————
(XHO sen(x) 2)
= cos(—1).

sen(3x)
3x

(b) Observe que lin% =1 e sen(x) € continua. Assim,
X—
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. (cos(§ — 3x)> . (cos(g) cos(3x) + sen(%)sen(3x))
limsen | —=— | = limsen
x—0 X x—0 X
( . 3cos(5)cos(3x) + 3sen(§)sen(3x))
= sen | lim
X—0 3x
= sen(3).

Exercicio 55 (a) Falso.
0, sex<4

Contra-ezemplo: Defina g(x) =
1, sex >4
Note primeiramente, que

2_y 2)(x—2
lim f(x) = lim X~ — g X2 =2 _
x—2 x—2 X — 2 x—2 X — 2

Assim, fazendo y = f(x), obtemos que

limh(f(x)) = limh(y) = lim g(y),

x—2 y—4 y—4

o qual ndo existe, pois g € descontinua em x = 4.
Por outro lado,

(b) Falso.
Contra-ezemplo: Defina g(x) = {

Assim,

f(limh(y)) = f(lim g(y)),
y—2 y—2
mas ndo eriste lirr% g(y), pois g € descontinua em 2.
y—
Por outro lado,

lim f(h(y)) = lim f(g(y)) = f(0) = 2.

y—2 y—2
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Exercicio 56 (a)

(b) 0.

80
60
0
20
B 0 100 50 0 ED 0 g 20 a0
20
(o
80
60
0
0
a0 20 o 3 W % £ 00 0 a0 Tat
20
20
120 100 D 50 30 20 o 20 W0 60
20
40
-60
-80

y=1—¢*
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Exercicio 57 (a)

y=1—e*

lim, o e = co.
lim, , . e = 0.
Ndo possut assintotas.

lim, ., e X =0.
lim,_, o, e ™ =0.

O ewxo Ox € uma assintota horizontal.
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()

lim,_,o, €3 = oo0.

lim, , ., e¥3=0.
O ewxo Ox é uma assintota horizontal.

Exercicio 58 Seguem os grdficos para ajudar nas andlise dos limites

y =1In(x—3)
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s f’,’;
4
2

© % o E) =
2

y=1+1In(x—3)

(a) —oc0.
(b) co.
(c) oo.
(d) co.
(e) —o0.
(f) —o0.

Exercicio 59 (a) Como e* # —2, Vx € R, entdo Dom(f) = R.
(b) Dom(f) =R.
(c) Note que
eX=lenEe®)=mn1e2x=0&x=0.
Assim, Dom(f) = R\{0}.
(d) Note que
e =1s ln(e]”‘z) =lnHhel-x*=0ax¥=1exc{-1,1}.

Assim, Dom(f) = R\{—1,1}.
(e) Como e £ 0, ¥x € R, entdo Dom(f) = R.

Exercicio 60 (a)

n(sen(0)) — n (S‘”;(e)> = In(sen(0)) — [In(sen(8)) — In(5)] = n(5).
(b)
In(3x*—9x) +1n (;_x> = In((3x)(x —3)) + [In(1) — In(3x)]

= In(3x) + In(x — 3) — In(3x)
= In(x—3).

(c)

In(sec(0)) + In(cos(0)) = In[(sec(0))(cos(0))] =In(1) = 0.
(d)

In(8x+4)—2In(2) = n(8 +4)—1n(2?)

I 8x +4
- 4

= In(2x+1).




Exercicio 61 (a)
e =4 & 1n(e®) =1n(4) & 2k = 1n(4)

&k = %171(4) Sk=1n(42) & k=1n(2).

(b)

100e'% =200 & e'% =2 & 10k = In(2) & k = In(27).
(c) .

e = a & o = In(a) & k =1000ln(a) ¢ k = In(a').

(d)

o 1 1 1 '
(e) 1 1

kK k_ _ o - _
80e*=1&e —80<:>k ln(80><:>k In(80).

()

emO8k — 0 8 &5 1n(0,8)k = In(0,8) & k = 1.

Exercicio 62 (a)

ekt = g = “n(10) & t = —In(10%),

10
(b) :
e 1ot = 1000 & —Togt = n(1000) & t = —1n(1000'%).
Exercicio 63 Ndo, pots mf) = 4nd) _ 1“2(2).

Exercicio 64 (a) Teorema do Anulamento: Se y = f(x) é uma func¢do limitada em torno
de um ponto p e lim, ,, g(x) =0, entdo lim,_,,(f(x)g(x)) = 0.

(b) Teorema do Valor Intermedidrio: Seja f uma fung¢do continua no intervalo fechado
[a,b]. Seyo € um valor entre f(a) e f(b), entdo existe pelo menos um xq € [a, b] tal que
f(x0) = Yo.

(c) Teorema de Weierstrass: Seja f uma func¢do continua em [a,b]. Entdo, existem
numeros xm,xXm € [a,b], tais que, f(xn) < f(x) < f(xm), para todo x € [a, b].

Exercicio 65 (a) Definamos uma funcdo f como f(x) = x> —4x + 1. Notemos que f
€ uma fung¢do continua em todo R e assim em particular € continua no intervalo
(1,2]. Além disso, observamos que f(1) = —2,1(2) = 25, logo f(1) < 7.21 < f(2).
Portanto, podemos aplicar o Teorema do Valor Intermedidrio, concluindo assim
que eziste um numero real xo €]1,2[ tal que f(xo) =7,21.
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(b) Seja h:[a,b] — R definida por h(x) = f(x) — g(x). Notemos que h é continua pois
f e g o sdéo. Também, tem-se por hipdtese que h(a) < 0 e h(b) > 0. Entdo, pelo
Teorema do Valor Intermedidrio, teremos que existe ¢ €]a, bl tal que h(c) =0, isto
€, f(c) =g(c).

Exercicio 66 (a) Notemos que f é uma fun¢do continua em todo R e assim em parti-
cular € continua no intervalo [6,7]. Além disso, observamos que f(6) = 69,f(7) =
138, logo f(6) < 100 < f(7). Portanto, seque-se do Teorema do Valor Intermedidrio
que existe xy €]6,7[ tal que f(xo) = 100.

(b) Seja f definida como f(x) = x> —3x*—2x>*—x+1. Observamos que f(0) = 1,f(1) = —4
e assim f(1) < 0 < f(0). Além disso, a fungao f é continua em [0, 1], por ser uma
fungdo polinomial. Portanto, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ €]0,1]
tal que f(c)=0. Isto ultimo significa que a equagdo x° —3x* —2x> —x+1 = 0 possui,
pelo menos, uma raiz no intervalo 10, 1[.

Exercicio 67 FEsboce o grdfico da fun¢do f e observe que f tem mdxzimo igual a f(0) =4
mas ndo possut minimo em [—2,7]. Devemos notar que isto ndo contradiz o Teorema
de Weierstrass devido a que a fung¢do f ndo é continua em x = 4 e para verificar isto
basta concluir que os limites laterais ndao coincidem pois

lim f(x) = —4

x—4—

lim f(x) = 2.

x—4+

B 1
T+x* 1
em particular, continua em [0, 1]. Além disso, f(0) = —1 ef(1) = L entdo f(0) < 0 < f(1).

Exercicio 68 Defina f: R — R por f(x) = x° Observe que f é continua em R e

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, tem-se que existe ¢ €)0,1[ tal que f(c) =0
e conclui-se da mesma forma que no extbido no exercicio 70 (b).

Exercicio 69 (a) Devido a que a fungdo f é continua em [—1,1], temos pelo Teorema
de Weierstrass que existem xq,x; € [—1,1] tais que f(x;) < f(x) < f(x;), para todo
x € [—1,1]. Isto quer dizer que f(xy) e f(x2) sdo os valores minimo e mdzimo de
f, respectivamente. Verifiguemos que f(x;) = f(1) = 1. Com efeito, para qualquer
x € [-1,1], tem-se que x> +x < 14+ x? e dado que 1 +x* > 0, obtemos que

2

x2 +x
<1

14+x2 7

para todo x € [—1,1]. Portanto, f(x) < 1 = f(1), para todo x € [—1,1] e assim
f(x2) =f(1) =1 € o valor mdzimo de f, pela definicdo do mdzimo de uma funcdo.
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(b) Tinhamos pela parte (a) que f(x1) € o valor minimo de f, com x; € [—1,1] como
consequéncia do Teorema de Weierstrass. Por outro lado, observamos que

x(x+1)
= — >
fix) 14+x2 — 0,
para todo x € [0,1] e
x(x+1)
= — <

para todo x € [—1,0].

Portanto, deduzimos que x; €] — 1,0[, pois f(xq) € o valor minimo de f, f(—1) =
f(0) =0 e f(x) < 0 para todo x €]—1,0[. Assim temos provado que existe x; €]—1,0]
tal que f(x1) € o valor minimo de f.

Exercicio 70 Lembremos a definicao de um intervalo. 1 é um intervalo se dados
a,b €I, para qualquer A € R tal que a <A < b entdo A € L.
Agora, denotemos por ] = f(I) a tmagem de f, onde f : I C R — R € continua por
hipdtese. Devemos provar, por definigao de intervalo, que dados yi,y; € J, e para qual-
quer A € R tal que y; < A <y, entdo A € J.
Com efeito, € importante observar que se I = [a, a] ={a}, logo temos provado automati-
camente o requerido. Entdo, provemos supondo que I ndo € da forma 1 = [a,a]. Dados
Y1, Y2 € | e suponha que para qualguer A € R tem-se y; < A <y,. Como | ndo € da
forma [a, al, entdo segue-se que y; < y,. Por outro lado, como yi,y; € | = f(I), tem-se
por definicdo de imagem de uma funcdo que existem x;,x; € I tais que f(xq) = y; e
f(x2) =vyz. Agora, definamos a fun¢do g(x) := f(x) —A. Note que se A for igual d f(x)
ou f(x2), termina a prova. Assim, podemos supor que Y; < A <y,. Observamos que g
é continua em 1 e que

gx1)=~f(x1) —A=y;—A<0

gx2) =f(x2) A=y —A>0.

Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe c €]xq,xz[ tal que g(c) = 0. Além
disso, como | é intervalo e x1,x; € 1, logo c €1 e assim

o que significa que A € J.

Exercicio 71 Dados s,t € [a,b] com s <t devemos provar que f(s) < f(t). Por absurdo,
suponha que f(s) > f(t). Logo, por hipdtese, devemos ter que f(s) > f(t), pois s < t.
Agora, 1remos provar que f(a) < f(s) < f(b) que serd de muzita utilidade para a prova.
Com efeito, se nao fosse assim, teriamos que f(s) < f(a) ou f(s) > f(b). Vamos analisar
esses casos:

Caso 1: Se f(s) < f(a), logo seque-se da hipdtese que f(s) < f(a) < f(b). Entdo, como f
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€ continua em [a,b], tem-se pelo Teorema de Valor Intermedidrio que existe ¢ €]s, bl tal
que f(c) = f(a). Mas por hipdtese, o ultimo var implicar que c = a, e isto em particular
implica que s < a, o que é uma contradicdo pois a < s.

Caso 2: Se f(s) > f(b), logo por hipétese vamos ter que f(s) > f(b) > f(a). Observe que
se desprendem dois subcasos:

- Subcaso 1: Se f(s) = f(b) > f(a), logo por hipdtese teriamos que s = b o que é uma
contradicdo pois s <t <b.

- Subcaso 2: Se f(s) > f(b) > f(a) e pela continuidade de f em [a, b], segue-se do Teorema
do Valor Intermedidrio que existe d €]a,s| tal que f(d) = f(b). Mas por hipdtese isto
var implicar que d =b o que é uma contradi¢do pois s < b.

Assim, temos provado que f(a) < f(s) < f(b). Usando isto vamos ter que

f(t) < f(s) < f(b),

e pelo Teorema do Valor Intermedidrio temos que existe e €]t, b[ tal que f(e) = f(s). Isto
por hipdtese implica que e = s o qual é um absurdo pois e < b. Portanto, concluimos
que dados s,t € [a,b], s <t entdo f(s) < f(t), isto €, f € estritamente crescente.

Exercicio 72 (a) Dom(f) = (—o0,—3] U [0, +00).
(b) Observe que composi¢do, soma e produto de fung¢des continuas é continua.

(c) Notemos que f (1) =1(1—-2V7) <0 e f(2) =16—+/10 > 0. Temos também que f é

continua em [3,2]. Entdo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € |1,2[

tal que f(c) = 0. Além disso, notamos que x = 1 € também uma raiz de f em
[1,+o00[. Provemos que a unica raiz de f em [1,+oo[ € 1. Com efeito, se ndo fosse

assim, deve existir um numero real ¢ €]1,+o0[ tal que f(¢) = 1. Isto €
0 =28 — /& + 3¢,

e como ¢ > 1> 0, vai implicar que

e logo, como ¢ > 0,

Fatorando, vamos ter que
(E—1) (48" +48 + 48 + 48+ 3) =0.

Mas como ¢ > 1, a equagdo anterior sé pode implicar que ¢ = 1 o0 que é um absurdo
pelo que tinhamos suposto. Portanto, f possut uma unica raiz em [1,+oo[ e € 1.

(d) Se x €]1,+o0l, entdo 3x* > 3x. Logo

4% > x> + 3x.
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Agora, do exercicio 4 da lista do mddulo 1 além de que tanto 4x* como x>+ 3x sdo

positivos, teremos que
2x > /%% + 3x.

Mas como 2x> > 2x pois x > 1, entdo podemos concluir que
f(x) =2 — /%2 4+ 3x > 0,
para todo x €]1,+00[. De maneira andloga, prova-se que f(x) <0, Vx €]0, 1[.

Exercicio 73 Denotemos por V a fung¢do velocidade. Notemos que V é uma funcdo
continua em R e que V(0) = V(2m). Agora, definamos F(x) = V(x+m)—V(x). Observamos
que F € continua em R. Mais ainda, temos os sequintes casos.

Caso 1: Se F(0) =0, entdo V() = V(0), o que acaba a prova.

Caso 2: Se F(0) > 0, entdo

F(mt) = V(27n) — V(@)
=V(0) — V(n)
=—F(0) <0,

assim
F(mt) < 0 < F(0).
Portanto, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ €]0, 7| tal que F(c) =0, isto €,
V(e +m) =V(c).
Caso 8: Se F(0) < 0, pode proceder de maneira andloga que mo caso 2 e obter pelo

~

Teorema do Valor Intermedidrio que existe ¢ €)0, [ tal que V(¢ + m) = V().

Exercicio 74 Denotemos por f a fung¢do que mede a altura que o alpinista escalou o
dia sdabado e por h a funcdo que mede a altura que escalou no domingo. Além disso,
definamos a funcdo F(t) = f(t) — h(t). Pelas hipdteses do problema tem-se que f e h
sdo continuas em [8,16], e assim F é continua em [8,16]. Mais ainda,

F(8) = f(8) — h(3)
— _h(8) <0

F(16) = £(16) — h(16)
— £(16) > 0.

Entdo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ty €]8,16[ tal que F(ty) = 0. Isto €,
f(to) = h(ty), o que mostra que em algum hordrio ty no domingo ele estava na mesma
altura em que esteve no mesmo hordrio no sdbado.
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Exercicio 75 (a) Uma fungdo f tem assintota vertical x = c se

(b)

(c)

(d)

lim f(x) = +o0
X—Cc
e/ou,
lim f(x) = +o0.
x—ct
A fungdo f terd assintota horizontal y = a se lim f(x) = a e/ou lim f(x) = a.
X——00 X—+00

O ezxercicio 42 € um exemplo da existéncia de uma assintota horizontal para uma
sequéncia de numeros reais.

A retay=ax+b é uma assintota inclinada para f se existem

lim f(x) — (ax+b)=0.

X——00

ou
lim f(x) — (ax+b)=0.

X—+00

Esta definicdo serve para o caso (b) mas ndo para o caso (a), pela defini¢do de
assintota vertical.

Pelas definicées de assintotas horizontal, vertical e inclinada vistas nos itens an-
teriores, seque-se que ndo existem tais assintotas para este caso.

Exercicio 76 (a) e3. Horizontal y = e3

(b) e. Horizontal y = e.
(c) e ®. Horizontal y = e 6.
(d) €*. Ndo define assintota.
(e) e*. Ndo define assintota.
(f) e. Nao.
(9) €*. Horizontal y = e*.
(h) % Néo.

1
(z) ) Néo.

(3) 1. Horwzontal y =1.

(k) %, Ndo.
(1) 3. Néo.
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:
(m) 5
(n) 0. Horwzontal y =0.
a
b

(o)

Exercicio 77 (a) Ndo. Suponha que seja verdade que e = e, Entdo, (e*)* = e*e*.
Desta forma,
eZX(ex(x—Z) _ 1) = 0.

Tal afirmacdo é verdadeira somente parax =0 e x =2. Considere x =1 e e # e’.

(b) Uma é funcdo inversa da outra. Justificando, seque que por propriedade de loga-
ritmo log,(a*) = xlogq(a) = x.

Por outro lado, a'°9*, temos por definicdo que log.x =V, ou seja, a¥ = x. Deste
modo, a'®9* = a¥ = x.

2

Exercicio 78 (a) 3
(b) 1.
1
(c) 3"

(d) Dom(f) = R\ {-1,1,2}. Assintotas verticaisx = —1, x = 1, x = 2. Assintotas
horizontais:y = In(2).

Exercicio 79 (a) oo.
(b) —o0.
s
(c) 7
(d) 0.
(e) Limate ndo faz sentido.
(f) y =0 € reta assintota horizontal e x =32 e x = —4 sdo retas assintotas verticais.

(g) oo, entdo ndo tem assintota.

Exercicio 80 Caso p < 1: Neste caso, teremos 1 —p > 0 e portanto, teremos

1 1
lim — = — =0.
x—oo X'7P o0

Caso p = 1: Nesse caso 1 —p =0 e portanto

: 1 1 1
S
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Caso p > 1: Nesse caso 1 —p < 0 e portanto

1

lim —— = lim X"~ = oo.
x—00 X17P] X—00
2x 2 —2x 2x 2 —2x
Exercicio 81 (a) (cosh(x))? = erote” e (senh(x)) = ﬁ, logo

4 4

(cosh(x))? — (senh(x))?* = j—t =1.

2; =e* e cosh(x) — senh(x) = 262_

—X

(b) cosh(x) + senh(x) = =e

Yy_ ey
(c) Sejax = %. Entao, 2x = eY—e Y. Diwvidindo por e ¥ ambos os lados obtemos,

2xeY = (e¥)? — 1. Denote por z = eY e assim y = In(z). Deste modo, 2xz = z* — 1.
Calculando por Bhaskara, temos

2x + VAx?2 4+ 4
z = X X =x*tVvx*+1. Masy = In(z), logo y; = In(x + vVx*+1) e

2
Y2 = In(x—vx*1), como x—vx? —1 <0, a unica solugdo serd y; = In(x+vx?>+1).
Como queriamos provar.

e X & e—(—x) eX e

(d) cosh(—x) = 3 = 3 = cosh(x).
—X __ (—x) —X __ pX
senh(—x) = ¢ 2e _ ¢ 5 € _ —senh(x).
. . _ h(— —senh
Utilizando os itens anteriores, temos tanh(—x) = senh(—x) _ sen () = —tanh(x).
cosh(—x) cosh(x)
h X ,—X
(e) tanh(x) = iz:h((z) = ZX n Z_X. Colocando e ™ em evidéncia,
temos eX — e _ e—x(elx _ ‘l) _ er —1
ex + e - efx(elx_’_]) - e2x+]'
X+Yy _ XYy
(f) Fazendo senh(x)cosh(y) + cosh(x)senh(y) = R senh(x +y). Para

4
senh(2x) basta aplicar a formula anterior.

e —2e2 4+ 1

T P Fazendo 1 — tanh(x)?, obtemos

(9) Pelo item (e) temos tanh(x)? =

e+ 2e 1 —e 4 2e¥ — 1 4ex 22 ( 2

ex e

2
— _ _ 2
€4X+262X+] - (ezx+ 1)2 - (e*")z(ezx—{— ])2 — ) = SCCh(X) .

(h) Ndo hd o que escrever.
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(1) senh(x) no conjunto dos reais. Calculada no item c.

cosh(x) € wnvertivel no intervalo [1,+00). Com inversa, arcosh(x) = In(x +
x2—1).

1 1
tanh(x) € invertivel em (—1,1). Com inversa, arctanh(x) = Zln(1 +X).
—X

Exercicio 82 (a) 2p.

1

b) -.

(b) 5
1 (1 2 ~ ;

(c) t'(2) =4 ef'(3) = 3 Esses valores sdo os coeficiente angulares das retas tangente
ao grdfico nos pontosp=2ep = %

(d) Basta trocar p por x.

(e) a(x) = 6x.

Exercicio 83 (a) A velocidade instantinea € definida como a deriwada temporal da
equagdo hordria. Desta forma, teremos que a velocidade instantdnea € dada pela

sequinte func¢do
v(t) = f'(t) =112 — 32t.

Logo, teremos
t=2 — v(2)=112—-32-2=48m/s

t=3 = v(3)=112—32-3 =16m/s

t=4 — v(4)=112-32-4=—16m/s

(b) O ponto de mdzimo sera dado quando a derivada da func¢ao for nula, isto é

vt)=112-32t=0 — t:1;—22:3,55

(c) O objeto atinge o chdo quando
f(t) =112t — 16t* = 0.

Resolvendo a equagdo a cima, teremos t = Oset =7s. Como t = 0s € o inicio do
movimento, o objeto toca o chdo em t =7s.

(d) Em t =7, teremos
v(7)=112—32-7 =112m/s.

Exercicio 84 (a) y=5x+4 ey =>5x+4.
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(b) (0,100) ndo € ponto do grdfico ey =x+ 1.
(c) y=x.

Exercicio 85 (a) A reta tangente ser horizontal significa que o seu coeficiente angular
€ zero, 1sto €,
y'(x) =3x* +4x —4 = 0.

Resolvendo a equag¢do a cima, teremos x = % ex=—2.

(b) Podemos calcular o coeficiente angular da reta 2y + 8x —5 como

5 !
"= 4x+Z) =—4
Yy ( x+2)

Portanto, queremos encontrar os x que sao solugoes para a equagao
3 Hdx—4=—4 = X +4x=0

__4

Logox =0 ex = 5.

Exercicio 86 (a) Para que as curvas sejam tangentes no ponto (1,0), precisamos,
primeiramente, que elas passem pelo ponto (1,0). Assim sendo, temos que

0=1"+A-14+B — B=-1—-A
0=C-1-1" = C=1

Em segundo lugar, precisamos que suas retas tangentes a esse ponto possuam o
mesmo coeficiente angular, isto €,

(x*+Ax—B) (1) = (X —X?)" (1),
e portanto

2. 1+A=-21 = A=-4
A:—4, B=3eC=1.

(b) Em primeiro lugar, note que
y = 3x* —4x,

desta forma
y'(2)=3-22—4.2=4.

Sendo a derivada da fungdo no ponto x = 2 o coefictente angular da reta tangente
neste ponto, teremos y = 4x —4.

Para a reta normal teremos y = %x + %
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