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Exercicio 1 Em cada um dos itens abaizo responda se a afirmacgdo € verdadeira (V)
ou falsa (F). Justifigue sua resposta, isto €, no caso de ser verdadeira esboce as ideias
de uma demonstracao e se for falsa dé um contra-exemplo:

) Cada ponto da reta R pode ser representado por uma dizima periddica.

) Sex>0ex<0, entdo x =0.

)SezeNex<uy, entdoxz<yz.

)SezeR ex<vy, entdoxz<yz.

) Vx? = x para todo x € R.

(
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( ) Sex>uy, entdo |x —y| =x—y.
(
(
(
(
(
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) Para quaisquer x,y € R, temos que |x +y| = |x| + |yl.
) Se a e b sdo numeros irractonais entdo a+b também serd um numero irracional.
) Se a e b sdo numeros irracionais entdo a-b também serd um numero irracional.
) Se a e b sdo numeros racionais entdo a+ b também serd um niumero racional.
) Se a e b sdo numeros ractonats entdo a-b também serd um numero racional.
) Se a é um numero racional e b é um numero irracional entGo a+b € um numero
1rractonal.
( ) Se a é um numero racional e b é um numero irracional entdo a-b é um numero
racional.
( ) Se a é um numero racional e b é um numero irractonal entdo a-b é um numero
wrracional.
( ) Se (a,b) sdo as coordenadas cartestanas de um ponto que pertence a uma reta

que tem coeficiente angular ;, entdo o ponto (a+ 2,b + 3) também pertencerd a esta
reta.
( ) Se duas retas sdo perpendiculares e nenhuma delas € paralela ao eizo Oy, entdo
o produto de seus coeficientes angulares é —1.
( ) A reta que contém os pontos (1,—1) e (2,2) € paralela d reta de equagdo x—3y =7.
( ) A representacdo geométrica do grdfico da fungdoy = x*+1 € simétrico em relagdo
ao ewzo dos Ox.
( ) A representacdo geométrica do grdfico da equagdo x* —y? = 1 € simétrico em
relacdo a reta y = x.
( ) A representacdo geométrica do grdfico da funcdoy = x>+ 1 é uma pardbola.
( ) O maior didmetro da elipse 2x* +y* =2 ocorre na dire¢do horizontal.
( ) O vértice da pardbolay =2 —x* é ponto (0,2).
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( ) O dominio da fungdo f, cuja ler de assoctagdo é f(x) =
0,2).

( ) A imagem da funcdo f: R — R, dada por f(x) =4 —x?*, para x € R, é o intervalo
(—o0,4].

( ) O subconjunto do plano {(x,y) € R?; , x> +y* =1, comy >0} € a representagdo
geométrica do grdfico de uma funcdo da varidvel x.




n — R, dada por f(x) = sen(x)’ para x € - , T
cos(x) 2’2

( ) Aimagem da fungdo f: <;[, 3

€ toda a reta R.
( ) A equagdo sen(2x) =2, para x € R, € satisfeita para infinitos valores distintos de
X.
( ) A equagdo [sen(x) + cos(x))* — 1 = sen(2x) é vdlida para todo x € R.
() Vd==2.
( ) VITT6=151T6.
[ jAB_AB
C C°¢C
A A A
(Jgic=s'c

( ) x*=4 implica que x = £2.
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Exercicio 3 A divisdo durea de um segmento de comprimento 1 é a divisdo deste em duas
partes na qual a menor estd para a maior assim como a maior estd para o todo, ou seja, a
razdo entre a parte menor e a maior é igual a razdo entre a maior e o todo. Se 1l é racional,
deduza que as partes (da divisdo durea) sdo irracionais. Se 1 é irracional, é possivel deduzir
algo? Sugestao: Formula de Baskara.

Exercicio 2 O ntmero x = + 2+/2 & racional ou irracional? Justifique sua resposta.

Exercicio 4 (a) Se x > 0 e x <y, mostre que x* < y>.

(b) Mostre que a afirmag&o anterior é falsa se considerarmos x,y quaisquer niimeros reais.
(c) Se 0 < x <y, justifique se \/x < /Y.

Exercicio 5 Mostre que quaisquer que sejam os nimeros reais x e y, temos que
x* < 1 se e somente se x < Y.
Exercicio 6 Seja a € (0,1). Determine r > 0 de modo que (a —r,a+71) C (0, 1).

Exercicio 7 Sabemos que para todo a,b real tem-se |a + b| < |a| + |b|. Como consequéncia
deste fato mostre que ||a| — |b|| < |a — b| e que ||a] — |b|| > |a] — |b].

Exercicio 8 Dé exemplo de niimeros reais a e b tais que |a + b| < |a] + |[b]. O que se pode
dizer a respeito dos sinais desses ntimeros?



Exercicio 9 Encontre o conjunto solucdo, fornecendo suas respostas na forma de
intervalos, para as seguintes desigualdades:

a) |[1—3x] <5 b) ‘x2+3‘>3 c) x* <9

d) x* > —1 e)x* < 6x—5 f) x> > 27

9 X=%>0 p X3 v
x+2 x (x*+1) X
3 1 X2 x*+3 5

j —1 >

))X_2<2X+] k)x_2 1_X2_4 )x"+2x+2>0

m) Forneca uma funcao cujo dominio seja a resposta da letra f)

Exercicio 10 Determine a equacdo geral das retas do plano xOy:

a) que possua coeficiente angular —2 e que contém o ponto (3,—1).

b) perpendicular & reta do plano xOy, que tem equagdo geral dada por 5x —2y =2 e
que contém o ponto (—2,3).

c) tangente a circunferéncia que tem centro no ponto (0,0) e raio 1, no ponto (‘/72 , g)
Exercicio 11

a) Encontre a distdncia do ponto (1,—2) & reta do plano xOy, que tem equagdo geral
dada por 3x —2y =0.

b) Mostre que o segmento de reta ligando os pontos médios de dois lados de um tridngulo
qualquer € paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

Exercicio 12 Encontre a representacdo geométrica do grdfico de cada um dos conjuntos
solugdes das sequintes equacdes ou inequagoes:

a) x> +y*—6x+8y=0 b) X +y? —10y +25=0 ¢) X' +y* <1

d) x*+y*>1 e) x =—/1—1y? f)x? +y? < —1

Exercicio 13 Um canhdo € colocado ma origem de um sistema de coordenadas xOy.
Suponha que as coordenadas de um projétil atirado pelo canhdo satisfaz as seguintes
equacbes x = 50t metros e y = 50t — t*> metros, depois de t seqgundos do lancamento.
Mostre que a trajetdéria do projétil é uma pardbola. A que distdncia do canhdo o projétil
var atingir o chao? Qual a altura mdzrima que o projétil atingird apds o disparo do
canhdo?

Exercicio 14 Determine os vértices e o eixo de cada uma das pardbolas abaizo e en-
contre as respectivas representagdes geométricas (grdficos):

a) y-=x b) y=—x* )y —4x—4y =0



Exercicio 15 Classifique as fungbes abaizo em constante, afim, polinomial, racional,
qualquer:

3x2+3
a) f(x) =x>+x*—3%x%, parax € R b) f(x) =x3, parax R ¢) f(x) = 2:1 , para x € R
X
sen(x)
d) f(x) =3—2x, parax € R e)f(x) =c, parax € R  f) f(x) = ——, para x € R \ {0}
X

Exercicio 16

a) Eziste alguma simetria na representacdo geométrica do grdfico de uma fungdo par?
Qual? e da representa¢cdo do grdfico de uma fung¢do impar?

b) Mostre que dada uma funcdo f : R — R, podemos encontrar uma fungdo g: R — R,
que é uma funcdo par, e uma funcdo h : R —» R, que é uma fung¢do impar, tal que
f(x) = g(x) + h(x), para x € R.

c) Quais das sequintes fungdes abatzo sdo pares e quais sdo impares:

a) f(x) =x°, parax € R b) f(x) = x|, parax €R ¢) f(x) =x (x’—x) , parax € R
3

d) f(x) =x"+x%, parax €eR e) f(x):%, xeR f) f(x) = tg(x), para x € (_g’%[)
X

Exercicio 17 Consideremos as fungdes [x] = maior inteiro menor ou igual a x e {x} =
distdncia de x ao inteiro mais proximo. Encontre a representacao geométrica do grdfico
das seguintes funcgoes:

a) f(x) ={x}, para x € R b) f(x) = [x], para x € R
c) f(lx) =x—I[x], para x € R d) f(x) = 411{4x}, para x € R\ {0}

Exercicio 18 Verifiqgue quats das funcgdes abaizo sdo periddicas e mos casos em que
forem periddicas encontrar o seu periodo fundamental:

a) f(x) = sen(2x), para x € R b) f(x) = sen(x) + sen(7mx), para x € R
c)f(x) =I[x], para x € R d) f(x) =3 cos(x+2), para x € R

Exercicio 19
1) Converta de graus para radianos:

a) 15° b) 105° c) 135° d) 630°

2) Converta de radianos para graus:

57 7T 257 T
3 35 ¢) 3~ 435

a) 5

Exercicio 20 Um ponto se move de tal modo que a razdo de suas distdncias a dois
pontos fizos é uma constante ¢ # 1. Mostre que o lugar geométrico desses pontos é
uma circunferéncia.



Exercicio 21

a) Calcule a drea da regido limitadado plano xOy, delimitada pelas representagdes

geométricas dos grdficos das curvasy =3x, x* +y* =9, x* +y* =4 ey =0.
f(x +h) — f(x)

b) Se h #£0, calcule o valor do quociente n para as sequintes fungoes:
i) f(x) =x* +x, para x € R ii) f(x) =3x+5, para x € R
iii) f(x) = sen(x), para x € R iv) f(x) =x°, para x € R

Exercicio 22

P

a) Quando uma fungdo € injetora? Como caraterizar a injetiwidade de uma fungdo
analisando a representacdo geométrica do seu grdfico?

b) Quando uma fungdo € sobrejetora? Como caraterizar a sobrejetividade de uma
funcdo analisando a representacdo geométrica do seu grdfico?

c) Quando uma funcdo € bijetora? Como caraterizar a bijetividade de uma fungdo
analisando a representacdo geométrica do seu grdfico?

Exercicio 23 Em cada um dos itens abaizo diga se a fungdo é injetora , sobrejetora,
byetora:

a) f:R > R, dada por f(x) =5x+1, para x € R
b) f:R - R, dada por f(x) =x*+4, para x € R

37

f: —
c) {0, >
d) f:10,00) = [4,00), dada por f(x) =x*+4, para x € R

T T
e) f: (_E’E> — R, dada por f(x) = tg(x), para x € (_E’E)

g) f:[0,00) = R, dada por f(x) =x*+4, para x € R

] — [-1,1], dada por f(x) =cos(x), para x € {0,3771)

Exercicio 24
a) Seja f: A CR — B C R uma func¢do que admite funcdo inversa. Entdo f~' € igual a
7 ? jqustifique sua resposta.

b) Quats as fungdes do Exercicio 23. admitem funcgdo inversa? quando admitir, en-
contrar a ler de associacdo da funcdo inversa.

Exercicio 25 Durante uma noite um homem de 1,80 metros de altura estava parado, ao
nivel da rua, perto de um poste de tluminagdo de 4,50 metros que estd aceso. Exprima
o comprimento de sua sombra como func¢ado da distdncia que ele estd do poste.

Exercicio 26 Dois homens saem, no mesmo instante, numa caminhada do mesmo
ponto por caminhos retilineos e perpendiculares. Um anda a velocidade de 2km/h

e o outro a 3km/h. Ezprima a distdncia entre eles como fungdo do tempo que eles
caminharam.



Exercicio 27 Um reservatorio contém um liqguido, ndo homogéneo, em equilibrio, e
cuja densidade aumenta linearmente com a profundidade, h, valendo p, na superficie
e p1 no fundo do reservatorio. Encontre a fungdo que descreve a densidade do liquido
p, em fungdo da profundidade h (isto é, p = p(h)).

Exercicio 28 Um objeto é langado, verticalmente, e sabe-se que no instante t seqgundos,
sua altura é dada por h(t) =4t —t* quildmetros, para t € [0,4].

a) Encontre a representa¢cdo geométrica do grdfico da fungdo h = h(t).

b) Qual € a altura mdzima atingida pelo objeto? Em que instante essa altura é atingida?

Exercicio 29
Na figura ao lado, OPQR ¢é um trapézio tal que

OP =10 ¢cm, PQ = QR =5 cm. A partir de y X
um ponto S, pertencente ao lado OP, traca-se
uma perpendicular a esse lado. Sendo OS = x,
a drea A da regido sombreada na figura ao lado
pode ser obtida como uma funcdo de x, isto €, O S P

A = A(x). Encontre essa funcgdo.

Exercicio 30 Entre os retdngulos de perimetro (isto €, soma dos lados) 2p qual terd
maior drea?

Exercicio 31 Um arame de 10cm de comprimento deve ser cortado em dois pedacos,
um dois quais serd torcido de modo a formar um quadrado, e o outro, a formar uma
circunferéncia. De que modo deverd ser cortado o fio para que a soma das dreas das
regioes limitadas pelo quadrado e pela circunferéncia acima seja a maior possivel?

Exercicio 32

Na figura ao lado, OPQ um tridngulo isdce- ?
les cuja base, OP, mede 10cm e cuja altura,
relativa a base OP, também mede 10cm. A
partir de um ponto S, pertencente ao lado OP,
traca-se uma perpendicular a esse lado. Sendo
OS = x, a drea da regido sombreada ao lado
pode ser descrita como uma funcdo de x, isto . l‘ l
é, A = A(x). Encontre a funcdo A = A(x). e -5




Exercicio 33

Na figura ao lado estd
representada uma semi-
circunferéncia cujo didmetro,
OB, tem walor igual ¢ b > 0.
A cada walor do dngulo ©
(como na figura) corresponde
um, e somente um, tridngulo
retdngulo inscrito na sema-
circunferéncia. Encontre a
funcdo A = A(0) que nos
fornece a drea do tridngulo
obtido quando o dngulo € 0.

Exercicio 34 Em cada um dos itens abaizo determine os dominios mdzimos de f e g.
Determine também as imagens de f e g. Verifiqgue se a tmagem de f estd contida no
dominio de g e, neste caso, encontre h = gof. Encontre também a imagem de h.

(a) g(x) =3x+1ef(x)=x+2

(c) gx) = - e flx) =

(1) Qual a definigdo do dominio de h=gof?

(6) g(x) =2+x* e f(x) = VX

(7) Qual o dominio de h = gof nos itens de (a) até (g)?

Exercicio 35 Se f,g: R — R sao ambas pares, verifigue que fog e gof sdao funcdes

pares. Mostre também que, se f e g sao ambas tmpares, entao fog e gof sdo impares.
O que se pode dizer das composi¢cées fog e gof se f for par e g for impar?

Exercicio 36 Para cada uma das funcgoes g dadas abaizo, encontre f tal que f(g(x)) = x,

para todo x € Dy.
1
(a) g(x) = < e Dy =1{x € R;x # 0}

(b) g(x)=2+% e Dg={x € Rjx # —1}

2
(c) glx) =1

(d) g(x) =x*—2x e Dy ={x e R;x > 1}
(e) g(x) =x*—4x+3 e Dy ={x € R;x > 2}

e Dy ={x € Rjx # —1}



Exercicio 37 Ezpresse a drea e o perimetro de um tridngulo equildtero em funcdo do
comprimento x do tridngulo.

Exercicio 38 Ezxpresse o comprimento da aresta de um cubo em funcao do comprimento
da diagonal d. Depois, expresse a drea da superficie e o volume do cubo em func¢do do
comprimento da diagonal.

Exercicio 39 Para que uma curva seja simétrica em relacdo ao eizo x, o ponto (x,y)
deverd estar na curva se, e somente se, o ponto (x,—y) também estiver na curva.
Ezplique por que uma curva simétrica em relacdo ao eixo x nao € o grdfico de uma
fungdo a ndo ser que a fungdo sejay = 0.
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Exercicio 1 (F) Os irracionais correspondem a dizimas ndo periddicas.
(V) Por absurdo com x # 0.
(F) Para z=0 € N.
(F) Para z = —1.

(F) Temos V/x* = |x|, para todo x € R.

(V) Por definicdo, [ x—yl=x—y sex—y>0, que ¢ x>y.
x—yl=y—x sex—y<0, que ¢, x<vy.

(F) Note gue para numeros de mesmo sinal, x <0 ey<0oux>0ey >0, essa
afirmagdo é verdadeira:

sex>0ey >0 temos que x+y >0 asstm, x+y|l=x+y)=x+y = (x) + (y) = x| + |y
sex<0ey<O0 temos que x+y < 0 assim, [x+y| =—(x+y) =—(x) + —(y) = x| + |yl

Porém, para nimeros de sinal contrario, x <0 ey >0 oux >0 ey <0, essa afirmagao
nao ocorre:

sex>0ey<0:sex+y>0:|x+yl=(x+y)#(x)—(y) =[x+ yl

sex+y <0 x+yl=—(x+y)#(x)—(y) =K+l
sex<0ey>0:sex+y>0: x+yl=(x+y)#—x)+y) = K+y
sex+y <0 x+yl=—(x+y)#—0x)+ (y) =Ixl+yl

Ezemplo disso € a duplax=—-3 ey=1, onde |-3+1|=|-2|=2#4=3+1=|-3|+]1].

(F) Note que a=+v2cleb=1—-+2¢cl, entdo a+b cQ.
(F) Para a=b =2, temos a.b € Q.

(V) Sejam a =1 eb =% com m,n,k,1 € Z, entdo

k l+k
arb="Tp A o
n 1 nl
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Jd que ml+kn € Z.

==

V) Analogamente ao anterior sejam a=2" e b= com m,n,k,l € Z, entdo
n

a-b= =—cQ

m k_mk
n 1 nl

Jd que mk e nl € Z.

(V) Sejam a=" € Q e b €, suponha a+b € Q. Entdo

1 In— mk
atb==b+ o =b=""""cQ
k n nk

Jd que (In—km),nk € Z. O que é um absurdo, pois b € L.

(F) Sejam a= " c Q" eb €, suponha a-b c Q. Entdo

1 m In
¢ k n:> mkeQ

Jd que In e mk € Z. O que é um absurdo, pois b € 1.

(F)0eQebel,0-b=0€Q.
3

(V) Se (a,b) pertencem a reta com coeficiente angular 5, eriste uma constante c € R
tal que 37“ +c=Db, dondec=0b— 37“ Entao note que,
(a+2)3 _3a+6+2b—3a_2b+6_

> +c > > > =b+3.

Portanto (a +2,b + 3) pertence a reta.

(V) Se duas retas sGo perpendiculares e nenhuma delas € paralela ao eizo Oy, entdo

o produto de seus coeficientes angulares é —1. Como nenhuma delas é paralela ao

eizo Yy, entdo o seu dngulo O com o eixo x estd em (—%,5) e ndo € nulo, logo, o seu

coeficiente angular é tg(0) # 0. Assim, o coefictente angular da outra reta €

Jcos(0) + sen(0)cos(%) cos(0) 1

40
tg(z—i—e) _sen(3+60)  sen(

2
~ cos(240)  cos(Z)cos(0) — sen(Z)sen(0) sen(0) tg(0)’

Logo, o produto dos seus coeficitentes angulares é —1.

(F) Duas retas sdo paralelas se possuem o mesmo coeficiente angular. Note que se
(1,—1) e (2,2) pertencem a reta R:y = ax+ b entdo temos a.l1+b=—-1ea2+b=2
donde a =3 e b = —4 gque possuem coeficiente angular 3, enquanto a reta S : x —7 = 3y,



: Cx=7 _ ~ ~ 1
ou seja, S:*5- =y possui coeficiente angular ;.

(F) Note que (—x)*+1 = x*+1 logo a representacdo geométrica do grdfico da pardbola
y=x>+1 € simétrica com relagdo ao eizo Oy.

(F) Primeiro vamos determinar quais sGo os pontos simétricos em relagdo a reta
x =Y. Para que pontos sejam simétrico eles precisam estar a mesma distdncia da reta
e o ponto mais prorimo tem que ser o mesmo para ambos. A reta perpendicular a
algum ponto qualquer de x =y é c —x =y, sendo c € R. Com 1sso, sabemos que, se
o grdfico de y* —x* = 1 € simétrico a x =y, todos os seus pontos tem que ser um par
(5,5°) , (55,%9), para algum a € R e o ¢ da reta perpendicular escolhida.

Pegando um valor qualquer de y> — x> = 1, se verifica que seus pontos ndo seguem
essa regra, por exemplo do ponto (0,1), o qual deveria ter, de acordo com a regra, como
par de simetria (1,0), pois

a+c a—c
0,1 = (5~

e calculando o seu par temos

J=>a+c=0ea—-c=2=a=1ec=-1

a—c a+c 20

72 0753

Todavia, (1,0) ndo € ponto de y>*—x* =1 pois 0*—12 = —1 # 1, e portanto ndo eziste
simetria para esse eiro.

(

) =(1,0).

(V) E uma pardbola com concavidade para cima e sem raizes reais.

NS,

=1, ou seja, (’1—‘)2 + (i)z =1. Como

(F) Dividindo a equagdo por 2 temos x* + %

N

V2 > 1 seu maior eizo é na vertical.

(V) O vértice é dado por (52, 32), assim paray =2 —x* o vértice é (5, =3) = (0,2).

(V) Devemos ter que 5~ >0 e2—x #0. Assimx # 2 e 5>~ > 0 quando numerador e
denominador possuem o mesmo sinal, 2—x > 0 quando x < 2, logo 7= > 0 no intervalo
[0,2] como x # 2 o dominio da fungao € o intervalo [0,2).

Z ¢ o conjunto [0,+00), assim a imagem de

(V) A tmagem da fungdo h(x) = x
g(x) = —x* € o intervalo (—o00,0] donde segue que a imagem de f(x) = 4 —x*> € o

subconjunto (—oo,4].

(V) Note que x> + y* = 1 equivale a y* =1 —x%?%, ou seja, Iyl = V1 —x%, comoy >0
temosy =1 —x%. Portanto é o grdfico de uma fungdo em x.



sen(x)
cos(x)

(V) A imagem da funcao f(x) = € a 1magem da funcdo tg(x) que € toda a reta.

(F) A fungdo g(x) = sen(x) assume valores no intervalo [—1,1], em particular,
—1 < sen(2x) < 1, ou seja, a equacdo sen(2x) = 2 ndo € satisfeita para nenhum valor
de x.

(V) Note que [sen(x) + cos(x)]* — 1 = sen’x + 2sen(x)cos(x) + cos?(x) — 1 =
=1+ 2sen(x)cos(x) — 1 = 2sen(x)cos(x) = sen(2x).

(F) V4 =2, jd que f(x) = \/x é uma fung¢do e ndo pode ter 2 respostas. (Ver de-
finigdo de funcgdo.) Entdo \/x > 0 para todo x por convengdo, apesar de (—2)* =4.

(F)VI+16=5%7=+9+/T6.

(F) Para que isso seja verdade 52 = 28 = 242 implica que C = C* — 1 =C, e por-

tanto 1sso é apenas verdade se C =1. Porém, com outros valores de C essa afirmagdo

é falsa, como para A =1 e B=C =2 com os quais temos 22 =1+ 1 =22,

A
C

F) Para que isso seja verdade -2~ = ACHAB — A 4 A ymplica que A = AC + AB —
B+C BC BT C

1=C+B e B+ C=BC, e portanto 1sso € apenas verdade se BC =1 — C=1§—> 1=
B —1—% = BZB“ — B =B?+ 1 que é uma equacdo do sequndo grau com A = —3, e que
portanto ndo tem solugdo nos reais. Isso revela que ndo hd valores para B e C € R em

que tal afirmacdo seja verdadeira.

(V) A fungdo y = x* intercepta a funcdo y = 4 quando os valores dosy forem iguais,
portanto no instante em que 4 = x> que apenas ocorre em x = V4 = +2.

Exercicio 2 Racional uma vez que,

1+2 14+v2 142 1+2v2+2
X=— "4 2/2= - 122 =TTV 02 = 3,
1—v2 1—vV2 14+V2 —1

Exercicio 3 Sejam a,b as partes do segmento, com a < b. Entdo

a b 5 , . a* a a\2 a
a_ bbbl &%y (_) g 120
b atp & @ "7 7\ Ty

Resolvendo pela Férmula de Bhdskara, vem

a —1+V12—4.71 1445
b 21 -2
e como a,b >0, entdo
a_ —1++V5
b= 2



que € um numero irracional. Entdo a =xb. Agora como l=a+ b, vem

—1+V5. 1445
2 Jb= 2
Se 1 € racional, como ¢ € irracional, vem b irracional. Agora fazendo o argumento
andlogo com b = J—ca, vem L= (1+ J;)a, concluindo que a € irracional.

Agora se 1 é 1rractonal, nada podemos concluir, pois de 1 = ¢b, como ¢ € wrracional,

l=a+b=x-b+b=(1+x)b=(1+

b=¢-b

b pode ser tanto racional quanto irracional.

Exercicio 4 (a) Observe que y* —x* = (y —x)(y +x) e uma vez que y > x > 0 temos
x+y>0ey—x>0 donde vem (y—x)(y+x) >0, ou seja, y*> —x* > 0, isto &,

25 42

y© > x-.

(b) Basta tomar x =—5 ey =1, temos y > x entretanto x* =25 > 1 =y

(c) Note que para x =0 ey =0, vale \/x =0 = ,/y. Suponhamos que x >0 ouy > 0.
Mostrar \/x < \/y € equivalente & provar que \/y —/x > 0. Temos que

Y-S x-\/g+\/§: y—x
VY —Vx =1y fﬁ+ﬁ VT
poisy—x >0 e /y++x>0.

Exercicio 5 Note que

>0,

Y= = (y —x)(y* +yx +x3).

Agora note que

1 1 1 1\ 3
2 2_ .2 2 2, .2 2
_ Z _ > 0.
Y +yx+x =y +2(2x)y—|—4x 21X +x° = (y-i—zx) +4x 0
Logo,
X*<yey-x*>08y—x)y+yx+xH)>08y—x>0&8x<y.

Exercicio 6 Como a € (0,1), escolha r = min{a,1—a} > 0. Mostremos que (a—r,a+1) C
(0,1). Tomex € (a—r,a+71). Comor<a,1—a, temos

x>a—r>a—a=0,

x<a+r<a+(1—a)=1,
logo, x € (0,1).

Exercicio 7 Mostrar que ||a|—|b|| < |a—b| € equivalente a provar que —la—b| < |a|—|b| <
la —b|. Temos que

la| =[(a —b) +b| < |a—b[+ [b| = |a| —[b] < |a —b.
E para a outra desigualdade, temos
bl =|(b—a)+al <|b—al+lal=]a—bl+]a] = [bl —la] <|a—b] = —|la—b| <|a| —[b.

Portanto, —|la —b| < |a| — |b| < |a —b].



Exercicio 8 Para a=1eb=-3 temos|a+b|=1+(=3)|=|—-2/=2<1+3=4.
A ndo-coincidéncia ocorre quando os numeros tem sinais opostos. Assim, remete-se
a Relagao Triangular:

la+bl < laf + b

Exercicio 9 (a) [1—3x| <5
I.]—3x<5é3x>—4#x>%4
II. —(T—-3x)<5=3x—1<5=23x<6=>x<2

(b) b2 +3]>3
LxX+3>3=x*>0=x>00ux<0
I —(x*+3)>3=X>6=>x¥< 6=AxcR

S = (—00,0) U (0,00).

(c) x*<9=xI<3
[.x<3
II. - x<3=x>-3

S= (—3,3).

(d) x¥* >—-1=x*>0, ¥xeR

S = (—o0,00).

(e) x** <6x—5=x*—6x+5<0

Encontrando-se as raizes da fung¢do quadrdtica d esquerda da inequagdo (x =1 e
x = 5) e percebendo que a concavidade € para cima, conclui-se que a fungdo tem
imagem negativa para os valores do dominio entre as raizes. Assim,

S= (1,5).

(f) X¥*>27=x>3
S = (3,00).



(9)

(h)

@,

X —6
>0
x+2

L(x—6>0)e(x+2>0)

(x>6)e(x>-2)=>x>6
I.(x—6<0) e (x+2<0)
x<6)ex<-2)=x<-2

S = (—o0,—2) U [6,00).

(x+2)(x—3)
x(x2+1)

L (x+2)(x—=3)>0ex(x*+1)<0

((x<—-2)ou(x>3))e(x<0)

x < —2

II (x +2)(x—3)<0ex(x*+1) >0

(—2<x<3)e(x>0)

0<x<3

<0

A solugdo serd dada pela unido do conjunto resultante em I com o conjunto re-
sultante em II. Assim,

S= (—00,~2) U (0,3).

§<x—2 (x #0)

Sex>0=8<x?—2x
¥ —2x—8>0ex>0.

As raizes da fung¢do quadrdtica sGo x = —2 e x =4, como a concavidade é para
cima, os valores do dominio para os quais a fungdo tem w1magem positiva devem
estar a esquerda da menor raiz ou a direita da maior raiz. Para que a condi¢do
x > 0 também seja satisfeita, a solugdo para esse caso é:

x > 4.

Sex<0=8>x*—2x
¥ —2x—8<0ex<0.

Analogamente ao primeiro caso, para esse procuraremos pelos valores do dominio
para 0s quais a imagem da fungdo € megativa. Dada a concavidade para cima,
esses valores devem estar entre as raizes. Para que a condi¢do x < 0 também seja
satisfeita, a solu¢cdo para esse caso é€:

—2<x<0.

Unindo as duas solugdes, teremos:

S= (=2,0) U (4,00).



3 1
) =5 < 217

Se (x —2) e (2x + 1) tém mesmo sinal, ou seja: x > 2 para ambas positivas ou
x < —1/2 para ambas negativas, teremos: 3(2x+1) < (x—2) =5x < -5 =x < —1.

Para que as condigdes de mesmo sinal sejam também satisfeitas, temos que a
solug¢do para esse caso é: x < —1.

Se (x —2) e (2x + 1) tém sinais opostos, ou seja: —1/2 < x < 2, teremos: 6x +3 >
XxX—2=5x>-5=x>—1.

Para que as condigdes de sinais opostos também sejam satisfeitas, temos que a
solucao para esse caso é€: —1/2 <x < 2.

Unindo as duas solugées, teremos:
S= (—oo,—1) U (=1/2,2).

2 2 2y 2
pe _]>x+3 X — (x 2)> x+3

(k) x—2 _x2—4z> x—2 ~(x—=2)(x+2

) (x#2 ex#-=2).

Se (x—2) e (x+2)(x—2) tém mesmo sinal, ou seja: x > 2 para ambas positivas ou
x < —2 para ambas negativas, teremos: (x> —x+2)(x —2)(x +2) > (x> +3)(x — 2).
Como x # 2, pode-se dwvidir ambos os lados da tnequagdo por (x — 2),

(xz—x+2)(x—|—2) >x24+3=2x>-1=x>—1.
Para satisfazer as condi¢cées de mesmo sinal, temos que a solu¢cdo para esse caso
é: x> 2.

Se (x—2) e (x+2)(x—2) tém sinais opostos, ou seja: —2 < x < 2, teremos: x < —1
(Pois a resolugdo é a mesma do caso acima, basta inverter o stnal da inequacgdo).

Para satisfazer as condigbes de sinats opostos, temos: —2 < x < —1.

Unindo-se as solugbes dos dois casos, teremos:

S= (=2,—1] U (2,00).

() x> +2x+2>0

A fung¢do ndao tem raiz, portanto € positiva para qualquer T real,

S = (—o0,00).

1
m) A fungdo f(x) = tem dominio Dom(f) = (3, +00).
(m) A fungo fx) = J— () = (3, +20)
Exercicio 10 (a) Como o coeficiente angular é —2, entdo a reta tem a forma y =
—2x +b. Agora, como (3,—1) pertence a essa reta temos —1 = —2.(3) + b donde
vem que b =5. Portanto, a reta procurada é: y = —2x+5.

8



(b)

(c)

S5x —2y=2=y=>3x—1

Sabe-se que, para que duas retas sejam perpendiculares, seus coeficientes angula-

res devem ser opostos e inversos. Tendo 5 como coeficiente da primeira, temos

que o coeficiente da reta procurada serd ==. Sabendo que o ponto (—2,3) pertence
a 7‘eta2 5
3=— (5_ )+n:>n:%

11

Assim, a reta procurada é: y = %Zx + <.

Primeiro, note a reta procurada € perpendicular a reta passando pelos pontos
(0, (—2, {) 2 a reta Yy = z, assim seu coefictente € -1. Como ela passa
no ponto <% —) temos: 72 = —% +b, temos que b = /2. Assim sua equagdo
éy=—x+ V2.

Exercicio 11 (a) Usando a férmula da distincia de um ponto a reta, vem

(b)

3-1—-2-(=2)+0 B+4 7 7V/13

e ey | Y o SV R

Dado um triangulo ABC, com os pontos M e N como pontos médios dos lados
AC e BC, respectivamente. Temos,

MN = BC/2+ CA/2 =1/2(BC + CA) = AB/2.

Exercicio 12 (a) x* —6x+y*>+ 8y =0

(b)

(c)

(4)

(e)

(f)

(x* —6x +9) + (y* + 8y + 16) = 25 (Por completamento de quadrados)
(x=3)+(y+4)?2=25

Circunferéncia com raio 5 e centro (3,—4).

x*+y*—10y = —25

x*+(y—57%=0

Ponto (0,5).

X +yt <1

Circulo aberto (s/ fronteira) com centro (0,0) e raio 1.

X +y?>1

R? —{(x,y) | ¥* +y* < 0}.

x =Ty

Semicircunferéncia com eixo vertical com valores de x negativos.

Nao existe.



Exercicio 13 Como x = 50t, entdo x = %. Substituindo em y, vem

que descreve uma pardbola y = ax? + bx + ¢, para a = —251%, b=1ec=0. O projétil

atinge o chdo quando y =0, logo,

. o ~ . . , .~ . .. 1 o . o
assim, x = 0 (que ndo interessa, pois € a posi¢do inicial), ou 3x =1, assim, x = 2500.

Portanto, o projétil atinge o chdo a uma distancia de 2500m do canhdo. Por fim, como
o trajeto é uma pardbola com concavidade para baizo, entdo a altura mdzrima é oy do
vértice da pardbola, logo,

A 12—4.---0 2500

Ny = ——— = — B0 1 = = 625.

—1
4a 4- 2500 2500 4

Portanto, a altura mdzrima € 625m.

Exercicio 14 (a) x = y* diz que x estd em funcdo de y e x € sempre positivo, logo,

€ uma pardbola com a concavidade para a direita coma =1, b=0ec=0. O
seu vértice, pelos eiros estarem trocados, € dado por x, = —% =0 e o seu eixo de

simetria € dado por y, = —% =0. Logo, seu verticie ¢ (0,0)

Figura 1: Exercicio 16 Item (a)

(b) y = —x* diz que y estd em funcdo de x ey € sempre negativo, logo, é uma pardbola
com a concavidade para baizo com a=—1, b =0 e c=0. O seu vértice é dado

_ b _ . . . ’, _ A _
por x, = —3- = 0 e o seu eizo de simetria € dado por y, = —;- = 0. Logo, seu

verticie € (0,0).

(c) y* —4x — 4y = 0 pode ser escrito como x = J—lyz —y. Logo, como x estd em fungdo
de y e o coeficiente de y* € positivo, entdo é uma pardbola deitada para a direita.
Ela corta o eizoy em x =0, logo,

1, 1
O—Zy —y—y(zy—o,

10



Figura 2: Exercicio 16 Item (b)
asstm, y =0 ouy =4. O vértice dessa pardbola (lembrando que x estd em func¢do

dey) €
(_sz—z)—(— o 1 ,—2_%>_(—1,2).

O eizo dessa pardbola deve ser paralela ao eizo x e passar pelo ponto (—1,2), logo,
o ewxo de simetria € a retay = 2.

Figura 3: Exercicio 16 Item (c)

Exercicio 15 (a) Polinomaal.
(b) Racional.

(c¢) Racional.

(d) Afim.

(e) Constante.

(f) Qualguer.
Exercicio 16 (a) Para fungdo f par, temos que f(x) = f(—x), ou seja, ela é simétrica
em relagdo ao eizoy. Agora de uma fungdo f impar, temos f(—x) = —f(x). Assim,
0s pontos do grdfico de f satisfazem

(=x, f(=x)) = (=%, =f(x)) = —(x, f(x)),

ou seja, o grdfico de f é simétrico em relagdo a origem (0,0).

11



(b) Como motivagdo, vamos supor que jd existam tais fungbes g e h, com g par e h
impar, tats que f(x) = g(x)+h(x). Como vale para todo x, trocando x por —x, vem

f(—x) = g(—x) + h(—x) = g(x) —h(x).

Assim, temos um sistema

Somando as duas equagdes, vem

f(x) + f(—x) = 2g(x),
e subtraindo as duas equagbes, vem

f(x) — f(—x) = 2h(x).

Portanto,
g(x) = w e h(x) = w

E de fato, tomando g e h dessa forma, vem que g € par, h € impar e g(x)+h(x) =
f(x).

(¢) Vamos verificar cada uma das fungdes abaizo:

(a) f(x) = é impar, pois f(—x) = (—x)* = —x> = —f(x).
(b) f(x) =|x| € par, pots f(—x) =|—x| = |x|] = f(x).

(c) f(x) =x(x*> —x) € par, pois

f(=x) = (=x3)((=x)° = (%)) = =x(=%* +x) = x(x’ —x) = f(x).

(d) f(x) =x*+x* € par, pois

(e) f(x) = 23“ é impar, pois

241
(=P (X)) XP—=x X +x
f(_X) - (—X)2—|—1 - X2+ 1 = _X2+] ——f(X).
(f) f(x) =tg(x) é fmpar, pots
_ _sen(—x) —sen(x)  sen(x) B
fimx) =gl = cos(—x)  cos(x)  cos(x) —tg(x) = —f(x).

12



Exercicio 17 (a) Dado x real, existe um dnico n € Z tal gque n < x < n+ 1. Note
que se x < T entdo {x} =x—n, e se x > 2 entdo {x} =n+1—x. Logo, no

intervalo [n, @], o grdfico € a reta x —n (que passa por (n,0) e (@,%)), e em
(22 n+1), o grdfico € a reta n+1—x (que passa por (£51,1) e devia passar por

(n+1,0), mas este ponto é completado pelo préozimo n).

VAVAN

Figura 4: Exercicio 19 Item (a)

(b) Dado x € R, existe um tnicon € Z tal que n < x <n+1. Assim, [x] =n. Logo,
no wntervalo [n,n+ 1), o grdfico é a fun¢do constante n. E em n+ 1, ela tem um
salto para a funcao constante n+ 1.

Figura 5: Exercicio 19 Item (b)

(c) Dado x € R, eziste um unico n € Z tal que n < x < n+ 1, logo, [x] =n, assim,

x — [x] =x—mn, que € a parte dectmal de x. Portanto, o grdfico sGo segmentos de
retas inclinadas periddicas.

Figura 6: Exercicio 19 Item (c)
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(d) Dado x € R, eziste um tunico n € Z tal que n < x < n+ 1. Divida o wntervalo
n,n+ 1) em quatro sub-intervalos de mesmo comprimento, a saber,

In+1. dn+1 2n4+1. 2n+1 4n+3. 4n+3

m, =), [, ), [, )

).

Se x estd mo primeiro, entdo 4x estd em [4n,4n + 1), logo, caimos no caso do
item (a), que o grdfico € um tridngulo, e o mesmo ocorre nos demais trés sub-
intervalos. Entdo em m,n + 1), {4x} sdo quatro tridngulos de altura 1. Assim,

Z.
J—l{4x} sao quatro triangulos de altura ;—5

Figura 7: Exercicio 19 Item (d)

Exercicio 18 (a) Como um periodo T deve valer para todo x, em particular, deve valer
para x =0, logo,

sen(2-0) =sen(2(0+T)) = 0 =sen(2T) = 2T = 0+ 27 ou 2T =+ 2n,m,

com ny,n, € Z. Logo, .
T=mmouT= E+n27t'

Como T deve ser o menor possivel, poderiamos considerar T = 5, mas note que
1sto nao € um periodo para f, pois para x = 7, temos

fix+T) = sen(Z(g + g)) = sen(Z%{) = sen(%[) = sen(%[) =-—1,
mas
f(x) = sen(Z%) - sen(g) ~1.

Logo, o segundo menor é T = m. Este de fato é um periodo para f, pois
f(x+T) =sen(2(x +m)) = sen(2x + 271) = sen(2x) = f(x).
Portanto, f é periddica e o seu periodo fundamental é .

(b) Pelo mesmo raciocinio, se T é um periodo, em particular, vale para x = 0, logo,
devemos ter
0 =sen(T) + sen(nT) = sen(T) = —sen(nT),

14



(c)

(d)

logo, no circulo trigonométrico vemos que T = —ntl 4+ 2nymt ou T = il — 7w+ 2n,m,

para N,y € Z. Resolvendo para T, vem
2nym T — 2N,
= U T =

71—1—10 7T — 1

Assim, como T deve ser o menor possivel positivo, vem

2
L ouT:L.
T+ 1 7T— 1

Mas para x = 5, ndo vale f(x + T) = f(x), para nenhum dos dois T. Portanto, f

ndo é periédica. Um outro jeito de provar que ndo existe tal T envolve derivada.
Suponha, por absurdo, que tal T existe. Derwando a igualdade

sen(x) + sen(mx) = sen(x + T) + sen(m(x + T))
duas vezes em relacao a x, vem
—sen(x) — m’sen(mx) = —sen(x + T) — sen(m(x + T)).
Somando as duas igualdades, vem
(1 —m)sen(mx) = (1 — ?)sen(n(x + T)) = sen(mx) = sen(m(x + T))).

Na primeira equagdo, isso implica que sen(x) = sen(x + T), logo, T € um periodo
para sen(x), e como o periodo fundamental de sen(x) € 2m, entdo T = 2kmw. Mas
por outro lado, sen(mx) = sen(mx + nT) diz que sen(y) = sen(y + «l), entdo
novamente, I € um periodo para sen(y), logo, I = 2k'n, assim, T = 2k’. Temos
uma contradi¢do, pois 2k’ é racional e 2km € 1rracional.

f ndo é periddica. De fato, suponha, por absurdo, que exista um periodo T > 0O
para f. Entdo existe um unico interro n tal quen < T<n+1. Assim,

0 =0+TI=0=[TI=0=n.

Portanto, 0 < T< 1. Agora considere x = 1—%. Note que 0 < x < 1, asstm, [x] =0.
Mas

T T
+T=0-5+T=0+5]=1,

pois 1 <1+ % < 2. Logo, T nao € periodo para f. Portanto, f ndo € periddica.

Note que T = 21t € um periodo para f, pois
f(x + 27) = 3cos((x + 27) + 2) = 3cos((x + 2) + 27t) = 3cos(x + 2) = f(x).
Agora se T é um periodo para f, em particular, para x = —2, vale

f(—2) =f(—2+T) = 3cos(—2+2) =3cos(—2+T+2)=1=cos(T),

logo, T = 2km, onde k € Z, logo, o menor positivo € T = 2.

15



Exercicio 19 (1) (a) 5

(b) 3
(c) F
(d) 5

(2) (a) 300°
(b) 84°
(c) 1500°
(d) 36°

Exercicio 20 Sejam (ao, by) e (ai,by) os dois pontos do enunciado. Dado um (x,y) nas
condigbes do enunciado, temos

V(x—ap)?+ (y — bp)?
Vix—a)2+ (y—by)?

:C’

ou seja,
(x — a0)* + (y —bo)* = l(x — a1)* + (y — b1)*,

e desenvolvendo,
x? —2apx + aj +y* — 2bey + b = c*x* — 2a;¢*x + c*aj + c*y? — 2bic’y + c?bi.
Agora agrupando os termos em comum, vem
(c? — Dx* = 2(a;c? — ap)x + (¢ — Dy? — 2(brc? — bo)y + ca? + ¢?b? — a2 — b = 0.

Como ¢ —1#0, poisc >0 e c#1, podemos dividir por c> —1 e obter

2 2 2.2 21,2 2 2
ajcc—a bicc—b cca;+cby—a;—Db
1 0y yz P 0 1 1 0 0

2
-2
x c?2—1 c2—1 c?2—1

0.

Completando quadrados, vem

X_C11C2—Clo 2+ _ b — by Z_Cz[(ao—a1)2+(bo—b1)2]
c?—1 YT a2 B (c2—1)? ’

que é a equagdo de uma circunferéncia de centro
a;c?—ay bic?—by
c2—1 "7 ¢2—-1 )’

\/CZ[(ao—Ch)z-f—(bo—b])z] o

(c2—1)2 e 1]

e rato

v (ao—a)2 + (b —by)2.
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Exercicio 21 (a) A drea de um setor circular de dngulo © de uma circunferéncia de

(b)

rato v € dada por
0-1?
2
Seja 6 € (0,3) tal que tg(0) =3 (A saber, 0 = arctan(3), que é aprorimadamente
1,249). Note que a drea da regido esquerda é a drea da regido direita. Agora, a
drea da regido direita €

0-32 0-22 5
2 2 2

Assim, a drea €
50 = 5arctg(3) = 51,2409 = 6, 245.

Figura 8: Exercicio 23 Item (a)

[()]

f(x+h)—f(x) _ (x+h)24(x+h)—(x24x)

h
x24+2hx+h24x+h—x2—x

h
2hx+h?+h

h
= 2x+h+1

[(@)]

f(x+h)—f(x) 3(x+h)+5—(3x+5)

h
3x4+3h+5—-3x—5
h

3h
h

=3

[(w)]

f(x+h)—f(x) _ sen(x+h)—sen(x)

sen(x)cos(h)+sen(h)cos(x)—sen(x)
sen(x)(cos(h)—1 )}—}-sen(h)cos(x)
h

[(w)]

f(x+h)—f(x) _ (x4+h)3—x3

h
x3+3x2h43xh2+h3—x3

h
3x2h+3xh24+h3

h
= 3x2+3xh+h?
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Exercicio 22 (a) Uma fungdo f € injetora se f(x) = f(y) implica x =y. Assim, f é
injetora se cada valor do contra-dominio é assumida por, no mdzimo, um Unico
ponto do dominio, logo, geometricamente, cada reta horizontal intersecta o grdfico
de f em, no mdzimo, um unico ponto.

(b) Uma fungdo f é sobrejetora se para todo y mo contra-dominio, existe um x no
dominio tal que f(x) =y. Assim, f € sobrejetora se cada valor do contra-dominio
€ assumida por, pelo menos, um ponto do dominio, logo, geometricamente, cada
reta horizontal intersecta o grdfico de f em, no minimo, um ponto.

(c) Uma fungdo f € bijetora se f é injetora e sobrejetora. Geometricamente, cada reta
horizontal intersecta o grdfico de f em um 1unico ponto.

Exercicio 23 (a) E bijetora, pois
f(x) =f(y) =5x+1=5y+1=5x=5y = x =y,

e para cada y € R, tomando x = %1, vem

(b) Ndo é injetora, pois f(—1) =5 = f(1), e ndo € sobrejetora, pois —1 ndo é assumido
por nenhum x, pois f(x) > 4, para todo x € R.

(c) Néo ¢ injetora, pois f(5) =0 = f(%”). Mas € sobrejetora, basta checar mo circulo
trigonométrico.

(d) E bijetora, pois
fx) =fly) = ¥ +4=y* +4=x =y’ = x = Vy? =y,

masy > 0, entdo |yl =y, dai, x =y, e dado y € [4,00), tomando x = \/y—4 €
[0,00), vem

fx)=(Vy—4?—4=y—4+4=y.
(e) E bijetora, basta fazer a interpretagcdo geométrica no circulo trigonométrico.

(9) E injetora, pelo mesmo argumento do item (d), mas ndo é sobrejetora, pois —1
ndo é imagem de nenhum ponto.

Exercicio 24 (a) Nem sempre, por exemplo, a inversa de f(x) = x € g(x) = x, que é
diferente de 1.

(b) O item (a) admite tnversa g(x) = 5=, o item (d) admaite inversa g(x) =vx—4 e o
item (e) admate inversa g(x) = arctg(x). As outras fungdes ndo admitem inversa
pelas sequintes razoes:
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(b) e (g) - Diferentemente da letra (d) na qual € restringido com um inter-
valo tanto o dominio quanto a tmagem, essa fun¢do ndo tem Im(f), ou D(g),
restringido, e por causa disso temos que nem todos os valores do dominio D(g)
encontram resposta dentro da tmagem Im(g), como por exemplo g(3) = v/—1.

(c) - f(x) = cos(x) normalmente tem a inversa g(x) = arccos(x), em que
g: [—1,1] — R. Todavia, ao se colocar que o dominio de f(x) se restringe a
[O, 37"] significa que a imagem de sua inversa também deveria ficar restrita a es-
ses valores. Contudo, para essa faiza de tmagem Im(f) usada, g(x) pode acabar
devolvendo valores fora dela, ezemplo disso € g(0,5) = —% = 5_32, que estd fora do
intervalo do dominio D(f).

Exercicio 25 Seja H, h, d e c a altura do poste, a altura do homem, a distdncia entre o
homem o poste e o comprimento da sombra, respectivamente, podemos considerar uma
semelhanga de tridngulos em que temos como lados semelhantes H~h e (d+¢) ~ c.

Sabendo que a razdo entre as semelhancas sao iguais, temos que % = (dj‘:), 1solando
0 ¢ temos ¢ = ﬁ. Por fim, trocando H e h por 4,5m e 1,8m temos a func¢do final
c(d) = d4,51}1,8 = d;—% =dj

Exercicio 26 Como ambos saem do mesmo ponto, podemos considerar este ponto como
a origem do plano cartesiano. Como as trajetorias sdo retilineas e perpendiculares,
sem perda de generalidade, podemos supor que o homem gque caminha com velocidade
de 2 km/h anda no eizo z e que o homem que caminha com velocidade 3 km/h, no
ewxo y. Desta forma, as trajetdrias em fungcdo do tempo sao, respectivamente, (2t,0)
e (0,3t). Aplicando o teorema de Pitdgoras para calcular a distdncia entre os dois

homens teremos que:
d=/(2t)2+ (3t)2 = V13t.

Exercicio 27 Como a densidade p aumenta linearmente com a profundidade h, entdo
basta termos dois pontos para encontrar esta reta. Seja x a profundidade do reser-
vatorio. Sabemos que na superficie, ou seja, h = 0, temos densidade p = py, € no
fundo, para h = x, temos densidade p = p;. Logo, o coeficiente angular desta reta é

:p1—po:p1—po

m
x—0 X

Assim, p = PPh + q, e como para h =0 temos p = py, entdo q = py. Portanto,
X q q

o(h) = P1— Po
X

h + Po-

Exercicio 28 (a) Representa uma pardbola, com concavidade para baizo, que corta o
ewxo x em (0,0) e em (4,0).
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(b) A altura mdzima é oy do vértice, que é dada por

£_4.(-1)-0 16

hmax - - =——=4
4.(-1) —4 ’
e o seu instante é o x do vértice, que é dada por
4 4
ty=— =—— =2,
°T 2= 2

Exercicio 29 Seja T a projegcdo ortogonal do ponto R no segmento OP. Se S estd entre
O e T, podemos fazer semelhanca de triangulos para obter que a altura do tridngulo
sombreado € x e, dai, a drea é

Agora, se S estd entre T e P, entdo a drea A € a soma da drea do triangulo ORT, que
5 2 com a drea do retdngulo sombreado, que é5- (x —5). Portanto,

67,
25 25
A(x) —5x—25+?—5x—?.

Portanto,

o)

2
L 0<x<5
Ax)=<¢ 2’ -
() {x—%, 5<x<10

Exercicio 30 Sejam a e b a medida dos lados do retangulo. Como o seu perimetro é
2p, entdo 2a + 2b = 2p, logo, a+b =p. A sua drea é dada por

A=a-b=a-(p—a)=pa—a’.

Logo, sendo uma pardbola com concavidade para baizo, a drea mdrima ocorre para a
sendo o x do seu vértice, logo,

assim, b P
b:p—a:p—zzi.

Portanto, o retdngulo é um quadrado com lado medindo §.
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Exercicio 31 Cologquemos este fio no eizo x, de modo que a extremidade esquerda seja
x =0 e a extremidade direita seja x = 10. Seja x a posi¢do do corte feito. Sem perda de
generalidade, usemos o primeiro segmento, de comprimento x, para formar o quadrado
de lado 1, e o seqgundo segmento, de comprimento 10 —x, para formar a circunferéncia
de raio r. Assim,

f=x=1=7,
logo, o quadrado delimita uma drea
2

Ag(x) =12 = (5)2 - X—6

—

Agora
10 —x

2

2mr=10—x=>r=

logo, a circunferéncia delimita uma drea

10—x\> 100—20x+x* 1 5 25
AC _= . 2: = 2 .
() =77 ﬂ( 2n ) 4m 4m Tt Tt

Assim, a soma das dreas é

1 1 5 25
Ax) =Aq(x) +A(x) = (E‘[ + E) x? — ;[x—k =,

Note que é uma pardbola com concavidade para cima, logo, o mdzimo ocorre em x =0
oux=10. Mas

A(0) = 2

7T
° 11 5. 25 25
I - 2__ _— = —
A(1O)—(4ﬂ+16>10 104+ ==

Como m < 4, entao 2;5 > %1—5. Portanto, a drea mdzima ocorre para x = 0. Usamos o fio

inteiro para a circunferéncia.

Exercicio 32 Se 0 < x <5, entdo podemos fazer semelhanca de triGngulos e pelo caso
AA (dngulo-dngulo) podemos concluir que a altura do tridngulo sombreado é 2x, pots

10 5

—=—=h=2x.

h x:> x
Logo,

A(x) = X.(zzx) = x2.

Agora, se 5 < x <10, entdo a drea sombreada € a soma da drea do triangulo retdngulo
esquerdo, que é % =25, com a drea sombreada no trigngulo direito. Para encontrar a

drea sombreada no triangulo retangulo direito podemos fazer semelhanga de triangulos,
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usando o caso AA (Gngulo-dngulo), para concluir que a altura do tridngulo ndo som-

breado € 20 — 2x, po1is
10 5

?:10_7(#11:10—2&
Logo,
A(x) = 25— (10—x)§20—2x) _ 5 2x2—43x+200 24 20— 7.
Portanto,
2
Al :{ ):7’(2+20x—50, giii?b ‘

Exercicio 33 Seja h a medida da altura do triangulo inscrito. Assim, a altura divide o
segmento OB em dois segmentos, de medida m e n, respectivamente. Note que usando
a definicdo de tangente para o adngulo direito, temos

Agora, o dngulo da esquerda é 90° — 0, logo, usando a definicdo de tangente, temos

h sen(90°—0) cos(0) 1
— =1g(90° —0) = = = .
m—_— ) = C0s(90°—0)  sen(0) _ g(0)
Logo,
h 1 tgz(9)+1)
b=m+4+n=htg®)+ ——=h({tgB)+— ) =h| ——F~—|.
1+ 190 (9( ) tg(e)) ( tg(0)
Portanto,
__btg(0)
o tg?(0) + 17
Assim,
btg(0)
Afg) — e btg(®)
2 2(tg?(0) +1)°

22



Exercicio 34 Dom(h) = f'(Dom(g) N Im(f)).

(a) Dom(g) =R, Dom(f) =R Dom(h) =R
Im(g) =R, Im(f) = R, Imh) =R
(b) Dom(g) =R, Dom(f) = [0,400) Dom(h) = [0,+00)
(c) Dom(g)=R—{0}, Dom(f) =R —{-1} Dom(h) =R —{-1}
Im(g) =R—{0},  Im(f) =R—{0}, Im(h) =R —{0}
(d) Dom(g) =R, Dom(f) = [0,+0c0) Dom(h) = [0,+0c0)
(e) Dom(g) =R, Dom(f) =R Dom(h) =R
(f) Dom(g) =R, Dom(f) = [0,400) Dom(h) = [0,+0c0)
Im(g) = R, Im(f) = [0, +00), Im(h) = [0, +00)
(g) Dom(g) = (0,+0c0), Dom(f) =R h ndo estd definida
Im(g) =R, Im(f) = (—o0, 1],
(h) Dom(g) = R, Dom(f) = [~1,1]
Im(g) = (0,+00),  Im(f) = [0, 1], Im(h) = [1,e]

Exercicio 35 Se f e g sdo pares, entdo f(x) = f(—x) e g(x) = g(—x). Logo,

fog(x) ="flg(x)) = f(g(—x)) = fog(—x)
go f(x) = g(f(x)) = g(f(—x)) = g o f(—x),
e portanto fog e gof sdo pares.
Se f e g sdo tmpares, entdo f(x) = —f(—x) e g(x) = —g(—x). Logo,

fog(x) ="f(g(x)) = f(—g(—x)) = —f(g(—x)) = —f o g(—x)

g o f(x) = g(f(x)) = g(—f(—x)) = —g(f(—x)) = —g o f(—x),

e portanto fog e gof sdo ‘mpares.
Se f € par e g € impar, entdo f(x) = f(—x) e g(x) = —g(—x). Logo,

fog(x) =f(g(x)) = f(—g(—x)) = f(g(—x)) = f o g(—x]

gof(x) = g(f(x)) = g(f(—x)) = g o f(—x],

e portanto fog e gof sao pares.
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Exercicio 36

(a) g'(x)= - e Dy ={xeR;x#0}
(b) g1(x):Xiz—1 e Dy ={xeRyx#2}
(c) g1(x)zx1_1 —1 e Dgir={xeRx#-1}

d g'x)=vVx+T1+1 e Dy ={xeRyx>—1}

(e) g'x)=vx+T1+2 e Dg1={xeRyx>—1}

Exercicio 37 Se x € o lado do triangulo equildtero, entdo o seu perimetro é 3x. Apli-
V3

cando o Teorema de Pitdgoras, obtemos a sua altura h = *3>x, logo, a sua drea é
X - ‘/7§x V/3x2
2 4 -

Exercicio 38 Seja a a aresta do cubo. Aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos que
a diagonal da face da base mede v2a e, consequentemente, a diagonal mede d = v/3a.
Portanto, a aresta em fun¢do do comprimento da diagonal é

a= 1 dzﬁd.

= 5d=3

Assim, a drea da superficie €

2
6-a’=6- (?d) =6%d2:2d2,

e o volume do cubo €

3
V3 3V3 V3
a_<3d 27d 9d.

Exercicio 39 Se uma curva simétrica em relacdo ao eixzo x é grdfico de uma funcgdo f,
entdo (x,f(x)) estd na curva se, e somente se, (x,—f(x)) estd na curva. Agora, dado x
no dominio da f, (x,f(x)) e (x,—f(x)) estdo no grdfico, mas como um ponto x sé tem
uma 1magem, devemos ter

f(x) = —f(x) = 2f(x) =0 = f(x) = 0.

Portanto, f é a fung¢do nula.
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