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Capitulo 1

Os Numeros Reais

1.1 Os Numeros Racionais

Indicamos por N, Z e QQ os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais respectiva-
mente. Assim

N=1{0,1,2,3,...},
Z=1{.,-3-2-1,0123,...},

@:{%;a,bez,b#o}.

A soma e o produto em QQ sdo dados, respectivamente, por:

a ¢ ad+be
v a7 T
a c  ac

b d bd

Chamamos adigao a operagdo que a cada par (z,y) € Q x Q associa sua soma = +y € Q
e chamamos multiplicagcdo a operagdo que a cada par (z,y) € Q x Q associa seu produto
x-y € Q.

A terna (Q, +, ), ou seja, Q munido das operagdes “+" e " -" satisfaz as propriedades de

um corpo. Isto quer dizer que valem as propriedades seguintes:

(A1) (associativa) (x +y) + 2z =z + (y + 2), para quaisquer x,y,z € Q;



(A2) (comutativa) x + y = y + x, para quaisquer x,y € Q;
(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que = + 0 = x, para todo = € Q;
(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x), tal que z +y = 0;
(M1) (associativa) (zy)z = z(yz), para quaisquer x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) zy = yz, para todo z,y € Q;
(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x, para todo = € Q;
(M4) (elemento inverso) para todo z € Q, z # 0, existe y € Q, (y = 1), tal que z -y = 1;
(D) (distributiva da multiplicagcdo) z(y + 2) = zy + 22, V x,y,2 € Q.
Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as operacdes algébricas com o corpo
Q. Vamos enunciar algumas e demonstrar outras a seguir.

Proposicdo 1.1 (Lei do Cancelamento). Em Q, vale

THz=y+z = r=1Y.

Prova.

r+z = y+z = (x+2)+(—2)=Y+2)+(—=2) = 2+ (z2+(—2))

As seguintes proposices seguem da Lei do Cancelamento.
Proposicao 1.2. O elementos neutros da adicdo e da multiplicagcdo sdo dnicos.
Proposicao 1.3. O elemento oposto e o elemento inverso sdo tnicos.
Proposicao 1.4. Para todox € Q, z-0=0.

Proposicao 1.5. Para todox € Q, —x = (—1)z.



Definicao 1.1. Diremos que

SalBS

_ | nao-negativo, sea-b e N
€Qe¢ .
positivo, sea-beNea#0

e diremos que

~ ees a . ..
nao-positivo, se 5 do for positivo

S|

- cQé . a ° . _
b negativo, se 7 Mo for ndo-negativo.

Definicao 1.2. Sejam x,y € Q. Diremos que x € menor do que y e escrevemos r < 1, se
existirt € Q positivo tal que
y=x-+t.

Neste mesmo caso, poderemos dizer que y € maior do que x e escrevemos y > x. Em particular,

teremos x > 0 se x for positivo e x < 0 se x for negativo.

Se z < y ou x = y, entdo escreveremos x < y e lemos “x € menor ou igual a y"”. Da mesma
forma, se y > x ou y = x, entdo escreveremos y > x e, neste caso, lemos “y é maior ou igual a

x". Escreveremos x > 0 se x for ndo-negativo e x < 0 se = for ndo-positivo.

A quéddrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo ordenado, ou seja, além
das propriedades anteriores, também valem as propriedades seguintes:

(01) (reflexiva) x < z, para todo = € Q;

(02) (anti-simétrica) t <y e y<x = x =y, para quaisquer x,y € Q;
(03) (transitiva) x <y, y <z = z < z, para quaisquer z,y,z € Q;
(04) Para quaisquer 2,y € Q, z <y ou y < x;

(OA) 2 <y = z+z2<y+z;

(OM) z<y e 2>20 = zz<yz.

Proposicao 1.6. Para quaisquer x,y, z,w no corpo ordenado QQ, valem

z <y
(a) = v+z2<y+w.
z<w



0<z<y
0<z<w

(b)

} = zz < yw.

Prova. Vamos provar o item (b).

0<z

Outras propriedades:
Sejam x,y, z,w € Q. Ent3o valem

o <Y <~ r+z<y+z

1
e >0 «— —>0;
z

z2>0 << —z<(;

Sez>0,entdoz <y <= w2z <yz;

Se z<0,entdo z <y <= w2z > yz;

0<xr<y
° — Tz < yw,
0<z<w
1 1
e l<r<y <= < —-—< —;
Yy o x

(tricotomia) z <y ou z =y ou = > y;

(anulamento do produto) zy =0 <= =0 ou y=0.

1.2 Os Numeros Reais

Os nlimeros racionais podem ser representados por pontos em uma reta horizontal ordenada,

chamada reta real.



T NI
T Wik
Nt

Se P por a representacao de um ndmero racional x, diremos que x é a abscissa de P. Nem
todo ponto da reta real é racional. Considere um quadrado de lado 1 e diagonal d. Pelo Teorema
de Pitagoras,

?=1+1>=2.

Seja P a intersec¢do do eixo x com a circunferéncia de raio d.

Mostraremos que P é um ponto da reta com abscissa = ¢ Q.
Proposicao 1.7. Seja a € Z. Temos

2

(a) Se a for impar, entdo a* é impar;

(b) Se a? for par, entdo a € par.
Prova.

(a) Se a for impar, entdo existe k € Z tal que a =2k + 1. Dai segue que

a? = 2k +1)2 =4k* + 4k +1=202k* +2k) +1 =20+ 1,
L

onde ¢ = 2k? + 2k, e portanto a® também serd impar.

(b) Suponha, por absurdo, que a ndo ¢ par. Logo a é impar. Entdo, pela Proposicdo [1.7] (a),

a® também é impar, o que contradiz a hipdtese. Portanto a é par necessariamente.



Proposicdo 1.8. A equacio x*> = 2 n3o admite solucdo em Q.

~ . a

Prova. Suponhamos, por absurdo, que 22 = 2 tem solu¢do em Q. Entdo podemos tomar z = 7
a . , a\? : .

com a,b € Z e — irredutivel. Logo <Z> =2, ou seja, a? = 2b* e portanto a? é par. Segue

0
da Proposigéo (b) que a também é par. Portanto existe k € Z tal que a = 2k. Mas

a? = 2b?

} = 20 =4k?> — b> =2k*.
a =2k

Portanto b? é par e, pela Proposigéo (b), b também é par. Mas isto implica que % é redutivel

. - e, , .~ o . a
(pois a e b sdo divisiveis por 2) o que é uma contradi¢do. Portanto n3o existe 7 € Q tal que
an 2
- =2. O
()

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e todo nimero real que nao

¢ racional & dito irracional.

Em R, definimos uma adigdo (+), uma multiplicagdo (-) e uma relagdo de ordem (<). Entdo
a quadrupla (R, 4, -, <) satisfaz as condi¢des (Al) a (A4), (M1) a (M4), (D), (O1) a
(04), (OA) e (OM) como na segdo anterior e portanto € um corpo ordenado.

Para resolver uma equacdo em x é necessario encontrar o conjunto dos nimeros reais x que
satisfazem a equagdo. Para resolver uma inequagdo em x é necessario encontrar o conjunto dos

numeros reais x que satisfazem a desigualdade.
Exemplo 1.1. A inequagcdo x — 2 < 4 resulta em x < 6.

Exemplo 1.2. Resolva a inequagdo —3(4 — x) < 12.

Multiplicando a ambos os lados da desigualdade por —%, temos 4 —x > —4. Subtraindo 4 resulta

em —x > —8 e multiplicando por —1 obtemos x < 8.

Exemplo 1.3. Resolva a inequagdo mx + 1729 < 4x + 1.

Vamos comecar adicionando o oposto de 1729 + 4x dos dois lados da inequagdo. Assim

x4+ 1729 — 1729 — 4o < 4x +1 - 1729 — 4z



ou seja
T —4r < 1—1729

que também pode ser escrita como
(m —4)r < —1728.

Agora multiplicaremos a dltima inequagdo pelo inverso de m —4, que é negativo. Obtemos, entdo,

- 1728
x —
T™—4
ou seja
- 1728
x .
4—m
L r+1 ~
Exemplo 1.4. Qual é o sinal de em funcdo de x?
—x
O numerador é positivo quando = > —1, negativo quando z < —1 e zero quando z = —1. O

denominador é positivo quando = < 1, negativo quando = > 1 e zero quando = = 1. Portanto
a fracdo serd positiva quando —1 < x < 1, negativa quando x < —1 ou > 1 e zero quando

r = —1.

+1

Exercicio: Resolva a inequagao T 0. [R: —3 <z <A4].

1.3 Moébdulo de um Niamero Real
Definicao 1.3. Seja x € R. O médulo ou valor absoluto de x é dado por
x, z >0
|z =
—x, x < 0.
Segue da definicdo acima que |z| > 0 e —|z| <z < |z|, para todo = € R,

Exemplo 1.5. Mostre que |z|* = 22, ou seja, o quadrado de um nimero real ndo muda quando

se troca seu sinal.



Lembre que /x significa raiz quadrada positiva de x. Logo, segue do Exemplo que

Va?=|z|

Exemplo 1.6. A equagdo |z| = r, com r > 0, tem como solugbes os elementos do conjunto

{r,—r}.
O resultado do Exemplo [1.6] pode ser generalizado como no exemplo seguinte.
Exemplo 1.7. A equagdo |ax —b| =r, comr > 0 e a # 0, tem como solucGes os elementos do

_ {b+r b—r}
conjunto , .

a a

Exemplo 1.8. Resolva a equacédo |2z + 1| = 3.

Temos 2x 4+ 1 =3 ou 2x + 1 = —3, o que nos leva a solugdo z =1 ou z = —2.

Sejam P e () dois pontos da reta real de abscissas x e y respectivamente. Entao a distancia
de P a @ (ou de = a y) é dada por |x — y|. Assim |x — y| é a medida do segmento PQ. Em

particular, como |z| = |z — 0|, entdo |z| é a disténcia de z a 0.

O préximo exemplo diz que a distancia de 2 a 0 é menor do que r, com r > 0, se e somente

se x estiver entre —r e r.

Exemplo 1.9. Seja com r > 0. Entdo  |z|<r <<= —r<z<r.
Suponhamos que |z| < r. Analisando o sinal de z, temos

e x>0 = r>|z|=uz,

o <0 = r>z|=—1 = —r<u

Portanto —r < z < r.

Agora suponhamos que —r < x < r. Entdo,

e >0 = |z|=z<r,

o 1 <0 = —z=|z|<r.



Portanto, |z| < 7.

A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

lz| <7

; ) .
/ x
- 0 r

Agora, vamos generalizar o Exemplo [1.9]

Exemplo 1.10. Resolva a inequagdo |ax — b| < r na varidvel x, comr >0 e a # 0.

De forma similar ao exemplo anterior, —r < ax — b < r. Somando b aos termos da inequagdo
obtemos

b—r<ar<b+r.

Logo,

o 0>0 —

e 0 < () —

Como caso particular do Exemplo [1.10, se a distancia de x a p for menor do que 7, isto é,
|z — p| <r, r >0, entdo x estard entre p — r e p+ r. Geometricamente,

e —p|<r
. 2 ) .
¥ ] T
p—r P p+r

Exemplo 1.11. Para quaisquer x,y € R, vale

| vyl = | x| |y|.

Temos que |zy|? = (zy)? = 2°y* = [z|*| y[* = (| 2|[y[)*. Como |zy| > 0 e [z||y| > O resulta
|2yl =] [yl



Exemplo 1.12 (Desigualdade triangular). Para quaisquer x,y € R, vale

x4yl < |z +]y|.

Somando —|z| <z < |xz] e —|y| <y < |y obtemos —| x| — |y| <z +y < ||+ |yl

Exemplo 1.13. Descreva o valor de |x + 1| + |z — 1| sem utilizar o mddulo.

lz+1]=2+1

e, portanto, |z + 1|+ |z—1|=2x+14+2—1=2x.
r—1l=z—

° Sele,entéo{
e+ 1=2+1

e, portanto, |z+1|+|z—1| =z+1—z+1 =
lz—1]|=-2+1

° Se—1§x<1,ent50{
2.

lz+1|=—-2—-1

e, portanto, |z+1|+|z—1|=—2x—1—-2z+1=
e —1|=—-x+1

e Sex < —1, entdo {

—2z.
2x, z>1
Logo [z + 1|+ |z —1| =< 2, -1<z<1
—2z, < —1.

Definicao 1.4. Um intervalo em R é um subconjunto de R que tem uma das seguintes formas:
e [a,b)]={z€R:a<z<b} Intervalo fechado,

e (a,b)={z€R:a<z<b} Intervalo aberto,

[a,b) ={z€eR:a<z<b},

(a,b] ={z €R : a<z<b},
° (—oo,b]:{xER:ajgb}

o (—o0,b)={z€R : z<b},
)

la, +00 :{xER:an},

e (a,400) ={z €R : a <z},
o (—oo,+00) =R.
Exemplo 1.14. {reR: 2z -3 <z +1} ={z € R : 2z <4} = (—00,4).

10



1.4 *Limitacao de Subconjuntos de R
Definicao 1.5. Um conjunto A C R serd dito limitado, se existir L > 0 tal que | z| < L, para
todo x € A.

Proposicao 1.9. Um conjunto A C R serd limitado se, e somente se, existir L. > 0 tal que
AcC[-L,L].

Exemplo 1.15.
(a) A=10,1] é limitado

(b) N ndo é limitado (serd mostrado mais tarde)

(c)B:{

2" —1
2n

in € N} € limitado

2n — 1

(d)C:{

Definicao 1.6. Um conjunto A C R serd dito ilimitado, se ele ndo for limitado.

'n € N*} é limitado.

Proposicao 1.10. Um conjunto A C R serd ilimitado se, e somente se, para todo L > 0, existir
x € A tal que | x| > L.

Definicao 1.7. Seja A C R. Diremos que
e A serd dito limitado superiormente, se existir L € R tal que x < L, para todo = € A.
Neste caso, L serd chamado limitante superior ou cota superior de A.
e A serd dito limitado inferiormente, se existir { tal que x > {, para todo x € A.

Neste caso, ¢ serda chamado limitante inferior ou cota inferior de A.

Segundo a definicdo acima, podemos notar que A C R sera limitado se, e somente se, A for

limitado superiormente e inferiormente.
Exemplo 1.16.
(a) Considere A =10,1). Entdo

—2 e 0 s3o limitantes inferiores de A;

1, m e 101 s3o limitantes superiores de A.

11



(b) N ndo é limitado mas é limitado inferiormente por 0, pois 0 < x, para todo = € N.
(c) B={z€Q:2< \/5} ndo é limitado, mas é limitado superiormente por L, onde L > /2.

Definicao 1.8. Seja A C R limitado superiormente (respectivamente limitado inferiormente),

A#0.

e Se L € R for cota superior (resp. cota inferior) de A e para toda cota superior (resp. cota

inferior) L de A, tivermos
L<L(resp. L< L),

entdo L serd chamado supremo (resp. infimo) de A. Neste caso, escreveremos

L =supA (resp. L =1inf A ).

e Se L =sup A € A, entdo L serd maximo (resp. minimo de A ). Neste caso, escreveremos
L =maxA (resp. L=minA ).

Proposicdo 1.11. Seja A C R limitado superiormente, A # (). Entdo L = sup A se, e somente

se, valerem as propriedades seguintes

(a) L € cota superior de A.
(b) Para todo ¢ > 0, existe a € A tal que a > L —¢.

Analogamente temos

Proposicdo 1.12. Seja A C R limitado inferiormente, A # (). Entdo L = inf A se, e somente

se, valem as seguintes propriedades

(a) L € cota inferior de A.

(b) Para todo ¢ > 0, existe a € A tal que a < L + ¢.
Exemplo 1.17.

(a) Seja A= (0,1]. Entdo0 =inf A e 1=maxA.

(b) Seja B=N. Entdo 0 = minN.

12



(c) SejaC = {r cQ:2%><2}. Entio/2=supC e —/2 = inf C'. Note que —/2,v/2 ¢
C.

Axioma 1.1 (da Completeza ou do Sup). Seja A C R, A # (). Se A for limitado superiormente,
entdo existird L = sup A.

Proposicao 1.13. Se A C R for limitado inferiormente (superiormente), entdo o conjunto
—A = {—z: x € A} serd limitado superiormente (inferiormente) e inf A = —sup(—A) (resp.
sup A = —inf(—A)).

Corolario 1.1. Seja A C R, A# 0. Se A for limitado inferiormente, ent3o existird L = inf A.
Corolario 1.2. Seja A C R limitado, A # (). Entdo A admite infimo e supremo.
Teorema 1.1 (Propriedade Arquimediana de R). Seja x # 0. Entdo o conjunto A = {nz :n €

N} € ilimitado.

Prova. Suponhamos, primeiramente, que x > 0 e suponhamos, por absurdo, que A seja limitado.
Entdo existird L = sup A pois A # () (por que?). Logo, dado m € N, existirda = € R tal que
L — x < mx (veja a Proposi¢do [1.11]). Portanto L < (m + 1)x o que contradiz a suposi¢go.

O caso x < 0 segue de modo analogo. 0
Corolario 1.3. O conjunto dos nimeros naturais ndo € limitado superiormente.

Corolario 1.4. Para todo ¢ > 0, existe n € N tal que
1
— < eE.
n

Corolario 1.5. Se A = {l ‘n e N}, entdo inf A = 0.

n

Definicao 1.9. Uma vizinhanca de a € R € qualquer intervalo aberto da reta contendo a .
Exemplo 1.18. O conjunto Vs(a) := (a — 0, a+ 0), onde § > 0, é uma vizinhanca de a € R.

Definicao 1.10. Sejam A C R e b € R. Se para toda vizinhanca V5(b) de b existira € Vs(b)NA,

com a # b, entdo b sera dito ponto de acumulacao de A.

13



Exemplo 1.19.

(a) Seja A = (a,b). Entdo o conjunto dos pontos de acumulagcdo de A € [a, b].
(b) Seja B =Z. Entdo B ndo tem pontos de acumulaggo.
(c) Qualquer subconjunto finito de R ndo admite pontos de acumulag3o.

Exercicio: Mostre que se um conjunto A C R tiver um ponto de acumulag3do, entdo A serd um

conjunto com infinitos elementos.

Definicao 1.11. Seja B C R. Um ponto b € B serd dito um ponto isolado de B, se existir
d > 0 tal que Vs(b) ndo contém pontos de B distintos de b.

Exemplo 1.20.

(a) Seja B = {1,1/2,1/3,...}. Entdo o conjunto dos pontos de acumulacio de B é {0} e o

conjunto dos pontos isolados de B € o proprio conjunto B.
(b) O conjunto Z possui apenas pontos isolados.
Observacao: Podem haver conjuntos infinitos que ndo possuem pontos de acumulag¢do (por

exemplo Z). No entanto, todo conjunto infinito e limitado possui pelo menos um ponto de

acumulacdo.

Pela propriedade arquimediana de R, podemos provar a proposicao seguinte.

Proposicao 1.14. Qualquer intervalo aberto ndo-vazio contém um niimero racional.

Dai, segue que

Corolario 1.6. Qualquer intervalo aberto ndo-vazio contém um numero infinito de

ntimeros racionais.

Proposicao 1.15. O conjunto dos pontos de acumulagdo de Q € R.
Exercicios:

(a) Mostre que se r for um ndmero racional ndo nulo, entdo rv/2 serd um ndmero irracional.
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(b) Mostre que todo intervalo aberto contém um nimero irracional.
(c) Mostre que todo intervalo aberto contém um ndmero infinito de niimeros irracionais.

(d) Mostre que qualquer ndmero real é ponto de acumulagdo do conjunto dos niimeros irraci-

onais.
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Capitulo 2

Funcoes

2.1 Nocoes Gerais

O objeto fundamental do célculo sdo as fun¢bes. As funcbes surgem quando uma quantidade
depende de outra. Por exemplo, a drea A de um circulo depende de seu raio r. A lei que relaciona
r com A é dada por A = 7?2, neste caso dizemos que A é uma funcdo de r. Outros exemplos
sao, a populagdo P de uma determinada espécie depende do tempo ¢, o custo C' de envio de um

pacote pelo correio depende de seu peso w.

Definicdo 2.1. Dados dois conjuntos A, B # (), uma fungdo f de A em B (escrevemos f :

A — B ) é uma lei ou regra que a cada x € A, associa um tnico elemento f(x) € B. Temos

e A é chamado dominio de f ;
e B é chamado contra-dominio de f;

e 0 conjunto
Im(f) ={y € B;y= f(z), = € A}.

€ chamado imagem de f .
Notacoes alternativas. Seja f : A — B uma funcdo. Podemos denotar
e Dy = D(f) = A para o dominio de f;
o f(Dy):=Im(f) para a imagem de f.
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Também podemos descrever a acao de f ponto a ponto como

re€A — f(r)€B.

Convencao: Se o dominio de uma funcdo ndo é dado explicitamente, entdo, por convencao,
adotamos como dominio o conjunto de todos os nimeros reais x para os quais f(x) é um niimero

real.

Definicao 2.2. Sejam f : A — B uma fungdo e A, B C R. O conjunto

G(f) =Gy =A{(z, f(x)) : v € A}
€ chamado grafico de f .

Decorre da definicdo acima que G(f) é o lugar geométrico descrito pelo ponto (z, f(x)) €
R x R, quando x percorre o dominio D;. Observe que, por exemplo, uma circunferéncia nao

representa o grafico de uma funcao.

Exemplo 2.1. Seja f : R — R. Temos

(a) funcdo constante: f(z) =k,
(b) funcao identidade: f(x) = x;
(c) funcgdo linear: f(x) = azx;

(d) fungao afim: f(z) =ax +b;

n
(e) funcdo polinomial: f(z) = ag + a1z + ax® + - + a2 = Z a;x;; em particular,
i=0
sen =2, f(x) = ax? + bx + ¢ é uma fungdo quadratica,

sen =3, f(x) = ax® + ba® + cx + d é uma fungdo cibica;
(f) funcdo poténcia: f(x) =z, onde a é uma constante; em particular,

1 . " ~ .
sea = —, f(x) = gl/" = \"/5, onde n é um inteiro positivo, é uma funcao raiz, temos
n

que Dy = [0,+00) sen é par e Dy = R se n é impar;
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(g) funcao racional: f(z) = p(z) , onde p(z) e q(x) sdo fun¢Bes polinomiais. Note que

qlx
Dy ={x € R; q(x) #0};

(h) fungao algébrica: fun¢do construida usando operacdes algébricas comegando com po-
A (x —4)
linbmios; por exemplo, f(x) = Va?+1, Dy = R, g(z) = m{“’/x—i—l, D, =
(0, +00).

Definicao 2.3. Seam f : A — B e D C A. Denotamos por f|D a restricao de f ao
subconjunto D de A. Entao

f|D($) = f(x), para todox € D.

Observacao: Seja D C R. Denotaremos por Ip : D — D a funcao identidade definida por
Ip(xz) = x para todo x € D.

Exemplo 2.2. Funcao definida por partes: definida de forma diversa em diferentes partes de

seu dominio; por exemplo,

(@) () = { rooersl

2 —x sex <.

1—2 sex <1,
T sex > 1;

Exemplo 2.3. Esboce o gréfico de f(x) = |z — 1| + 3.

r+2 sex>1,

Primeiro eliminamos o médulo. Assim, f(z) =
4—2 sex <l

Exemplo 2.4. Um fabricante de refrigerante quer produzir latas cilindricas para seu produto. A
lata dever ter um volume de 360 ml. Expresse a area superficial total da lata em fungcdo do seu

raio e dé o dominio da fungao.

Seja r o raio da lata e h a altura. A &rea superficial total (topo, fundo e area lateral) é dada por
S = 2mr? 4+ 27rh. Sabemos que o volume V = mr2h deve ser de 360 ml, temos mr?h = 360,
ou seja h = 360/7r?. Portanto, S(r) = 2rr? + 2mr360/7r? = 27r? 4+ 720/r. Como r sé pode

assumir valores positivos, Dg = (0, +00).

Exemplo 2.5. Esboce os gréficos de f(x) = 2> — 1 e g(x) = 2* + 1.
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Férmulas de translacao:

e f(x)+k translada o gréfico de f, k unidades para cima se k > 0 e |k| unidades para baixo
se k<0,

e f(x+k) translada o gréfico de f, k unidades para a esquerda se k > 0 e |k| unidades para
a direita se k < 0.

Exemplo 2.6. Esboce os gréficos de f(z) = (x — 1)* e g(z) = (x + 1)%
Exemplo 2.7. Esboce o gréficos de f(z) = x* + 6x + 10.

Completando o quadrado, escrevemos f(z) = (z + 3)? + 1. Logo, o gréfico é a pardbola y =

deslocada 3 unidades para esquerda e entao uma unidade para cima.

2.2 Operacoes com Funcoes

Definicao 2.4. Dadas fungbes f : Dy -+ Reg: Dy — R edadox € DyND,, podemos definir

algumas operagcoes com fungdes:

e soma: (f+g)(x) = f(x)+ g(x);

e produto: (fg)(z) = f(x)g(x);
e quociente: (5) (z) = 58

Exemplo 2.8. Se f(z) = V7T —z e g(z) = Vx —2, entdo Dy = (—00,7], Dy, = [2,+00) e
DN Dy =1[2,7]. Temos que,

eg(x) #0.

(a) (f+g)(x)=VT—z+Ve—-2 2<z<7,

(b) (fg)(x) =VT—avr—2=/(T—2)(x—2) 2<a<T,
f VTi—zx —x
(c) <E>( m p— 2<x<7.
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Definicao 2.5. Dadas funcées f : Dy — R eg: Dy — R, com Imf C D,, definimos a funcao
composta
h: Df — R

por
h(z) = g(f(x)), para todox € Dy.

Neste caso, escrevemos h = g o f.

Exemplo 2.9. Se f(x) =2z + 1 e g(z) = 2% + 3z, entdo

(a) go f(x) =gz +1)=(2x+1)>+ 32z + 1) = 42* + 10z + 4,

(b) fog(x)= f(z*+3z) =2(x*+3x) +1 =22+ 62+ 1.

Observacdo: Em geral, fog#go f.

Exemplo 2.10. Encontre fogoh se f(x) = " f_ T g(z) =2 eh(z) =2+ 3.
10y _ (35+3)10
fogoh(z) = flg(h(z))) = flg(z+3)) = f((x+3)7) = w4301

Exercicio: Se f(z) = \/z e g(z) = v/2 — z, encontre e determine o dominio das fun¢des:
(a) fog(x) =vV2—a, Dy = (—00,2] =1/2 =V, Dy =10,4]

(¢) fof(x) =, Dsy=][0,400) Jgog(x) =1/2—V2—x, Dy, =1[-2,2].

2.3 Definicoes Adicionais

No que segue, consideraremos f : Dy — R uma fungdo.

Definicao 2.6. Diremos que

e [ épar se, e somente se, f(—x) = f(x), para todo x € Dy,

e [ éimpar se, e somente se, f(—z) = —f(x), para todo x € Dy.
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Observacao: O significado geométrico de uma fungdo par é que seu grafico é simétrico em

relacdo ao eixo y e de uma funcdo impar é que seu grafico é simétrico em relagdo a origem.
Exemplo 2.11. f(z) = 22 é par; a funcdo identidade I(x) = x é impar; f(x) = 2x — 2% ndo é

nem par nem impar.

Exercicio: Determine se a funcdo é par, impar ou nenhum desses dois.
(a) f(x) = 2° +x, b) f(z)=1—2" (¢) f(x) =32 + 227 + 1.

Definicao 2.7. Seja w # 0. Entdo f serd dita periédica de periodo w ou w-periddica se, e
somente se, tivermos

f(z) = f(xr +w), para todo x € Dy.

Em particular, se existir um menor wq positivo tal que f seja wy-periddica, entdo diremos que wy

serd o periodo minimo de f.

Proposicao 2.1. Sejam ¢ # 0 # w. Se f : R — R for w-periddica, entido serdo validas as

afirmagoes:

(a) f € nw-periddica para todo inteiro ndo nulo n.
(b) g: R — R definida por g(x) = f(cx) é w/c-periddica.
Exemplo 2.12.
(a) f(x) =x —[z], onde [x] = max{n € Z : n < x} € a fungdo maior inteiro, é I-periddica e
o periodo minimo de f é 1. Note que [x + 1] = [x] + 1.

1
(b) f(z) = csex e € r-periddica para cada r € Q\{0}. Entdo f ndo tem periodo
0, se x € R\Q

minimo.

Definicao 2.8. Diremos que f : Dy — B

e f € sobrejetora se, e somente se, Im(f) = B.

e f € injetora se, e somente se,
f(x1) = f(xe) = @1 = w2, para quaisquer x1,x2 € Dy.
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e f € bijetora se, e somente se, f for injetora e sobrejetora.

Observacao: Note que f serd injetora se, e somente se,

Ty # o = f(x1) # f(x2), para quaisquer zy,z, € Dy.

Exemplo 2.13. A fungdo mddulo f(z) = |x| ndo € injetora pois, por exemplo,

—1] =11l e
—1 # 1. f no € sobrejetora pois Im(f) = RT C R. Agora, considerando f|]R+ Rt - R* a
funcao sera bijetora.

Observacao: Se tomamos B = Im(f) entdo f sempre serd sobrejetora.

Definicao 2.9. Uma fungdo f : A — B serd dita invertivel, se existir g : B — A (denotada
por f=1) tal que go f =14 e fog=I5.

Proposicao 2.2. Uma fungdo f : A — B sera invertivel se, e somente se, f for bijetora.

Neste caso, a funcao inversa esta definida por

fTlly) == <~ flz)=vy, VYyeB.

Exemplo 2.14. A funcio f(x) = 2° é injetora e a sua inversa é f~*(z) = x'/>.

Observacdo: f~'(z) ndo significa

Para achar a funcao inversa:

1. Escreva y = f(x).
2. Resolva essa equacdo para x em termos de y.

3. Troque x por y para expressar f~! como funcio de z.

Exemplo 2.15. Calcule f~1 para a fungdo f(x) =1+ 3z, .

-1
Escrevemos y = 1+ 3x. Resolvemos para z, ou seja, © = yT E substituindo y por x, obtemos




Exercicio: Determine a funcdo inversa de:
(a) f(z) = 2% (b) flz) =a®+2.
Observacao: Note que

G ={wf"W):yeB}={(f(z),z)  x € A} .
Com isto, fica f4cil verificar que G(f~') é a reflexdo de G(f) em torno da reta y = z.

Exercicio: Esboce os gréficos de f(z) = /—x — 1 e de sua func¢3o inversa.

Definicao 2.10. Diremos que f € limitada se, e somente se, o conjunto Im(f) for limitado.
Caso contrario, a funcdo f sera dita ilimitada. Se A; C A, entdo f serd limitada em A; se, e

somente se, a restricdo f|a, for limitada.
Observacao: Segue da Definicao que se existir L > 0 tal que
|f(z)] < L, paratodox € Dy,
ou, equivalentemente, se existirem L, [ € R tais que
| < f(z) <L, paratodox € Dy,

entao f serd limitada.

Exemplo 2.16.

(a) f(z)= ﬁ é limitada;
T

4
€ limitada;

(b) flz) =

4+1

8

é ilimitada.

(c) fz) =

SR
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Definicao 2.11. Definimos

e sup(f) =sup{f(z):x € Dy}.
o inf(f) =inf{f(z): 2 € Dy}

o Sesup(f) = f(xo) para algum x, € Dy, entdo diremos que f(x) é o maximo de f ou o

valor maximo de f. O ponto xq serd chamado ponto de maximo de f.

o Seinf(f) = f(xo) para algum zy € Dy, entdo diremos que f(x,) € o minimo de f ou o

valor minimo de f. O ponto xy serd chamado ponto de minimo de f.

Definicao 2.12. Definimos

e Se valer a implicacdo x < y = f(z) < f(y), entdo f serd estritamente crescente.

e Se valer a implicacdo r < y = f(z) < f(y), entdo f serd crescente.

e Se valer a implicacdo x < y = f(x) > f(y), entdo f serd estritamente decrescente.
e Se valer a implicacdo x < y —> f(z) > f(y), entdo f serd decrescente.

Definicao 2.13. Se f : A — B satisfizer uma das condi¢ées da Definicdo[2.12, diremos que f

€ uma funcdo monétona ou monotonica.

Exemplo 2.17. f(z) = 2? € estritamente crescente para x > ( e estritamente decrescente para

x < 0.

X , .
Exemplo 2.18. f(x) = € estritamente decrescente.

1 1
Observe que se © < y entdo f(x) =1+ —> 1+ — = f(y).
Z Y

2.4 Funcoes Trigonométricas

Sabemos que em um tridngulo retangulo de hipotenusa a e angulos agudos BeC opostos,

respectivamente, aos catetos b e ¢, temos
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~ c ~ b
cosB=—-, cosC = —,
a a

a -

Clo

D ~ b ~ C
B senB=—, sen(C = —
c a a

Estas relacbes definem o seno e cosseno de um angulo agudo, pois todo angulo agudo é um
dos angulos de um triangulo retangulo. Note que sen B e cos B dependem apenas do angulo

B e n3o do tamanho do triangulo.

Segue do Teorema de Pitagoras que
2= 4= a’sen’B + a’cos’B = az(sen2]§ + COSQ§).

Logo
1 = sen’B + cos”B. (2.1)
E claro que o seno e o cosseno de um angulo agudo sdo niimeros compreendidos entre 0 e 1.

A relagdo ([2.1)) sugere que para todo angulo «, os nimeros cos « e sen «v sdo as coordenadas
de um ponto da circunferéncia de raio 1 e centro na origem de R?. Usaremos isto para estender

as fungdes cosseno e seno para angulos fora do intervalo (0,7/2).

Observacao: Sempre que falarmos das funcbes seno e cosseno os angulos serdo sempre medidos

em radianos. Temos que 7rad = 180°.

Se considerarmos a circunferéncia unitaria centrada na origem do R? e marcarmos, a partir
do eixo x, um angulo t, entdo poderemos definir sent e cost de forma que as coordenadas do

ponto P sejam (cost,sent).

P = (cost,sent) Q) = (cos a, sen )

SN

Assim, sent e cost coincidem com a defini¢do original se 0 < ¢ < m/2 e podem ser estendidas

para qualquer t € R, se marcarmos angulos positivos no sentido anti-hordrio e angulos negativos
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no sentido horario.

Proposicao 2.3 (Propriedades).

(a) O seno € positivo no primeiro e segundo quadrantes e negativo no terceiro e quarto qua-

drantes.

(b) O cosseno é positivo no primeiro e quarto quadrantes e negativo no segundo e terceiro

quadrantes.
(c) O seno e cosseno sdo fungdes 2m-periddicas com imagem no intervalo [—1, 1].
(d) O cosseno é uma fungdo par e o seno é uma fungcdo impar.

m m
(e) sent = cos (5 —t) e cost = sen (5 —t).

T T

(f) —sent = cos (5 + t) e cost = sen <§ +t).
(g) sent =sen(w —t) e —cost = cos(m — t).
(h) —sent =sen(m +1t) e —cost = cos(m +1).

. T T
(i) sen(0) = cos <§> =0 e cos(0) = sen <§> = 1.

Proposicao 2.4 (Férmulas de Adi¢do).

(a) cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sen(a)sen(f).

(b) sen(a + ) = sen(«) cos(3) + sen(f) cos(a).

Trocando (3 por —f3 e utilizando a paridade das funcoes temos
() cos(a— B) = cos(a) cos(B) + sen(a)sen(8).
(d) sen(av — ) = sen(a) cos() — sen(3) cos(a).
A partir das férmulas de adicao deduzimos

Proposigcao 2.5 (Arco Duplo).

(a) cos(2a) = cos?(a) — sen?(a).
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(b) sen(2a) = 2sen(a) cos(a).

A partir das férmulas do arco duplo e da identidade cos?a + sen?a = 1 deduzimos

Proposicao 2.6 (Arco Metade).

(a) cos(a) =+ H%S(QO&).
B 1 — cos(2a)
(b) sen(a) =+ —

A partir das férmulas de adicao obtemos

Proposicao 2.7 (Transformagdo de Produto em Soma).

N —

(a) cos(a)cos(B) = = cos(a+ ) + %cos(oz — f3), [somando (a) e (c) da Proposigdo .

—_

(b) sen(«)sen() = = cos(a + ) — %cos(a — f3), [subtraindo (a) e (c) da Proposicdo .

[\

(c) sen(a) cos(B) = %sen(a + ) — %sen(oz — f3) [subtraindo (b) e (d) da Proposicdo .

Proposicao 2.8 (Transformagdo de Soma em Produto).

(a) sen («) + sen (B) = QSen<& i ﬁ)cos<a — B)

2 2
B a+p a—pf
(b) cos(a) + cos(B) = 2cos< 5 )cos( 5 )
Prova. (a) Escreva o = 2 ; 5 +2 ; b e} = - ;_ f_a g b e utilize (b) e (d) da Proposicao
2.4
(b) Escreva a e 3 como na parte (a) e utilize (a) e (¢) da Proposicgo [2.4] O

De maneira analoga temos

Proposicao 2.9 (Transformagdo de Subtragdo em Produto).

(a) sen («) —sen (8) = QSen<a ; 5>Cos<a;ﬁ).
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(b) cos(a) — cos(B) = —25en<a —g 5>sen<a ; 5)

Definicao 2.14. Definimos

D(tg) = {a: cosa # 0}

[ J
-
[ofe]
—
o
~—
I
—~~

e cotg(a) = S;)rsl(z;’ D(cotg) = {a : sena # 0}
e cosec(a) = senl(a)’ D(cosec) = {a : sena # 0}
e sec(a) = #@, D(sec) = {a: cosa # 0}

Exercicio: D& um significado geométrico para tg(«), cotg(a), sec(a) e cosec(a).
Exercicio: Esboce os gréficos das funcgdes tg, cotg, sec e cosec.

Exercicio: Classifique as func¢bes trigonométricas em par, impar, periddica, limitada.

2.5 Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Definicao 2.15. Seja a > 0, a # 1. A fungdo f(x) = a® é chamada funcdo exponencial de

base a.
Vejamos o que isso significa.

e Se r = n, um inteiro positivo, entdo a” =gaa---a,.
——

nuvezes
e Se xz =0, entdo a’ = 1.

. o " « 1
e Se xr = —n, onde n é um inteiro positivo, entdo a~ " = —.

an

e Ser = ]2, onde p e g sdo inteiros e ¢ > 0, entdo a?/? = /aP = (Ya)P.
q
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e Se x for um nimero irracional. Considere o caso a > 1, entdo a” é o (nico nimero real
cujas aproximacoes por falta sao as poténcias a”, com r racional menor do que = e cujas
aproximacoes por excesso sao as poténcias a®, com s racional maior do que x. Em outras

palavras, a” satisfaz a seguinte propriedade:

r<r<s, com rseQ = d <a"<a’
Se a < 1, a” satisfaz:

r<r<s, com 1r,seQ = d°<a”"<ada.

Desta forma, se olhamos o grafico da funcdo a® onde x racional, os buracos correspondentes
aos valores irracionais de x, foram preenchidos de forma a obter uma fungdo crescente para

todos os niimeros reais.

Proposicao 2.10 (Propriedades). Sejam a e b nidmeros positivos e x e y nimeros reais quaisquer,

entao

(a) a®V = a®aY,

(b) (@) = ",

() (ab)” = a*t”,

(d) Se a > 1 a fungdo exponencial € estritamente crescente, ou seja, se © < y entdo a* < a¥.

(e) Se 0 < a < 1 a fungdo exponencial € estritamente decrescente, ou seja, se x < y entdo

a® > a¥.

. . . I\=
Exercicio: Esboce o gréfico da fungdes exponenciais f(z) = 2% e f(z) = (5) )

Como a funcao exponencial é ou crescente ou decrescente, existe a funcao inversa.

Definicao 2.16. A fungdo inversa da funcdo exponencial é chamada funcao logaritmica com

base a e denotada por log, . Assim,

log,x =y <— a’ = .
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Observacao: Note que log, = estd definido para z > 0, a > 0 e a # 1. Além disso satisfaz
log,(a®) =z, z € R e a8 =g, 2 > 0.

Proposicao 2.11 (Propriedades). Sejam a > 0,a # 1,b > 0, b # 1. Entdo sdo vélidas as
seguintes propriedades

(a) log, zy = log, x +log, y,

(b) log, a¥ = ylog, z,

(c) 1oga§ = log, z —log,

(d) Se a > 1 a fungdo logaritmica € estritamente crescente, ou seja, se x < y, entdo log, x <

log, v,

(e) Se 0 < a < 1 a funcdo logaritmica é estritamente decrescente, ou seja, se © < y, entdo

log, z > log, v,

1
(f) (Mudanca de base) log, x = %.

Exercicio: Esboce o gréfico da fun¢des logaritmicas f(x) = log,x e f(x) = log% x.

A fungdo exponencial de base e onde e ~ 2,718281, f(z) = ", desempenha um papel

importante no célculo.

Definicao 2.17. A fungio logaritmica com base e é chamada logaritmo natural e denotada

porlog,z =Inx.

Observe que como In(e”) = x, tomando x = 1 temos que Ine = 1.

Ha varias formas de introduzir o nimero e. No capitulo seguinte o definiremos como um
limite. Mais adiante vamos definir o logaritmo natural utilizando integrais, nesse caso, o nlimero

e serd o Unico numero satisfazendo Ine = 1.

2.6 *Seqiiéncias

Nesta secdo, consideraremos um caso particular de funcdes que s3o as seqliéncias.
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Definicao 2.18. Uma seqiiéncia é uma fungdo definida no conjunto dos nimeros naturais e com

valores reais, ou seja, f : N — R.

Note que cada nimero natural é levado em um (nico nimero real

N L R
L = f(1)
2 = f(2)
3 = f(3)

Se denotamos f(n) por x,, entdo a seqiiéncia f estard unicamente determinada pela lista de
ndmeros {x1, 2y, x3,...} ou, abreviadamente, por {x,}. Desta forma, adotaremos a notacdo
{z,} ou {x1,29,x3,...} para representar uma seqiiéncia. O ndmero x, é chamado elemento
de uma seqiiéncia e o conjunto imagem de f, Im(f), é chamado conjunto dos valores de uma

sequéncia.

Como uma sequéncia é uma fun¢ao particular, entdo estdo definidas as operacdes de soma,

multiplicacdo por escalar, produto e quociente de seqiiéncias.

Exercicio: Escreva as definices de soma, multiplicacdo por escalar, produto e quociente de

sequéncias.

Exemplo 2.19. Temos

(a) [ : N — R dada por f(n) =n ou {n} ou{0,1,2,3,...} é uma seqiiéncia cujo conjunto
dos valores é N.

1 1 111
(b) f: N — R dada por f(n) = 1 {n+1} ou {1,5,5,17...} é uma seqiiéncia

. . , 111
cujo conjunto dos valores é < 1, —, = —, ...
2°3°4

(c) f: N — R dada por f(n) = (=1)" ou {(—=1)"} ou {1,—1,1,—1,...} é uma seqiiéncia

)
cujo conjunto dos valores é {1, —1}.

123
(d) f: N — R dada por f(n) = nj— ou{ n } ou {0’5’3’17'”} € uma seqiiéncia



(e) f:N — R dada por f(n) =r" ou{r"} ou{1,r,r* r3, ...} é uma seqiiéncia cujo conjunto

dos valores é {1,r,7%,13, ...} (progressdo geométrica).
2.6.1 Limite de uma Seqiiéncia

123
{07575717”'}

tem a propriedade de que quanto maior for a varidvel n, mais préximo o valor da seqiiéncia em

Note que a seqliéncia

n : . . on n , on -
n, T fica de 1. Neste caso, diremos que o limite da seqliéncia {— é 1 e a sequéncia
n

+1
é dita convergente com limite 1. E preciso dar uma definicao mais precisa da nocao de limite de

uma sequéncia.

Definicao 2.19. Uma seqiiéncia {x,} serd dita convergente com limite ¢ se, dado ¢ > 0,
existir um natural N = N(¢) tal que

|z, — (| <e, Vn>N.

Neste Ccaso, escreveremos

lim z, =/
n—oo

e leremos “o limite de z,, quando n tende para infinito é ¢".

N S -
Exemplo 2.20. Mostre que a seqiiéncia {—} é convergente com limite 0.
n

Dado ¢ > 0, pegue um natural N que seja maior do que 1/¢. Todo elemento da seqiiencia, a
partir do N-ésimo, tera distancia menor que € de 0. E, como isto pode ser feito para qualquer

positivo, a sequencia converge para zero.

Exemplo 2.21. Mostre que, para quaisquer constantes ky e ko positivas, a seqiiencia

n+ki| | ..
€ convergente com limite 1.
n —+ kg

Para encontrarmos N, tentaremos resolver a inequacao

n—f—/ﬁ

l—-e<
c 7”L—|—]€2

<l+e
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que diz que o n-ésimo elemento esta proximo de 1 por uma distancia menor do que €. Temos
(I—e)(n+ky) <n+k <(l+e)(n+ks)

n(l—e)+k(l—e)<n+k <n(l+e)+k(l+e)
isto é,
n(—e) + ka(l —€) < k1 <ne+ ko(1+¢). (2.2)

Desenvolvendo a parte esquerda de ([2.2)), obtemos

n(—e) < ky — kao(l —¢),

ou seja,
n> w_ (2.3)
—£
Desenvolvendo a parte direita de (2.2)), obtemos
ne >k — ko(l +¢)
e, portanto,
n> w (2.4)

€

Estes resultados ((2.3) e (2.4) indicam que podemos satisfazer a definicdo de convergéncia

k1 — ko(1 — k1 — ko(1
pegando um N natural que seja maior que ambos ! 2 ) e 21+ 5).
— €

Exercicio: Seja {x,} uma seqiiéncia convergente com limite £. Mostre que a seqiiéncia {cos x,, }

sera convergente com limite cos /.
O préximo resultado diz que, se uma seqliéncia for convergente, entdo o limite sera unico.

Proposicao 2.12. Seja {x,} uma seqiiéncia convergente. Se

lim z, = ¢, e lim x, = {5,
n—oo n—oo

entdo {1 = 0.

. A 1 .
Exercicio: Mostre que a sequiéncia {n sen— » € convergente com limite 1.
n
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Definicao 2.20. Uma seqiiéncia sera dita divergente, se ela ndo for convergente.

Definicao 2.21. Se h : N — R for uma fungdo estritamente crescente e f : N — R for uma

seqliéncia, entdo a funcdo f o h : N — R serd dita uma subseqtiéncia de f.

Exemplo 2.22.

(a) Sejam h(n) = 2n e {x,} uma seqiiéncia. Entdo {x3,} € uma subseqiiéncia de {z,}

chamada subseqtiéncia dos pares.

(b) Seja h(n) =2n+ 1 e {z,,} uma seqiiéncia. Entdo {xs,.1} € uma subseqiiéncia de {x,}

chamada subseqiiéncia dos impares.

(c) Seja h(n) =n+p, p €N, e {x,} uma seqiiéncia. Entdo {x,,} € uma subseqiiéncia de

(d) A subseqiiéncia dos pares (impares) da seqiiéncia {(—1)"} é a seqiiéncia constante {1}

(resp. {—1}).

Proposicao 2.13. Se {x,} for uma seqiiéncia convergente com limite {, entdo toda subseqiiéncia

de {x,} serd convergente com limite (.

A Proposicao [2.13| é importante pois implica no seguinte critério negativo de convergéncia

que é bastante utilizado.

Proposicao 2.14. Se uma sequiéncia possuir duas subseqiiéncias convergentes com limites dis-

tintos, entao a seqliéncia sera divergente.
Exemplo 2.23. A seqiiéncia {(—1)"} € divergente.

Definicao 2.22. Uma seqiiéncia sera dita limitada se o seu conjunto de valores for limitado.

Caso contrdrio, a seqiiéncia sera dita ilimitada.

Observacao: Note que a Definicdo [2.22| é coerente com a definicdo de funcdo limitada dada
anteriormente (Definigdo [2.10)).

Exemplo 2.24.
(a) A seqiiéncia {HLH} é limitada.
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(b) A seqiiéncia {(—1)"} € limitada.
1

(c) A seqiiéncia {cos —} é limitada.
n

(d) A seqiiéncia {n} € ilimitada.

Proposicao 2.15. Toda seqiiéncia convergente é limitada.

Observacao: Note que, apesar de toda sequéncia convergente ser limitada, nem toda seqiiéncia

limitada é convergente (por exemplo, {(—1)"} ¢ limitada, mas ndo é convergente).

Proposicao 2.16. Seja {x,} uma seqiiéncia. Entdo {z,} serd convergente com limite O se, e

somente se, {|z,|} for convergente com limite 0.

Observacdao: Mostraremos mais tarde que se {z,} é convergente com limite ¢ entdo {|z,|}
é convergente com limite |¢/| mas n3o é verdade que se {|z,|} é convergente entdo {x,} é

convergente (basta ver o que ocorre com a sequiéncia {(—1)}").

Exemplo 2.25. Considere a seqiiéncia {r"}. Temos

(a) {r"} € convergente com limite 0, se |r| < 1;
(b) {r"} é convergente com limite 1, ser = 1;

(c) {r"} € divergente, se r = —1 ou |r| > 1. Sugestdo: Mostre que se |r| > 1, entdo {|r|"}

serd ilimitada.

Proposicao 2.17. Se {x,} for convergente com limite 0 e {y,} for limitada, entdo {z,y,} serd

convergente com limite (.

a1 , .

Exemplo 2.26. A seqiiéncia {— oS n} é convergente com limite 0.
n

Proposicao 2.18. Toda seqiiéncia {x,} crescente (respectivamente decrescente) e limitada é
convergente com limite sup{z,, : n € N} (resp. inf{z, : n € N}).
Exercicio: Mostre que a seqiiéncia {z,} dada por z; = V2, 2y = \2F 01, n > 2, 6
convergente e encontre o seu limite.
Proposicdo 2.19 (Propriedades). Sejam {x,} e {y.} seqiiéncias convergentes com limites ( e

Uy respectivamente e seja ¢ € R. Entao

36



(a) {cx, + yn} € convergente com limite cly + {5
(b) {x,y.} € convergente com limite {1/
(c) {zn/yn} € convergente com limite ¢, /ls, sempre que {5 # 0.
Proposicao 2.20. Sejam B C R e b € R um ponto de acumulagdo de B. Ent3o existe uma

seqiiéncia {b,} comb, € B, b, # b e lim b, = b.

n—oo
Proposicao 2.21. Se {x,} for uma seqiiéncia convergente e x, < 0, para todo n € N, entdo

lim z, <O0.
n—oo

Prova. Suponha que nlggo x, = £. Entao dado € > 0, existe N € N tal que
l—e<x,<l+e, ¥Yn>N.
Mas x,, < 0 por hipdtese. Portanto
(l—e<x,<0, Vn>N,
ou seja, ¢ < . Segue da arbitrariedade de ¢ que ¢ < 0 e a prova esta concluida. O

Corolario 2.1 (Teste da comparagdo). Se {z,} e {y,} forem seqiiéncias convergentes e x,, < y,
para todon € N, entdo

lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

Proposicao 2.22 (Teorema do Confronto). Sejam {x,} e {y,} duas seqiiéncias convergentes

com mesmo limite {. Se {z,} é um seqiiéncia tal que
Tn < 2p < Yn, VMEN,
entdo {z,} é convergente com limite (.
Prova. Dado € > 0, seja N € N tal que
(—e<x, <z, <yp<l+¢e, Vn>N.

Ent3o vale |z, — ¢| < € para todo n > N e, portanto, lim z, = {. Isto conclui a prova. O
n—oo
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Vamos considerar trés tipos de as sequéncias divergentes:

e aquelas que divergem para +oo,
e aquelas que divergem para —o0,

e aquelas que sdo limitadas mas nao sao convergentes.

Vejamos.

Definicao 2.23.

e Diremos que uma seqiiéncia {x,} diverge para +oc se, dado R > 0, existir N € N tal

que x, > R, para todon > N. Neste caso, escrevemos lim x, = +00.
n—oo

e Diremos que uma seqiiéncia {x,} diverge para —oo se, dado R > 0 existir N € N tal

que x, < —R, para todon > N. Neste caso, escrevemos lim x, = —oc.
n—od

e Diremos que uma seqiiéncia {x,} oscila, se ela ndo for convergente e n3o divergir para

400 ou para —oo.

Exemplo 2.27.
(a) {2"} diverge para +00, ou segja, lim 2" = +o0.
n—oo

(b) {—n} diverge para —cc, ou seja, lim —n = —o0
n—oo

(c) {1+senn} e {(—2)"} oscilam.
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Capitulo 3

Limite e Continuidade

3.1 Nocao Intuitiva

Vamos estudar o comportamento de uma fungdo f(x) para valores de = préximos de um
ponto p. Consideremos, por exemplo, a fungdo f(x) = x + 1. Para valores de = préximos de 1,

f(z) assume os seguintes valores:

x r+1| x+1
1,5 2,5 0,5 1,5
1,1 2,1 0,9 1,9
1,01 2,01 (0,99 |1,99
1,001 | 2,001 | 0,999 | 1,999
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flz) | flz)=z+1
tende 2¢
a?2 i

—1 x

quando x tende a 1

Da tabela vemos que quando x estiver préximo de 1 (de qualquer lado de 1) f(x) estard préximo
de 2. De fato, podemos tomar os valores de f(x) tdo préximos de 2 quanto quisermos tomando
x suficientemente préximo de 1. Expressamos isso dizendo que o limite da fungcdo f(x) = x + 1

quando x tende a 1 € igual a 2.

Definicao 3.1 (Intuitiva). Escrevemos

lim f(z) =L
T—p
e dizemos o limite de f(x), quando = tende a p, é igual a L se pudermos tomar valores de

f(z) arbitrariamente préximos de L tomando x suficientemente préximo de p, mas ndo igual a

p-

Observacao: Ao procurar o limite quando x tende a p n3o consideramos x = p. Estamos
interessados no que acontece préximo de p e a fungdo f(x) nem precisa estar definida para

x = p. Consideremos o seguinte exemplo.

2
—1

Exemplo 3.1. Encontre lim L .
x—1 1 — 1

x?—1

Observe que f(z) = ndo esta definida quando x = 1. Temos que para = # 1,

xr —

mz—lz(x—l)(x—i-l)

=+ 1.

rz—1 z—1
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Como os valores das duas fungdes sdo iguais para x # 1, entdo os seus limites quando z tende a

1 também. Portanto,

2
-1
lim © = 2.
=1 x — 1
2 -1
) sex #1 ) -
Exemplo 3.2. Seja f(x)=¢ z—1 Determine o limite quando x tende a 1.
0 se x = 1.

Observe que para x # 1 a fungdo f(x) € igual a funcdo do exemplo anterior, logo lirri flx) =2,
z—
o qual ndo é o valor da fungdo para = = 1. Ou seja, o grafico desta funcdo apresenta uma quebra

em x = 1, neste caso dizemos que a funcdo ndo €é continua.

Definicao 3.2. Uma funcdo f é continua em p se

e f(p) estd definida,

e lim f(z) existe,
T—p

e lim f(z) = f(p).

IE—)p
Se f nao for continua em p, dizemos que f é descontinua em p.
Exemplo 3.3.

(a) A fungdo f(z) =z + 1 é continua em x = 1.

x?—1

(b) A fungdo f(z) = ndo € continua em x = 1 pois ndo estad definida nesse ponto.

2
-1
. z sex#1 _ , .
(c) A funcdo f(z) = x—1 ndo € continua em x = 1 pois hn% flz) =2 #
0 sex =1 i

0= f(1).

3.2 Definicoes

Nesta secao vamos a dar a definicdo precisa de limite. Consideremos a seguinte fungao

f(x):{ 20 —1 sex#3

6 se x = 3.
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Intuitivamente vemos que lin})’ f(z) = 5. Quio préximo de 3 deverd estar x para que f(x) difira
z—

de 5 por menos do que 0,17

A distancia de x a 3 é |z — 3| e a disténcia de f(x) a 5 é |f(z) — 5|, logo nosso problema é

achar um nidmero ¢ tal que
se |z —3| <0, mas x#3 — |f(x) — 5] <0,1.
Se |x — 3| > 0 entdo = # 3. Logo uma formulagdo equivalente é achar um nidmero § tal que
se O0<l|zr—3| <4 = |f(z) —5] <0,1.
01
Note que se 0 < |z — 3| < 5 entdo

[f(z) — 5| =|(2x — 1) — 5| = |20 — 6] = 2]z — 3| < 0, 1.

. , 0,1
Assim a resposta serd § = ’T =0,05.
Se mudarmos o numero 0,1 no problema para um nidmero menor 0,01, entdo o valor de §
, 0,01 .. o .
mudard para § = —5 Em geral, se usarmos um valor positivo arbitrario , entdo o problema

serd achar um ¢ tal que
se O0<|zx—3|<¢ — |f(z) = 5] <e.

. £ , . .
E podemos ver que, neste caso, d pode ser escolhido como sendo —. Esta é uma maneira de dizer

que f(z) esta proximo de 5 quando x estd préximo de 3. Também podemos escrever
b—e< f(z)<b+e sempre que 3—0<x <3+, x # 3,

ou seja, tomando os valores de = # 3 no intervalo (3 — §,3 4 J), podemos obter os valores de
f(z) dentro do intervalo (5 —¢,5 + ¢).
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f(z)
estd 5
aqui

f(x):{ 20 —1 sex #3

6 se xr = 3.

346

quando x estd aqui

Definicao 3.3 (Limite). Seja f uma funcdo definida sobre algum intervalo aberto que contém
o nimero p, exceto possivelmente o proprio p. Entdo dizemos que o limite de f(z) quando x

tende p é L e escrevemos
lim f(x) =L

T—p

se para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que

O0<|z—p|<d — |f(z)—L| <e.

Interpretacao geométrica do limite.
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L+e /f

L=fp)— - /
L—e-——-/1
g
p—0 p p+d =z
lim f(z) = L = f(p)

Exemplo 3.4. Prove que hrr;(i%x —2)=4.
z—

Devemos fazer uma andlise preliminar para conjeturar o valor de §. Dado € > 0, o problema é

determinar ¢ tal que

se O<|z—2|<d

—

Néo existe o limite de f em p

|(Bx —2) — 4| <e.

Mas |(3z — 2) — 4] = |3z — 6] = |3(x — 2)| = 3|z — 2|. Portanto, queremos

Jlr—2| <e

ou
€

r—2| <=

-2 < 2

€
Isto sugere que podemos escolher § = 3

Provemos que a escolha de  funciona. Dado € > 0, escolha 6 = %. Se 0 < |z —2] <9,

entao

sempre que

sempre que

O<|z—2|<d

0<|z—2|<o.

|(3x—2)—4]:|3x—6|:]3(m—2)|:3]x—2|<35:3§:5.

Assim,
|3z —2) —4| < e

logo, pela definigdo, lim(3z — 2) = 4.

r—2

Exemplo 3.5. Prove que lim 22 = p°.
T—p

sempre que
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O préoximo Teorema garante que o valor L satisfazendo a definicdo € tnico.

Teorema 3.1 (Unicidade do Limite). Seja f uma fungdo definida sobre algum intervalo aberto

que contém o numero p, exceto possivelmente o proprio p. Suponha que

lim f(x) =Ly e lim f(z)= Ls.

T—p T—p

Entéo L1 = LQ .

Podemos dar a definicao precisa de funcao continua.

Definicao 3.4 (Continuidade). Sejam f uma funcdo e p € Dy. Entdo f é continua em p se

para todo ¢ > 0 existe um numero § > 0, tal que

z—pl<d = [flz)-flp)l<e,

ou seja, se e somente se,

lim f(z) = f(p),

T—p

Diremos que f é continua em A C Dy, se f for continua em todo ponto a € A. Diremos

simplesmente que f é continua, se f for continua em todo ponto de seu dominio.

Exemplo 3.6.
(a) A funcdo f(x) = 3x — 2 € continua em p = 2.
(b) A fungdo constante f(x) = k € continua para todo p.
(c) A funcido f(x) = ax + b € continua.
A seguinte propriedade serd til para determinar limites.
Proposicao 3.1. Sejam f e g duas fungdes. Se existe r > 0 tal que
f(z) = g(x), p—r<z<p+4+r, x#p, eseexiste limg(z)=1L,

entio existe
lim f(z) e lim f(z) = L.

T—p T—p
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Y |
Exemplo 3.7. Calcule lim :
rx—2 T — 2

Observe que para x # 2
-4 (z—-2)(x+2)

= =x+ 2.
T — 2 x—2 +
. - .. 1t —4
Sabemos que lim x + 2 = 4. Logo, pela proposi¢ao anterior lim =4.
T2 =2 I — 2
2% —4 49
. ~ —, . ,
Exemplo 3.8. Determine L para que a funcdo f(x) = x—2 seja continua em
L, x=2
p=2.
72
Como lim = 4 devemos tomar L = 4.
=2 I —

3.3 Propriedades do Limite

Suponha que lim f(x) = L; e lim g(z) = Ly. Entdo:
T—p T—p

e lim(f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z) = Ly + Lo.

T—p T—p T—p

e lim k f(x) =4k lim f(z) = k Ly, onde k = constante.
T—p

T—p

e lim f(z) - g(z) = lim f(z) - lim g(x) = Ly - Lo.

T—p T—p T—p

e lim =L se Ly#0.

Utilizando a propriedade do produto repetidamente obtemos:

lim[f(z)]" = [lim f(x)} = LY, onde n é um inteiro positivo.
T—p T—p

Para aplicar essas propriedades vamos usar os limites:

limz=p e lim & = k, k constante.
T—p T—p
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Exemplo 3.9. lim 2" = p", onde n é um inteiro positivo.
T—p

Exemplo 3.10. Calcule 11%(5:;;3 —8), [R:32].
T—

Exemplo 3.11. Calcule lim A (R :1/4]
plo .22 el 2 4 +37 '
h)* —
M’ (R :6].

Exemplo 3.12. Calcule lim
h—0

De forma mais geral temos as seguintes propriedades. Seja n é um inteiro positivo, entdo

e lim {/x = {/p, se n for par supomos que p > 0.

T—p

o lim {/f(x) = {L/glgig]lof(m), se n for par supomos que lim f(x) > 0.

T—p T—p

Exemplo 3.13. Calcule lim M, [R:1/2V3].

r—3 €xr —

V93
2 ’

Exemplo 3.14. Calcule Pr% [R:1/6].
—

Os préximos trés teoremas s3o propriedades adicionais de limites.

Teorema 3.2 (Teste da Comparagdo). Se f(z) < g(z) quando x estd préximo de p (exceto

possivelmente em p) e os limites de f e g existem quando x tende a p, entdo

lim f(z) < lim g(z).

T—p T—p

Teorema 3.3 (do Confronto). Sejam f, g, h funcdes e suponha que existe r > 0 tal que

(o) < g@) < hz),  para 0<|z—p|<r
Se
lim f(z) = L = lim h(z)
T—p T—p
entao
lim g{z) = L.

1
Exemplo 3.15. Mostre que lim 2*sen— = 0.
x—0 €x
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1 . 1

Como —1 < sen— < 1, multiplicando por z? temos —2? < 2%sen— < 2% Sabemos que
T T

) ) - ) 1

lim —z% = 0 = lim z*. Entdo, pelo Teorema do Confronto, lim z%sen— = 0.

z—0 z—0 z—0 T

Exemplo 3.16. Seja f : R — R tal que |f(z)| < 2% Vz € R.

(a) Calcule, caso exista, hH(l) f(z).
z—

(b) Verifique se f € continua em 0.

Segue do Teorema do Confronto a seguinte propriedade:

Corolario 3.1. Suponha que lim f(z) =0 e existe M € R tal que |g(x)| < M para x préximo
T—p
de p. Entédo
lim f(z)g(z)=0.

T—p

Exercicio: Prove que lim f(z) = 0 <= lim |f(x)| = 0.
T—p

T—p
. ) 1,2¢Q
Exemplo 3.17. Calcule lim z“g(x), onde g : R — R € dada por g(x) =
20 0, 2z€Q.

Exercicio: Calcule

1
. . . 2 _
(a) :lclgtl]:csenx, (b) }BILI[I)I' co8 -

Teorema 3.4 (da Conservagdo do Sinal). Suponha que lim f(z) = L. Se L > 0, entdo existe
T—p

0 > 0 tal que para todo x € Dy,
O<|z—p|l<d = f(x)>0.
Analogamente, se L < 0, ent3o existe 6 > 0 tal que pata todo x € Dy,

O0<|z—pl<d = f(x)<0.

Prova. Tomar ¢ = L na defini¢cdo de limite. U
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3.4 Limites Laterais

-1 z <0
Considere a seguinte funcao f(z) = ’
g ¢do f(x) { 1 e»o0.
f(z)
1
0 T
—1

Quando z tende a 0 pela esquerda, f(z) tende a —1. Quanto x tende a 0 pela direita, f(z)
tende a 1. N3o hd um nidmero (nico para o qual f(z) se aproxima quando x tende a 0. Portanto,

lin%) f(z) ndo existe. Porém, nesta situagdo podemos definir os limites laterais.
T—

Definicao 3.5 (Intuitiva).

e FEscrevemos
lim f(z) =1L

T—p~
e dizemos que o limite de f(x) quando = tende a p pela esquerda é igual a L se pu-

dermos tomar os valores de f(x) arbitrariamente préximos de L, tomando x suficientemente

proximo de p e x menor do que p.

e Escrevemos
lim f(x)=1L

z—pt

e dizemos que o limite de f(z) quando x tende a p pela direita é igual a L se puder-
mos tomar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L, tomando x suficientemente

proximo de p e x maior do que p.

49



h
|
|
|
.
'\H
T

1 3
@), |
x —>‘p “x 1‘0 “r x
lim f(r) =L lim flz)=1L

Definicao 3.6 (Limite Lateral Esquerdo).
lim f(z) =1L

T—=p~

se para todo € > 0 existe um § > 0 tal que
p—o<z<p = |f(r)—L|<e.
Definicao 3.7 (Limite Lateral Direito).

lim f(x)=L

a—pt
se para todo € > ( existe um § > 0 tal que
p<zr<p+0 = |[f(x)—L|<e.
Exemplo 3.18. Prove que zli)rél_‘_ Vo =0.
Seja € > 0. Queremos achar um ¢ > 0 tal que

Vo —0|<e sempre que 0<z<,

ou seja,
Vo <e sempre que 0<x<d,

ou elevando ao quadrado

r<e sempre que 0<zx<d.
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Isto sugere que devemos escolher § = £2. Verifiquemos que a escolha é correta. Dado € > 0, seja
d=¢2Se 0 <z <4, entdo

VI <V =e, logo Vo —0| <e.

Isso mostra que lim +/z = 0.
z—0t

Exemplo 3.19. Calcule lim m e lim ]:v_|
z—0t X z—0- X

Note que f(x) = J=l n3o esta definida em 0. Temos
x

z|  J 1, x>0
x -1, = <0.

lim m:limlzl e lim m:hm—lz—l.
=0+ X z—0 z—=0— T z—0

Portanto

Segue das definicdes de limites laterais o seguinte teorema.

Teorema 3.5.

lim f(z) =L = lim f(x) = lim f(z) = L.

T—p z—pt T—p~

Corolario 3.2. Segue do Teorema (3.5 que

e se f admite limites laterais em p, e

lim f(x) # lim f(z),

z—pt T—p~

entdo nao existe lim f(z);
T—p

e se f ndao admite um dos limites laterais em p, entdo nao existe lim f(x).
T—p
|z

Exemplo 3.20. Verifique se o limite lim — existe.
z—0 I
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Pelo exemplo anterior (Exemplo [3.19)),

2] 2]

Iim —=liml=1 e lim — =lim—-1=-1.
z—0t T z—0 z—=0- T z—0
T
Portanto nao existe lim —.
x—0

O conceito de limite lateral possibilita estender a definicao de continuidade para intervalos

fechados.

Definicao 3.8 (Continuidade em um Intervalo Fechado). Uma funcdo f € continua em um

intervalo fechado [a, )] se é continua no intervalo (a,b) e

lim f(z)=f(a) e lim f(z)=f(b)

z—at T—b—

Exemplo 3.21. A fung¢do \/2 — = € continua no intervalo (—oo, 2.

Exercicio: Calcule os limites, caso existam.

vr—4 sex >4,

8 —2x sex < 4.

z—0

@MMGMWL@HWMWWF{

3.5 Propriedades das Funcoes Continuas

Seguem das propriedades do limite, as seguintes propriedades das func¢des continuas. Sejam

f e g fungbes continuas em p e k = constante. Ent3o:

e f+g écontinuaem p.
e kf é continuaem p.
e f-g écontinuaem p.

o f é continua em p, se g(p) # 0.
g

Exemplo 3.22. f(x) = 2™, onde n € N, é uma fungdo continua.

Exemplo 3.23. Toda fungcdo polinomial é continua, pois é soma de funcbes continuas.
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Exemplo 3.24. Toda funcio racional é continua em p se o denominador ndo se anular em p,

pois uma fungao racional é quociente de duas fungées polinomiais.

Teorema 3.6. As fungdes trigonométricas sdo continuas.

o ™ . . :
Prova. Assumamos primeiro que 0 < x < 5 e consideremos a seguinte figura:

PAT
I \\O)% YU Area do A OPA < Area do setor OPA < Area do A OTA
ou seja
senx x tgux
5 <§<T portanto, 0<senz <z <tgwx.

Se z < 0, —z > 0 ent3o aplicamos a desigualdade para —z obtendo 0 < sen (—z) =
—sen z < —x = |z|. Dai —|z| < sen z < |z|. Como lin% +|z| = 0, pelo Teorema do Confronto,
z—

lim sen x = 0 e como sen0 = 0, concluimos que a funcdo seno é continua em 0.
z—0

Em geral, para qualquer p, temos que

|senz — senp| = )QSen<x ;p>cos(x—£p>‘ < 2)sen(x ;p)‘ < 2‘$ ;p‘ = |z —pl.

Como lim(x — p) = 0, pelo Teorema do Confronto temos que lim senz — senp = 0, ou seja,
T—p T—p

lim senz = senp. Logo a fun¢do seno é continua para todo p.
T—p

A prova da continuidade do cosseno é feita de maneira similar utilizando a igualdade cosx —

cosp = —QSen<x +p)sen<x —p)
B 2 2 /)

A continuidade das outras fung¢des trigonométricas seguem das propriedades das fungdes

continuas. 0

Teorema 3.7 (O Primeiro Limite Fundamental).

. SEN T
lim =1.
z—0 €T
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Prova. Ja vimos que para 0 < x < g vale a desigualdade 0 < sen z < x < tg z. Dividindo por
sen x

< 1, pois cosx > 0 para

<
sen T COS T

sen x obtemos 1 < e consequentemente cosx <

T
0< < —.
TS

e . .
Por outro lado, se —— < x < 0, aplicando a desigualdade a —z, obtemos cos(—z) <

w < 1. Utilizando a paridade das fung¢des concluimos que
—x
Cosx<senx<1, O<|:r|<g.
Como lim cosx = 1, pelo Teorema do Confronto, lim T 1. 0
x—0 z—0 €
. sendx
Exemplo 3.25. Calcule lim .
z—0 €T
lim sendx 5 im sen bx b g g sen u 5
z—0 z—0 bx u—0 U
2
Exemplo 3.26. Calcule lim sen
z—0 X
. sen’r  sen xsenx
lim = lim — =1
z—0 12 z—=0 X €T
tg(2
Exemplo 3.27. Calcule lim 22%)
x—0 €T
tg(2 2 2
lim 8122 _ 1y, Sen(22) =2
20 T 20  2x  cos(2r)
1
Exemplo 3.28. Calcule lim ﬁ
z—0 €T
. 1l—cosz . (1—cosz)(l+cosz) .. 1—cos’z 1
lim ——— = lim = lim
z—0 xr? z—0 2 1+coszx z—0 2 14+ cosz
sen’z 1 1
= lim = —.
a—0 2 14cosx 2
Exercicio: Calcule
21 . tg(2x)
(@) lim ————; im :
z—0 sen(3x) z—0 sen(3x)

Teorema 3.8.
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(a) A funcdo inversa de uma fungcdo continua é continua.

(b) As fun¢bes exponenciais e logaritmicas sdo continuas.

Comentario: (a) Sabemos que o grafico da fungdo inversa é obtido refletindo o da fungdo em

torno da reta y = x portanto, se o grafico de f n3o tiver quebra isto acontecerd com o de 1.

(b) Na se¢do definimos a fungdo exponencial a® de forma a preencher os buracos no
grafico de a”, onde x racional. Em outras palavras, a funcdo exponencial é continua pela propria
definicdo. Portanto, sua fungdo inversa log, x também é continua.

Inz
2 —

Exemplo 3.29. A fungdo f(z) =
e (1,+00).

N é continua em (0, +00) e x # 1, ou seja, em (0,1)

Teorema 3.9. Sejam f e g duas fungées tais que Im(g) C Dy e L € Dy. Se f for continua em

L onde lim g(x) = L, entdo
T—p

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(L).

Observagao: Nas condi¢des do Teorema acima, fazendo u = g(z), podemos escrever

lim f(g(x)) = lim f(u).

T—p u—L

Exemplo 3.30. Calcule

, 2 —1
(@) slcliq r—1

[R:v2]; (b) lim exp(l - \/E) (R: e (¢) lim B )’ — 16 R:—32].

1—=x z—1 3 —1

Uma propriedade importante das fun¢des continuas é enunciada no teorema a seguir e diz

que a composta de funcdes continuas ainda é uma func¢do continua.
Teorema 3.10. Se f for continua em g(p) e g for continua em p, entdo h = f o g serd continua

em p.

Prova. Como g é continua em p, temos que lim g(z) = g(p). Uma vez que f é continua em
T—p

g(p) podemos aplicar o Teorema anterior para obter

lim f(g(x)) = f(lim g(z)) = f(g(p)),
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ou seja f o g é continua em p. O
Exemplo 3.31. h(z) = sen(z?) é continua pois h(x) = f(g(z)), onde f(z) = sen x e g(x) = 2*
que sdo fungbes continuas.

Exemplo 3.32. Onde a fungdo h(x) = In(1 + cosx) € continua?

h(z) = f(g(z)), onde f(x) = Inz e g(z) = 1 + cosx que sdo fungdes continuas. Portanto,

pelo Teorema h(z) é continua onde estd definida. Agora In(1 + cosz) estd definida quando

1 4 cosz > 0. Assim, nao esta definida quando cosx = —1, ou seja, quando = = +7, +3m, ...

Exercicio: Calcule lin% g(2* — 4), sabendo que g é uma func3o continua.
T—

3.6 Limites Infinitos

) - 1 ) , .
Consideremos a fungdo f(x) = —- Quando z se aproxima de 0, z? também se aproxima de
x

1 . : : o
0 e — fica muito grande. De fato, os valores de f(z) podem ficar arbitrariamente grandes se
x

tomarmos valores de x préximos de 0. Para indicar este comportamento usamos a notacao

lim f(z) = 4+o0.
T—p

Definicao 3.9 (Intuitiva). Seja f uma funcdo definida a ambos lados de p, exceto possivelmente

no proprio p.

lim f(z) = 400,

T—p

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes tomando

valores de x suficientemente proximos de p.

lim f(z) = —o0,
T—p

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes, porém

negativos, tomando valores de = suficientemente préximos de p.

e Definicbes analogas no caso de limites laterais.
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1
Exemplo 3.33. lim —— = —o0.
z—0 X

2
Exemplo 3.34. Determine lim e lim )
23t —3 293~ —3

2

€ um

Para valores © > 3 préximos de 3, x — 3 € um numero positivo muito pequeno, e

numero positivo grande. Entdo intuitivamente lim = +o00. Analogamente, vemos que
z—3+t T —

) 2

lim

z—=3- T —

= —OQ.

Definicao 3.10 (Limite Infinito). Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto contendo p,

exceto possivelmente no proprio p. Entdo diremos que

e 0 limite de f(z) quando z tende a p é +oo se, dado K > 0, existir 6 > 0 tal que
f(z) > K para todo 0 < |z —p| <4,

e o limite de f(z) quando = tende a p é —oo se, dado K < 0, existir 6 > 0 tal que
f(z) < K para todo 0 < |z —p| < 0.

Exercicio: Escreva as defini¢cdes precisas dos limites laterais infinitos:

lim f(x) = o0, lim f(x) = —o0,
z—pt z—pt
lim f(z) = 400, lim f(z) = —oc0.
T—p~ T—p~

Definicao 3.11. A reta x = p é chamada de assintota vertical da curva y = f(z) se pelo

menos uma das seguintes condi¢oes estiver satisfeita:

lim f(x) = o0, lim f(z) = +o0, lim f(x) = 400,

T—p z—pT T—p~

lim f(z) = —o0, lim f(z) = —o0, lim f(z) = —o0.

T—p z—pt T—p—

1
Exemplo 3.35. Prove que lim — = +o0.
z—0t &

Dado K > 0, queremos achar § > 0 tal que

1
->K sempre que 0<x <,
x
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ou seja

1
T < 17 sempre que 0<x<od.

1 1
Isto sugere que devemos tomar § = T De fato, seja K > 0 escolha 6 = T Se 0 <z <9,

entao -
0<z<d = ->-=K.
x 0
O que mostra que lim — = 4o0.
z—=0t T
Exercicio: Mostre que
.1 o1
(a) lim — = —o0; (b) lim — = +o0.
a—0- T 20 |z

Propriedades dos limites infinitos. Seja L um nimero real. Temos:

lim f(2) = +o0 lin(f + g)(x) = +o0
" lmg@) =t T Hm(f - g)(a) = +o0

lim f(2) = L lin(f - g)(x) = +o0, L >0
"\ mg)=+oe | (s g)(e) = o0, L<0

li_r)n flz) = -0 '
b v = s 0K =

liin flz)=1L .
s = Il a)(0) = o0

T—+p

lim f(x) =L
ol o — Tim(f + g)(x) = —o0

lim g(z) = —co =P

{ lim f(z) = —o0 Im(f + g)(x) = —c0

° T—p _ T—p

lim g(x) = —c0 lim(f - g)(z) = +o0
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lim f(z) =L lm(f-g)(z) =—0c0, L>0

° T—p _— T—p
lim g(z) = —o0 lim(f - g)(x) = +o0, L <0.
T—=Pp T—p

Observagdo: As propriedades acima s3o validas se, em lugar de & — p, usarmos = — p* ou

xr—p .

Observacao: As propriedades acima sugerem como operar com os simbolos +00 e —oo. Assim,

por exemplo,

+00-(—o0)=—-00 e L-(—o0)=40c0 se L<O0.

Temos as seguintes indeterminacoes:

oo 0
- ) - - T ’ 0- ; ) ) 1007 00’ O'
+00 — (+00) 00 — (—o0) 0 — g 00
Exemplo 3.36. Calcule lim COSQm.
z—0
. COST )
lim = limcosz— = 1- (+00) = +o0.
z—=0 I z—0 X
2
Exemplo 3.37. Calcule lim ~—-—.
x—0 €T
. senxQ_ . senx? 1 “ 1 (4o0) = +
LEIE}(I) ,I‘4 o J?gI(l) IQ I2 o )= o0

A seguinte proposicao serd util para calcular limites.

Proposicao 3.2. Suponha que lim+ f(z) =0 e que existe r > 0 tal que f(x) > 0 (respectiva-
T—p
1
mente f(z) < 0) parap < x < p+r. Entdo, lim —— = +oo (respectivamente —cc.)
z—pt f(x)

Observacao: Vale um resultado analogo para © — p~ e para x — p.

Exemplo 3.38. Calcule os limites seguintes e interprete-os graficamente:

. 1 . 1 . 1
lim , lim , lim )
z—=1+x — 1 z—=1-x — 1 —1x —1
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Temos

e lim(x—1)=0= lim (z — 1);

r—1t T—1-

esexr >1 entaoxr—1>0;

esexr <l entiozr—1<0.

Portanto
. 1 . 1 : 1 .
lim =+o0; lim =—00 e lim nao existe.
a1t — 1 a—1-x — 1 =1 —
7?4+ 3z
Exemplo 3.39. Calcule lim .
z—2t 1% —4
i 22 + 3w _ 2%+ 3x , 1 2%+ 3x N 5 N
im —— = lim = lim —— =400 - = +o0.
es2t 22 —4 a2t (2 —2)(z4+2) a2t —2 242 2

3 —1
E | A40. Calcule lm ————.
xemplo 3.40 acuexir{{xz_zx%_l
-1 (z-1)(®+z+1)

= . Assim,
2?2 —2r+1 (x —1)2 ll

Observe que

3 —1

li li ! (2 +x+1) 3
im —— = lim ¢+ = —0:3=—00.
=122 =20 4+1 as1-z—1

Exercicio:

(a) Calcule os limites laterais lin?i tgx e esboce o grafico da fungdo f(z) = tg .
T—7/2

(b) Verifique que lim log, z = —o0, a > 1.

z—0

X

.. N X o ~
(c) Calcule os limites laterais lim e esboce o grafico da fungdo f(z) = :
z—1+ x — 1 r—1

3.7 Limites no Infinito

Vamos analisar o comportamento de uma fun¢do f(x) quando os valores de x ficam arbi-
2 _

22 +1

trariamente grandes. Consideremos a fun¢do f(x) = . Entdo f(z) assume os seguintes
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valores:

f(x)
0 -1
+1 0
+10 0,98
+100 |0,9998
£1000 | 0,99999

Observemos que, quando z for muito grande, entdo f(x) serd aproximadamente igual a 1. Este

fato pode ser escrito seguinte forma

lim f(z)=1 e lim f(z) =1.

r—r-+00 T——00

Definicao 3.12 (Intuitiva).
e Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (a,+oc0). Entdo

lim f(z)=1L

T—+00

significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente préximos de L tomando x

suficientemente grandes.

e Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (—oo, a). Entdo

lim f(z)=1L

T——00

significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente préximos de L tomando x

suficientemente grandes em valor absoluto, mas negativo.
Podemos estabelecer a definicdo precisa de limite no infinito.
Definicao 3.13 (Limite no Infinito).
e Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (a,+00). Entdo

lim f(x)=1L

T—+00

se, dado € > 0, existir R > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que x > R .
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e Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (—oo, a). Entdo

lim f(x)=1L

Tr——00
se, dado € > 0, existir R < 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que x < R .

Definicao 3.14. A reta y = L é chamada de assintota horizontal da curva y = f(z) se ou

lim f(x)=1L ou lim f(z)= L.

T—r+00 T——00

1 1
Exemplo 3.41. Temos lim — =0e lim — =0.
r—+o0 I T—>—00 I

Dado ¢ > 0, queremos achar R > 0 suficientemente grande tal que

1 1
r>R>0 = |f(x)—0|:‘——0':—<5.
X T

1
Tomando R = — > 0 temos
€

1 1
r>R>0 —= 0< - < = ==¢.
€T R

. .1 s
Portanto, segue da definicao que lim — = 0. A prova para x — —oo é andloga.
r—+o0 I

Observacao: As propriedades do limite dadas na secdo [3.3] sdo também vdlidas se x — p for
substituido por x — 400 ou x — —o0.

. 1 . L .
Exemplo 3.42. Calcule lim — onde n é um inteiro positivo.
x—>+oo

lim - — lim (1)71 —0.

x—>+oo " T—+oo \ I

. 1 . .
Em geral, temos que lim — = 0 onde r é um nimero racional positivo.
z—4oo 7

5 .4
1
Exemplo 3.43. Calcule lim m
a—+oo 22° +x + 1
2o+t (1 + 14 %) o 1+i4+ L 14040 1
im ——— = lim = = =
z——4o00 20 + 2 + 1 x—>+oo$5(2—|—x—14—|-x—15)

= 1m = = .
ot 2+ L+ L 24040 2
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) ) . o]
Um célculo andlogo mostra que o limite, quando x — —oo, também é 5

Observacao: A estratégia para calcular limites no infinito de uma func3o racional consiste em

colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x no denominador e numerador.

222+ 1
Exemplo 3.44. Ache as assintotas horizontais de f(x) = %
x
Consideremos © — +00, entao = > 0.
222 1 1 222+ 35) !x\ 2+x2 2+% 3
im ———— = lim ————— = i = lim Vs = —.
Agora, consideramos © — —o0, entdo x < 0.
222 + 1 ’SE‘ 24+ 2L ol 2+xl2 \/5
lim —————— = lim lim ————s— = ——.
2, 2
Logo, a reta y = ? € assintota para x — +too ey = —? € assintota para x — —o0.
Exemplo 3.45. Calcule lim (2 4 x)
T—+00 €T

sen T 1 1 1
Observe que ‘ < —, para z > 0. Como lim — = 0, pelo Teorema do Confronto,
’13‘ X r—+00 I
se se
lim e 0. Portanto, lim (2 + 1 x) =24+0=2.
r—=+00 T T—+00

1
Exemplo 3.46. Calcule lim xsen—.
T—+00 €T

1
Fazendo u = — temos que quando x — +oo, u — 0. Portanto,
x

lim zsen— = lim — senu = 1.
T—00 €T u—0 U

Exercicio: Verifique que lim a”* =0, a > 1 e que lirf a*=0,0<a<1
T——00 T—+00
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3.8 Limites Infinitos no Infinito

Utilizamos a notacao
lim f(z) =400

r——+00

para indicar que os valores de f(z) tornam-se tdo grandes quanto x. De forma andloga utilizamos

a notacao

lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0, lim f(x)= —oc.

T—+00 T——00 T——00

Exemplo 3.47. Encontre lim z?.

r—r-+00

Quando z torna-se grande, 22 também fica muito grande. Por exemplo, 10? = 100, 100? =
10.000, 1000% = 1.000.000. Portanto, podemos dizer que lim ? = +oo.

T—>+00
Podemos estabelecer a definicdo precisa de limite infinito no infinito.

Definicao 3.15 (Limite Infinito no Infinito). Seja f uma funcdo definida em algum intervalo
(a, +00).

lim f(x)=+o0

T—+00

se, dado K > 0, existir R > 0 tal que f(z) > K sempre que x > R .

lim f(zx)=—oc0

T——+00

se, dado K < 0, existir R > 0 tal que f(x) < K sempre que x > R .

A R X
y f() |
/ :
/ | K :
— 1 f(x)
Rz
D () = oo A, flo) = oo
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Exercicio: Escreva as definicGes precisas para x — —oo no infinito.

l v R '
f(z) | p P
| f(x) K
r R

Observacdo: Todas as propriedades de limites infinitos dadas na segdo[3.6]valem se substituirmos

T — p porxr — +00 ou xr — —0O0.

Observacao: Temos as mesmas indeterminacoes:

+00 — (+00), —o00—(—00), 0-00, E, — 1, 0% ool
00

Exemplo 3.48.

e Prove, usando a definicdo, que lim x = +o0.
T—r+00

e Segue das propriedades que lim z" = +oo, onde n € um inteiro positivo.
T—+00

Exemplo 3.49. Calcule lim (2% — ).

r——+00

Observe que temos uma indeterminacdo da forma oo — co. N3o podemos aplicar a propriedade

da soma. Contudo, podemos escrever

lim (22 —2) = lim z(z —1) = 400 - (+o0 — 1) = +o0.

r—r—+00 r—-+00

3
—1

Exemplo 3.50. Calcule lim i
a—+oo 202 + x + 1
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. P+ 31 B (1+ 35— %) 140—0
lim —— = lim T il — —
w0 222 + o+ 1 w0 22(24 1 + ) 2+0+0
3 _ 3 2 1
Exemplo 3.51. Calcule lim >0
z——oco 1 — 2u?
ot =322+ 1 o (1-2+ ) 1

Exercicio:

(a) Seja p(x) = ag + a1z + -+ - + a,x™, com a, # 0. Determine os limites lirin p(z).
T—>00

(b) Sejam p e ¢ polindmios, com ¢ # 0. Encontre os limites lim M
r—r+o0 q(m)

(c) Verifique que 1ir+n log, z = +00, a> 1.
T—>+00

(d) Verifique que lim a” =400, a>1eque lim a* =400, 0 <a< 1.

r—-+00 T——00

3.9 O Numero ¢

Definimos o ndmero e como o seguinte limite, assumindo que ele existe,

1\z
e = lim (1+—> }

r——+00 T

A partir deste limite vamos calcular outros limites que serdo (teis mais adiante.

Exemplo 3.52. lim (1 + l>x =e.
x

T——00

Fazendo x = —(t + 1), > 0, temos

() =0-) =+ (5F)

Para © — —o0, t — 400, assim

1 T t
lim <1 + —) = lim <1 + 1) <E> = e.
T——00 T t—+o00 t t



Exemplo 3.53. lim (1 + h)i =e.

li
h—0t

1
Fazendo h = —, temos que para h — 0+, © — 400, assim
x

=

lim (1—|—h> = lim (1+l)x:e.

h—0t+ T—+00

Analogamente, temos que

==

Exemplo 3.54. lim (1 n h) —e.
h—0—

Portanto,

1im<1+h>}1 =e.

h—0

Observacao: O ndmero e também pode ser definido como o limite acima e claramente as duas
definicGes sdo equivalentes.

h
1
€ — 1.

Exemplo 3.55. lim
h—0

Fazendo u = e¢" — 1 ou h = In(1 + u) temos

Para h — 0, u — 0, assim

Observacao: O nimero e também pode ser definido como um nimero tal que satisfaz o limite

acima.

3.10 Outras Propriedades das Funcoes Continuas

No caso particular de fun¢bes continuas o Teorema da Conservagdo de Sinal tem a seguinte

forma.
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Teorema 3.11 (da Conservagdo do Sinal para Fungdes Continuas). Seja f continua em p. Se

f(p) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que para todo = € Dy,
lt —p|<d = f(z)>0.
Analogamente, se f(p) < 0, entdo existe § > 0 tal que para todo x € Dy,

lr—p|<d = f(x) <O.

Além do Teorema da Conservagao do Sinal acima vamos apresentar trés Teoremas importantes
envolvendo fun¢des continuas. Consideraremos f : [a,b] — R nos resultados desta se¢do e quando
dizemos que f é continua em [a, b], queremos dizer que f é continua em (a,b), lim = f(a) e

z—at

lim = f(b).

z—bt

Teorema 3.12 (do Valor Intermediario). Se f for continua e se v pertencer ao intervalo aberto
de extremos f(a) e f(b), entdo existird c € (a,b) tal que f(c) = .

O TVI estabelece que uma fun¢do continua assume todos os valores intermediarios entre os
valores f(a) e f(b). Geometricamente, o TVI diz que se for dada uma reta horizontal qualquer
y = entrey = f(a) e y = f(b), como mostra a figura abaixo, entdo o grafico de f intercepta
a reta y = 7y pelo menos uma vez. Observe que o TVI ndo é verdadeiro em geral para fungdes

descontinuas.

Como um caso particular do TVI temos
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Teorema 3.13 (de Bolzano ou do Anulamento). Se f for continua e f(a) e f(b) assumirem

sinais contrarios, entdo existird ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Uma aplicagdo do teorema é a localizagcdo de zeros de uma fungdo.

Exemplo 3.56. Mostre que 23 — 42 + 8 = 0 tem pelo menos uma soluc3o real.

Seja f(z) = 2°—4x+8. Temos que f é uma fungdo continua e como f(0) =8 > 0e f(—3) = —7
pelo Teorema do anulamento existe ¢ € (—3,0) tal que f(c) = 0, ou seja, ¢ € uma solugdo da

equacgao.

Exercicio:

(a) Existe um nimero que é exatamente um a mais que seu cubo? [R: sim, para algum
z € (—2,0)]

(b) A equagdo cosx = x tem pelo menos uma solugdo? e a equagdo 2 tgx — = = 17 [R: sim,
para algum z € (0,7/2); sim, para algum x € (0,7/4)]

Teorema 3.14 (de Weierstrass ou do Valor Extremo). Se f for continua, entdo existirdo x1,xs €
[a, b] tais que
f(z1) < f(x) < f(xs), para todo x € [a,b].

Observacao: Neste caso, dizemos que f(z1) € um valor minimo de f no intervalo [a,b] e f(x2)
é um valor méximo e, [a, b]. O Teorema de Weierstrass diz que, se f for continua em um intervalo

fechado e limitado, entdo f assumird os valores mdximo e minimo neste intervalo.

Se o intervalo n3o for limitado o teorema de Weierstrass ndo vale necessariamente, por exem-
plo, f(z) = 2® n3o é limitada em [0, +00). Se o intervalo n3o for fechado, o resultado também
pode n3o ser vélido, por exemplo, a fungdo identidade f(x) = x n3o possui valor maximo nem
valor minimo em (0, 2). Se a fungdo n3o for continua, o resultado também n&o precisa valer, por

2 sexr=1
exemplo, considere a fun¢do f(z) =< z sel<xz <3

2 sex=3.

Como uma conseqliéncia do Teorema do Valor Intermediario e do Teorema de Weierstrass,
obtemos o seguinte resultado
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Corolario 3.3. Sejam f : [a,b] — R uma funcdo continua, m = min{f(z) : = € [a,b]} e
M =max{f(z) : x € [a,b]}. Entdo Im(f) = f([a,b]) = [m, M].

1
272

Exercicio: Prove que o conjunto A = {mQ +—-; =<z< 2} admite maximo e minimo.

3.11 *Limite de Funcoes e Seqiiéncias

lim f(z) = L.

r—b

Consideremos f : B C R — R uma fun¢do e b um ponto de acumulagdo de B. Suponhamos
que lim,;, f(x) = L. Podemos nos aproximar de b por pontos de B distintos de b. Seja {b,}
uma seqliéncia tal que b, € B, b, # b e lim b, = b. Entdo podemos construir a sequiéncia

n— o0
{f(bn)} e perguntar se esta seqiiéncia é convergente, ou seja, existe o limite

lim f(b,) = L? (3.1)

n—oo

Em outras palavras, quando nos aproximamos de b por pontos b, de B, com b, # b, é verdade
que f(b,) se aproxima de L? Quando isto ocorre para qualquer seqiiéncia f(b,), isto é, quando
existe um Unico L tal que vale (3.1)) para toda seqiiéncia f(b,), dizemos que L é o limite de f

em b e escrevemos

lim f(z) = L.
z—b
. 2% — 4z ~ Lo
Exemplo 3.57. Seja f : R\{1,2} — R dada por f(z) = ot Ento o limite de f(x)
z? — 3z

quando x — 2 é 4.

Embora tenhamos 2 ¢ Dy no Exemplo [3.57, podemos nos aproximar de 2 por pontos z de Dy,
2x

rz—1

com z # 2. Observe que, quando = € Dy se aproxima de 2, com z # 2, a fungdo g(z) =

se aproxima de 4. Entdo escrevemos

. 222 — 4dx ) 2 x—2 . 2z

lim ——— = lim . = lim = 4.

e=2 22 -3 +2 +22x—-1 2—-2 a-2zx-—1
——

9()
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Exemplo 3.58. Seja f : R\{0} — R dada por f(z) = L Entio o limite de f(z) quando

. | z]
x — 0 ndo existe.

Embora 0 ndo pertenca a Dy no Exemplo[3.58, podemos nos aproximar de 0 por pontos de Dy.

1)m
Note que, tomando b,, = (=1
n

{f(bn)} = {(=1)"} n&o é convergente e, portanto, o limite de f(x) quando z tende a 0 n3o

, temos b,, € Dy, b, # 0 e lim b, = 0. Entretanto a seqiiéncia
n—oo

existe.

A nocdo intuitiva de limite usando sequéncias se relaciona a definicdo precisa de limite da

forma seguinte.

Proposicao 3.3. Sejam f: B — R uma funcdo e b € R um ponto de acumulacdo de B. Se

lim f(z) =L

r—b

entdo, para toda seqiiéncia {b,} comb, # b, b, € B e lim b, =D,
n—oo

lim f(b,) = L.

n—oo

Observacao: Vale, também, a volta na proposicao acima, isto é,

Se, para toda seqiiéncia {b,} comb, #0b, b, € B e lim b, = b, tivermos

n—oo
Tim f(bn) = L,
entdo
lim f(z) = L.
z—b

Enunciamos este resultado apenas para mostrar que o caminho adotado para entender limite é,

de fato, equivalente a definicdo precisa e ndo faremos a prova deste resultado aqui.

Observacoes: Sejam f : B — R uma funcdo e b € R um ponto de acumulagdo de B e

suponhamos que exista liIIll) f(z) = L. Note que
z—>

e Pontos de B préximos, mas distintos, de b s3o levados pela funcdo f em pontos préximos
de L.
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o lin}) f(z) = L significa que, uma vez especificado o erro € > 0, para todo z suficientemente
T—
préximo de b (isto é, 0 < |z —b| < &) em B, o erro cometido ao aproximarmos L por f(x)

€ menor que ¢.

o E preciso excluir o ponto b mesmo que este pertenga ao dominio da fun¢do (por exemplo

f(x) =1sex e R\{1} e f(1) =2).

e Nao é possivel abrir mao do fato de que b deve ser um ponto de acumulacao de B, pois
precisamos nos aproximar dele por pontos de B distintos de b o que equivale a b ser um

ponto de acumulacdo de B.

A proposicdo abaixo segue imediatamente do fato de que limites de seqliéncias sdo Unicos

(Proposicdo 2.12)) e da Proposicdo [3.3]

Proposicao 3.4. Sejam f : B — R uma fungcdo, b € R um ponto de acumulacdo de B e

suponha que o limite linll) f(z) existe. Entdo o tal limite é dnico.
z—

Também segue da Proposicao |3.3| o seguinte critério negativo para existéncia de limite.

Proposicao 3.5 (Critério Negativo). Sejam f : B — R uma funcdo e b € R um ponto de
acumulagdo de B. Se, para alguma seqiiéncia {z,} com z,, € B, x,, # b e lim x, = b, a
n—oo

seqiiéncia { f(x,)} ndo for convergente, ent3o o limite liH}) f(z) ndo existird.
T—

Exercicio: Mostre que

r— 2
|z — 2|

(a) o limite de f(x) = quando x — 2 n3o existe.

2
_ +2, x>-1 .
(b) o limite de f(z) = X v quando x — —1 n3o existe.
2¢+1, z< -1

~ . . A | 1
Exemplo 3.59. Nio existem os limites lim — e lim —. Basta observar que, para x,, = —, as
z—0 z—0 2 n

seqiiéncias {n} e {n*} sdo ilimitadas e, portanto, ndo sdo convergentes.

Definicao 3.16. Seja f : B — R uma fungio.

e Se b € R for um ponto de acumulagdo de C' = BN (b,00) (D = BN (—o0,b)), entdo b
serd dito um ponto de acumulagao a direita (resp. a esquerda) de B.
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e Se o limite

lim f| . (z) = L* (resp. hE},f‘D(x) =L")

r—b
existir, diremos que L™ (L~) € o limite lateral a direita (resp. 3 esquerda) de f quando

x tende a b.

Notacao: Escrevemos

lim f(z) :=lim f‘c (resp. xhj?_ f(z) ;= lim f!D

x—bt x—b x—b

Proposicao 3.6. Sejam f : B — R uma fungdo e b € R um ponto de acumulagdo a direita e a

esquerda de B. Entdo o limite lim f(x) existird se, e somente se, os limites laterais
z—b

lim f(z)=L" e lim f(z)=L"

z—bt T—b—
existireme LT = L.
Definicao 3.17. Sejam f : B — R uma fungdo e b € B. Diremos que f € continua em b, se

valerem uma das seguintes afirmagoes:

e b ndo é um ponto de acumulacio de B;

e b € um ponto de acumulagio de B e lim f( ) = f(b).
x—b

Segue da definicdo acima que se f : B — R for uma fun¢do e {z,} for uma seqiiéncia

convergente com limite b, entdo a seqiiéncia {f(z,)} serd convergente com

lim f(z,) = f(b).

n—oo

Teorema 3.15. Sejam f uma funcdo e (x,)nca uma seqiiéncia de elementos de Dy tal que
T, —p e x,#p VneA Entdo

lim f(z) =L = lim f(z,)=1L.

T—p n—00

Segue diretamente do teorema o seguinte coroldrio.
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Corolario 3.4. Seja f uma funcdo. Se existem seqiiéncias (x,)nca € (Yn)nea de elementos de

Dy tais que
Tpn — P, Tpn#p,VneA
Yn — D, YnFp,VneA
e
lim f(z,)=Li e lim f(y,) = Ly, L1 # Lo,
n—ro0 n-r00
entao
3 lim f(x).
T—p
1, 2€Q

Exemplo 3.60. Seja f(z) = { Mostre que P lim f(z),VpeR .
T—p

0,2¢Q
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Capitulo 4

A Derivada

4.1 Motivacao e Definicao

Seja x = f(t) uma equa¢do horaria do movimento de uma particula sobre a reta real z. Ent&o
f(t) descreve a posicdo da particula no instante ¢, para cada t € R. A velocidade média da

particula entre os instantes t;, e t ¢ dada por

distancia percorrida  f(t) — f(to)
tempo decorrido ~ t—t,

e a velocidade instantanea ou simplesmente velocidade da particula no instante ¢, é dada por

v(tg) = lim F(t) = lto) :

t—tg t— 1ty

(4.1)

Logo, a velocidade instantanea, v(ty), é o limite, quando ¢t — t,, das velocidades médias da

particula entre os instantes ty e t. Verifiquemos este fato intuitivamente.

Consideremos a seguinte figura.

75



Para cada ¢, a reta T} que passa por (to, f(to)) e (¢, f(t)) e tem coeficiente angular my,

pode ser descrita pela equagao
y — f(to) = mu(s — to), se€R

onde
f(t) = f(to)
t— 1o ’

Assim, o coeficiente angular da reta 7, determina a velocidade média da particula entre os

my =

instantes ¢ e {g.

Notemos que, quando t se aproxima de gy, a reta 7; “tende” a posicao da reta 7', ou seja,
quando t — ty, o coeficiente angular, m;, da reta 7; tende para o valor do coeficiente angular,

m, da reta T. Logo
- S

t — tg —
t— 1o

ou seja

A0S
t—to t— to

Isto mostra que a velocidade instantdnea da particula dada pelo coeficiente angular da reta 7' é,

de fato, o limite das velocidades médias dadas por m;.

Fazendo a mudanca de variavel t =ty + h, temos

t =ty <= h — 0.
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Portanto a equacdo ({4.1)) pode ser re-escrita como

f(to+h) — f(to)
- .

o) =

Agora, podemos dar a definicdo seguinte.

Definicdo 4.1. Sejam f uma funcdo e p € Dy um ponto do seu dominio.

e Quando existir o limite
i L@ =IO

T—p r—7p

diremos que L € a derivada de f em p e escreveremos

f'p)=1L.
Neste caso,
vy S =flp) . fle+h) = fp)
e

e Quando f admitir derivada f'(p) em p, diremos que f € derivavel ou diferenciavel em

p.

e Quando f admitir derivada f'(p) em todo pontop € A, A C Dy, diremos que [ é
derivavel ou diferenciavel em A C Dy.

e Quando f admitir derivada f'(p) em todo ponto p € Dy, diremos simplesmente que f €

derivavel ou diferenciavel.

Exemplo 4.1. Seja f(x) = 22? — 3. Entdo

Por definicdo )
£(0) = lim J) = JO) i 207 o = 0,

h—0 h h—0 h h—0
2+h)— f(2 2(2 4+ h)? —
£2) = tim LEEN =) 22D =8 s o=,
h—0 h h—0 h h—0
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e em geral, para qualquer p,

- flp+h)—flp) . 2(p+h)?*—2p*
/ JR— N JR— —
fi(p) = lim - = lim - = lim dp + 2 = 4p.

Exemplo 4.2. Mostre que f(x) = |x| ndo € derivdvel em 0.

Vejamos que f'(0) = }llir% M n3o existe. Calculemos os limites laterais
—
. h=0 . —h-=0
hlgggr h Loe hligl— ho -1
f(h) — f(0)

Portanto n3o existe lim

ou seja, nao existe f'(0).

Conforme vimos, podemos interpretar a derivada como a inclinagdo da reta tangente ao gréfico

de uma funcao.

Definicao 4.2 (Reta Tangente e Reta Normal). A equacdo da reta tangente a uma curva
y = /(x) no ponto (p, f(p)) é dada por

y—f(p) = 1)@ —0p).

Definimos a reta normal a uma curva y = f(x) no ponto (p, f(p)) como a reta que € perpen-

dicular a reta tangente nesse ponto.

. , 1 ~
Se f'(p) # 0, entdo o coeficiente angular da reta normal é —m e sua equacao
p
F(p) = 7~ (e — 1)
y—flp) =~ T —p
f'(p)



Se f'(p) = 0 ent3o a equagdo da reta normal serd = = p.

Exemplo 4.3. Seja f(z) = 22 — 3. Determine a equacio da reta tangente ao grafico de f nos

pontos

(a) (0, f(0)); (b) (2, f(2)).

(b) Ja vimos que f'(2) = 8. Portanto, a equacgdo da reta tangente é y — 5 = 8(xz — 2) e a equagdo

da reta normal é y — 5 = —g(x —2).

Exemplo 4.4. Determine a equacdo da reta tangente ao grdfico de f(x) = 2x? — 3 e paralela a
reta y = 2x + 3.

Pela condicdo de paralelismo, devemos ter que

1
f'(p)=2 ou 4p = 2, logo p= 5

Portanto a equac¢do da reta tangente é
1 1 1 _ 5 1
v=1(E) = r@)e-3) s wrg=2a-3)

Taxas de Variacao: Uma outra interpretacdo da derivada é como uma taxa de variagdo. Con-
sideremos o problema de uma particula que se desloca sobre o eixo x com funcdo de posicio
x = f(t). Entdo definimos a velocidade instantdnea como o limite das velocidade médias em
intervalos cada vez menores. Deste modo, a velocidade instantanea da particula no instante ¢

é dada por

De maneira andloga, a aceleracao média da particula entre os instantes ¢ e t + At é dada por

v(t + At) —o(t)
At ’

onde v(t + At) — v(t) é a variacdo da velocidade entre os instantes t e t + At, e a aceleracao
instantanea ou simplesmente aceleracao da particula no instante ¢ é dada por
v(t + At) —v(t)

a(t) = lim At =v'(t) = f(t).
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Exemplo 4.5. Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que, no instante t, a posicdo x é

dada por x = t2, t > 0,onde t é dado em segundos e x é dado em metros.

(a) Qual a velocidade da particula no instante t ?

(b) Qual a aceleracdo da particula no instante t 7

A velocidade é dada pela derivada da fun¢do posicado, logo

o (t+h) =t
v(t) = llg% ’ = 2t,
e a aceleracao é a derivada da velocidade,
2(t+ h) — 2t
a(t) = }lg]% h = 2.

Assim, se y = f(x) for uma fun¢do posicdo, a taxa de variagdo representa a velocidade.
Suponhamos agora que uma quantidade y depende de outra quantidade x, de modo que y é uma

funcdo de z, ou seja y = f(z). A taxa média de variagcao de f entre x e = + Ax é dada por

flz+ Az) — f(z)
Ax '

A taxa de variacao (instantdnea) de f em z é dada por

. flz+ Ax) = f(z)
AI;:IEO Az

e coincide com a derivada f'(z) de f em z.

Observacao: A taxa de variacdo tem uma interpretacio especifica dependendo da ciéncia a qual

se refere. A seguir alguns exemplos:

e Suponha que a massa m de uma barra ndo homogénea seja uma funcdo do comprimento,
m = f(z). Entdo definimos a densidade linear p como taxa de varia¢do da massa em

relagdo ao comprimento, ou seja, p = f'(x).

e Se uma substancia é mantida em uma temperatura constante, entdo seu volume V' depende

de sua pressdo P, ou seja, V(P). Podemos considerar a taxa de variagdo do volume em
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relacdo a pressdo, ou seja, V/(P). A compressibilidade isotérmica é definida por 5 =

1 !
—=V(P).

e Seja n = f(t) o nimero de individuos em uma populagdo no instante ¢. Entdo a taxa de

variacao da populacao com relacdo ao tempo é chamada taxa de crescimento.

e Suponha que C'(x) seja o custo total que uma companhia incorre na producgio de = unidades
de um produto. A taxa de variacao do custo em relacdo ao nliimero de itens produzidos é

chamado de custo marginal.

4.2 A Derivada Como uma Funcao

Definimos a derivada de uma fungdo f em um nidmero fixo p. Se substituirmos p por uma

variavel x, obteremos

o) — i SO = f)

h—0 h
Dado um ndmero x para o qual esse limite existe, atribuimos a = o nimero f’(x), obtendo uma
nova funcdo f’, chamada derivada de f. O dominio da funcdo f’ é o conjunto de pontos onde

este limite existe.

Exemplo 4.6. Calcule a derivada de f(x) = /x — 1 e determine o dominio de f’.

flx+h)— f(x) Ve+h—1—yr—1

o L
Fo=m= ~in h
:hm(m+h—1)—(aj—1) 1
h0 h Ve+h—1+4xr—1
1 1

= lim = .
=0z +h—1+vVz—1 2y/r—1

Notacdes alternativas. Seja y = f(z), onde f é uma func¢do derivdvel. Podemos escrever,

alternativamente,

)=y =2 =Ly =T = L sy = Df(r) = Duf(o)

para denotar a derivada de y ou f em relacdo a variavel x .
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O simbolo dy/dx ndo é um quociente; trata-se simplesmente de uma notagdo. Utilizando a

notacdo de incremento, podemos escrever a definicao de derivada como

dy .. flz+Ax)— f(z)
%_Alirgo Az '

Dai, tomando Ay = Af = f(x + Az) — f(x), podemos escrever

df . Af
— = lim —

Y _ o Y
dr  Az—0 Az’

= 11m
dr Az—0 Ax

O seguinte Teorema estabelece uma relacdo entre continuidade e diferenciabilidade.

Teorema 4.1. Se f for uma funcdo diferencidvel em p € Dy entdo f serd continua em p.

Prova. Devemos mostrar que lim f(x) = f(p) ou equivalentemente que lim f(x) — f(p) = 0.

Escrevemos o ) — £(0) o
z)— f(p
F@) = 1) = = ),
Assim
tin 1 0) ) = i PO ZI0 (oyy yy SOZTO 0y = 0 0
Portanto f é continua em p. U

Observacdo: Note que n3o vale a reciproca. A funcdo f(z) = |z| do Exemplo é continua
em x = 0 mas nao é diferencidvel em z = 0.
2 x <1,

2 z>1

Exemplo 4.7. A fungdo f(x) = { € diferenciavel em v = 17

Comoo lim f(z)=1e lim+ f(x) =2, f(x) ndo é continua em = = 1, logo n3o é diferenciavel
T—1~ z—1
emx = 1.

1
r?sen— 1z # 0,
x

0 =0

Exercicio: A fungdo f(x) = é diferencidvel em =z = 07

82



4.3 Foérmulas e Regras de Derivacao

Teorema 4.2 (Férmulas de Derivagdo). Sdo vdlidas as seguintes férmulas de derivacdo

(3) f(x) = k, k constante —> f'(x) = 0,
(b) f(z) = 2" —> f'(z) =na""', n um inteiro positivo,

() f() =2/ — YT — f'(z) = %xil, n un inteiro positivo,
(d) f(z) =senz = f'(z) = cosu,

(e) [(x) =cosz = f'(z) = —sen z,

(f) f(z)=e" = f'(z)=e",

(g) f(x) =z — f(x):é, ©>0.

Prova. Prova do item (b). Lembremos que
Yy a2 = (y—2) (" Y P e by R ™),
Entao,

n n

f'(z) = lim vy Hm(y" ' +y" e+ oy 2+ 2" ) = na

y—=zr Y — T Yy—T

Prova do item (c). Fazendo u = {/y e v = {/x temos que quando y — x, u — v. Assim

VY — - 1 1 1 1 1
f’(x):hm\/_—ﬁ:' w=v ; _ — -1

y—r Y — X u—v Y — " u—v

Prova do item (d).

sen Yy — sen r

f(x) = lim = lim -
y—x Yy— y—x Yy—x y—x

Prova do item (e). Andloga ao item (d).
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Prova do item (7).

. ) " et —1
pois, como vimos na se¢ao |3.9, lim =1.
h—0 h

Prova do item (g).

. In(z+h)—Inz 1 x+h
/ — —_ —
flo) = Jim = —— = fim 3 n(=—=).
h .
Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim
x
h\ % 1 11
limln<1+—>hzlim—ln(1+u)“:—lne:—,
h—0 x u—0 I x x

1
pois, COMo vimos na secao , lim (1 + u) v =e.
u—0

O seguinte Teorema fornece regras para calcular derivadas.

Teorema 4.3 (Regras de Derivagdo). Sejam f e g fungbes derivaveis em p e k uma constante.
Entao

(a) kf serd derivavel em p e

(kf)(p) =kf'(p), (Regra do Miiltiplo Constante)

(b) f+ g serd derivdvel em p e

(f+9)(p) = f(») +d(p), (Regra da Soma)

(c) fg serd derivavel em p e

(f9)'(p) = f'(p)g(p) + f(p)d'(p), (Regra do Produto)
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f

(d) (—) serd derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos
g

, (Regra do Quociente).

N Fe) = f(p)d (p)
(5) (») =

Exemplo 4.8. f(x) =28 + 122° — 62 +2 = f'(x) = 8z7 + 602" — 6.

Exemplo 4.9. f(z) =xcosx = f'(x) = cosz — xsen z.

% —2 22(2% + 6) — (2? — 2)32?
> / =
a6 @ (3 + 6)2

Exemplo 4.11. f(z) =2 = f'(z)=-nz™™', 2z #0, n um inteiro positivo.

Exemplo 4.10. f(x) =

Exemplo 4.12. f(z) =log,z = f'(x) = 11 , x> 0.
rima

1
Segue utilizando a mudanca de base log, x = ln_x
na

xT

Exemplo 4.13. Encontre a equacdo da reta tangente a curva y = % no ponto (1,%).
x
dy e (1—z)* . dy <
Como —— = ———, a inclinagao da reta tangente em (1,%) é —=(1) = 0. Logo a equacgao
dl' (1 + x2)2 T g ( 2) d:B( ) g q T

da reta tangente é y = £.

Exercicio: Calcule f'(z) sendo

(a) f(z) = tg x; (0) f(x) = a0+ a1z + aga® + - + ap 2™
© f@) =12 (@) fa) = (Y +seca)

Exercicio: Seja y = 422 + xy/z. Calcule a derivada em relacio a z.

n ds
Pl Calcule e

Exercicio: Seja s =

4.4 A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma férmula para achar a derivada de uma fungao composta

h = f o g em termos das derivadas de f e g.
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Teorema 4.4 (Regra da Cadeia - RC). Sejam y = f(x) derivavel e x = ¢(t) derivavel com
Im g C Dy. Seja h = fog. Entdo h é derivavel e vale

R'(t) = f'(g(t)g'(t), para todot e D,. (4.2)

Notacdo alternativa. Nas condi¢cdes do Teorema [4.4] temos

)=o) = L= @)= )

i (4.3)
r=yg(t) = I g'(t).
Por outro lado, h(t) = f(g(t)) = f(x) =y ou seja y = h(t). Portanto
dy _ .,
i h'(t). (4.4)

Dai, substituindo (4.3)) e (4.4) em (4.2), obtemos

dy dy dx
pril e para todo t € D, .

Comentarios sobre a prova da Regra da Cadeia. Seja h = f o g. Se assumimos que
g(t) # g(to), para t préximo de tg, entdo,

B (to) = lim flo®) = flolto) _

t—to t—to t—to g(

No caso geral, uma outra prova devera ser feita.

Exemplo 4.14. Calcule a derivada de h(t) = cos(\/1).

Fazendo g(t) = v/t e f(z) = cosz, entdo h(t) = f(g(t)), ¢'(t) = 2%/%, f'(x) = —sen z. Pela

Regra da Cadeia,
1

NG

Observacao: Observe que ao aplicar a Regra da Cadeia diferenciamos primeiro a funcdo de fora

H(t) = f'(9(1))g'(t) = —sen(Vt)

f e avaliamos na func¢3o de dentro g(x) e entdo multiplicamos pela derivada da fun¢&o de dentro.
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Exemplo 4.15. Calcule a derivada de h(t) = In(4t — 2).

Fazendo g(t) = 4t — 2 e f(z) = Inx, entdo h(t) = f(g(t)), g (t) = 4, f'(x) = l Pela Regra
x
da Cadeia,

Exercicio: Calcule f/(x) se

(a) f(x) = (z* — 32+ 7)"; (b) f(x) =sendux.

Exercicio: Sejam [ : R — R derivdvel e g(z) = f(tgz). Calcule ¢ (g) supondo que
fa)=2

Exemplo 4.16. Se f(x) = e = f'(x) = ae®.

Exemplo 4.17. Calcule a derivada de f(x) = sen(cos(e”)).

Podemos usar a Regra da Cadeia para derivar a funcdo exponencial de qualquer base. Seja

a > 0 uma constante com a # 1. Escrevemos a® = e!"%" = ¢*!"% e pela Regra da Cadeia

d x d rlna rlna

—a® = —e =e (zlna) = e*™Ina = a”Ina.

dx dx dx

Logo

(a*) = a”Ina.

Também podemos provar a Regra da Poténcia. Seja av uma constante e z > (. Escrevemos

1% = P = @I ¢ pela Regra da Cadeia
d d . I 1 1
_ma:_eanx:eanx_ alnz :xaa—:axo‘_.
dx dx dx( ) x

Logo

(z*) = ax®~! para todo x > 0.

Exercicio: Prove a Regra da Poténcia para x < 0.
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Regra da Poténcia combinada com a Regra da Cadeia: para qualquer nimero « e g(x)

diferenciavel, temos

d
Exercicio: Calcule &y se
dx

@ 1 o (x+1)4
a)y = ——; = .
@ rart YT\

Outras aplicacées da Regra da Cadeia: Suponha g(z) derivével. Entdo

) (9@ — p9@) ol (o nale) = g ()
(a) [e?] g'(x), (b) [Ing(x)] (D)
(¢) [cos ()] = —g'(x) seng(x), (d) [seng(2)]" = ¢'(x) cos g(x).
Exemplo 4.18.
(@) = 2, )ty =2
(c) [senz®) = cos(x®)5z*, (d) [sen®x]" = Bsen’z cos .

Podemos usar a Regra da Cadeia para calcular a derivada de uma funcdo na forma f(xz)9®)

onde f e g sdo derivaveis e f(z) > 0. Escrevemos

F(2)7®) = I I@) _ o) n (@)

Entao,
[f(2)/@) = SO D]g(z) In f(2)],

e portanto,

[f (2)?@) = f(2)"@[g(x) In f(2)]".

Exemplo 4.19. Calcule a derivada de f(z) = x”.
Escrevemos 2% = e"** = ¢*"® e aplicamos a Regra da Cadeia,

(2" = "% (zInx) = 2°(Inz + 1).
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4.5 Derivacao Implicita e Derivada da Funcao Inversa

Em geral, as fungGes sdo dadas na forma y = f(x). Entretanto, algumas fun¢des sdo definidas
implicitamente por uma relacdo entre z e y. Por exemplo, 22+y% = 25. Em alguns casos é possivel
resolver uma equacdo para y em funcdo de x. Na equacdo anterior, obteremos y = ++/25 — z2.
Logo, teremos duas fungdes determinadas pela equagdo implicita. Algumas vezes n3o é facil
resolver a equacdo para i em termos de x, tal como 3 + y® = 6xy. Para calcular a derivada de
y utilizamos a derivacao implicita, que consiste em derivar a ambos os lados da equagdo em

relacdo a x e entdo resolver a equacdo resultante para i/

d
Exemplo 4.20. Se z? + y* = 25, encontre d_y
T

Derivando a ambos os lados da equacao,

d o 2 d d o d
- — 9 - —?=0.
dﬁ(x +v7) dx 5:>de +dxy 0
Pela Regra da Cadeia,
Ay d oy dy
dx dy” dx dx’
Assim, @ = —E.
dx Y

‘ d
Exemplo 4.21. Se 23 + y3 = 6xy, encontre d—y
X

Derivando ambos os lados da equacdo em relacdo a z, obtemos 322 + 3y%y = 6y + 6y’

Resolvendo em ¢/
, 2y2 _ 1'2

v = y2 — 2

Exemplo 4.22. Seja y = f(x) uma funcéo diferencidvel tal que x f(x) + sen(f(x)) = 4. Deter-
mine f'(x).

Exercicio: Encontre ¢/ se sen(z + ) = y?cos z.

Vamos usar a derivagdo implicita para encontrar derivadas de fung¢des inversas. Considere f

inversivel. Entdo, para todo x € Dy-1,

f(f (@) = .
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Se, além disso, f e f~! forem derivaveis, entdo

(@) =" =1

Dai, pela Regra da Cadeia,
FUTH @) (@) =1

Portanto, para todo = € D;-1, tal que f/'(f~'(x)) # 0, vale

e podemos enunciar o resultado seguinte.

Proposicdao 4.1 (Derivada de fungdes inversas). Seja f invertivel. Se f for diferencidvel em

q=f"Yp), com f'(q) #0, e f~* for continua em p, entdo f~! serd diferencidvel em p e

1

(f ()= o)

1
Exemplo 4.23. g(z) = 27 = ¢/(z) = — 2w ondex >0 sen for parex # 0 sen for
n

impar (n > 2).

Note que g(x) = 2 é a funcdo inversa de f(z) = z". Entdo

Exemplo 4.24. A inversa da fungdo f(x) = sen x, para © € [TW, g] € a fungdo g(x) =

arcsen x, para x € [—1,1]. Qual € a derivada de g(x) ?

- P . T : :
Observe que a funcdo senz é injetora no intervalo [7, 5 com imagem o intervalo [—1,1].
Portanto, existe a func3o inversa g(z) = arcsen z, para x € [—1, 1], dada por

Yy = arcsen o < sen y = x.
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Solucao 1: Aplicando a Proposigdo 4.1]

1
arcsen's = ————.
cos(arcsen )
Agora, 1 = cos?(arcsen x) + sen®(arcsen ) = cos®(arcsen z) + 2, logo cos(arcsenz) =

V1 — 22 pois cosy > 0 para —7/2 < y < 7/2. Portanto,

1
V1—a?

arcsen’z =

Solucao 2: Utilizando derivagdo implicita.

s 7
Y = arcsen & <~ sen y = x, —§§y§§.
Derivando implicitamente,
cos i 1 dy L
0sYy— = ou — = .
Y dr  cosy

Agora 1 = cos?y + sen?y = cos®>y — x2. Como cosy > 0 para —7/2 < y < 7/2, concluimos

1
V1—22

arcsen’x =

De maneira andloga podemos definir as fun¢Ges trigonométricas inversas do cos x, tgx, secx

e cotg x, denominadas arccos x, arctg x, arcsec x e arccotg x.

Exercicio: Mostre que

1 1

(a) arccos’s = — (b) arctg'x =

\/l—xg; 1+Z‘2;
1 1
/. . /e
(c) arcsec's = i (d) arccotg'x = T2

4.6 Derivadas de Ordens Superiores

Seja f uma funcdo derivavel em A. A funcdo f': A — R ou simplesmente f’ é dita derivada

de f ou derivada primeira de f. De modo andlogo, podemos definir a derivada de f’ que serd
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chamada derivada segunda de f. Neste caso,

(f/),(.CE) — lim f/(SL’ + h) B f’(I)

h—o00 h

/ . . . . 7
e escrevemos f” = (f’), quando o limite existir. Também podemos escrever

f(2) — f/,-

A derivada terceira de f é a derivada da derivada segunda da f, escreveremos

f(3) ou f///

Para n € N*, a derivada n-ésima de f sera denotada por

f(n)

quando esta existir.

Alternativamente, podemos escrever

Py _d (dy &f _d (df
dz?2  dr \dx ou dz?2  dr \dx

para denotar a derivada segunda, f”, de y = f(z). Analogamente, usamos

&y L
dx? dx?

para denotar a derivada de terceira, [/, de y = f(x), e assim por diante.
Exemplo 4.25. A posicio da particula é dada pela equacio s = f(s) = t3 — 6t> + 9t. Encontre
a aceleracdo no instante t.

Exemplo 4.26. Seja f(x) = 32> — 4x. Calcule f', f" e f".

1 —1)™n!
Exemplo 4.27. Se f(x) = — entdo f™)(z) = %

x xn
-2 <0

22, x>0

Exemplo 4.28. Seja f(z) = { Calcule f' e f"” quando existirem.
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Para v < 0 f(z) = —2?, dai f'(x) = —2z. Para z > 0, f(z) = 22, dai f'(z) = 2z. Em 2z =0
devemos aplicar a definicdo. Note que

2

f(z) = f(0) . sex <0, [ —2 sex<0, Y
z—0 ] = se x>0 |z sex>0 !
T
f(z) = f(0)

Portanto, f'(0) = lim

= 0. Agora, f"(x) =2sex <0, f'(z) =2sex >0,e
z—0 z—0
f"(0) n3o existe.

Exercicio: Seja s = x(t) derivavel até 22 ordem. Mostre que
d [ ,ds ds\> ., (d2s
(2= ) =25 (= Lk
dt (S dt) ° (dt) L (dt2

Exercicio: Seja f : R — (1,+00) diferencidvel e suponha que z?In(f(x)) = 3, para todo
x # 0. Mostre que, para todo = # 0, vale

4.7 Taxas Relacionadas

Suponha que z representa uma quantidade que depende de outras duas quantidades x e y, ou
seja z = f(x) e z = u(y). A relagdo entre = e y pode ser expressada por uma fun¢do y = v(x).
Assim, z = u(y) = u(v(z)) = f(x). Utilizando a Regra da Cadeia temos que

dz dzdy

de — dydx
Portanto, a taxa de variacdo de z com relacao a x é o produto entre a taxa de variagdo de z com

relacdo a y e da taxa de variacao de y com relacdo a .

Exemplo 4.29. Suponha que esta sendo bombeado ar para dentro de um baldo esférico, e seu
volume cresce a uma taxa de 50cm?/s. Qudo rdpido o raio do baldo estd crescendo quando o

raio é 5em.?
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Seja r o raio e V' o volume do baldo no instante ¢. Sabemos que a taxa de crescimento do volume

av
é o 50 e queremos determinar a taxa de crescimento do raio, d—: quando r = 5. Pela Regra
da Cadeia,
dv. dVdr
dt — drdt
4 av
Lembrando que V = —7r® = — = 4712, logo
3 dr
dV_4 o dr N dr 1 dV
at o dt it~ w2 dt
dr 1
Conclui =5 — = _.
oncluimos que para r i

Exemplo 4.30. Um tanque de agua tem a forma de um cone circular invertido com base de
raio 2m e altura igual a 4m. Se a agua esta sendo bombeada dentro do tanque a uma taxa de
2m?/min, encontre a taxa na qual o nivel da dgua estd elevando quando a dgua estd a 3m de
profundidade.

Sejam V, r e h o volume da agua, o raio da superficie e a altura no instante . Sabemos que
av

o 2 queremos achar i quando h = 3. Temos que h e V estao relacionadas pela equagao:
V= gm’zh. Por semelhanca de triangulos % =1 logo r = h/2. Substituindo na express3o para
h2
V, obtemos V = §7r§ h = %h?’. Agora, derivando com relagdo a t,
dV_7rh2dh :>dh_ 4 dV
dt 4 dt dt — wh? dt’
dv dh 8
Substituindo h = 3, E = 2, temos E = 97

Exercicio: O raio r de uma esfera estd variando, com o tempo, a uma taxa constante de

5(m/s). Com que taxa estara variando o volume da esfera no instante em que r = 2(m)?

Exercicio: Um ponto P move-se sobre a elipse
da? 42 =1.

Sabe-se que as coordenadas z(t) e y(t) de P sdo fun¢Bes definidas e derivaveis num intervalo I.
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Verifique que

d 4o d
d_i:_?xd_f’ para todo t € I com y(t) #0.

Exercicio: Um homem anda ao longo de um caminho reto a uma velocidade de 4 pés/s. Um
holofote localizado no chao a 20 pés do caminho focaliza o homem. A que taxa o holofote esta

girando quando o homem estd a 15 pés do ponto do caminho mais préximo da luz?

4.8 Aproximacoes Lineares e Diferencial

Lembremos que uma curva fica muito perto de sua reta tangente nas proximidades do ponto
de tangéncia. Assim, para aproximar uma fun¢do y = f(x) quando z estd préximo de p, usamos

a reta tangente ao gréfico de f no ponto (p, f(p)), cuja equagdo é

y=fp) + f(p)(x—p)

€ a aproximacao
f(@) = f(p) + f'(p)(z —p)

é chamada aproximacao linear ou aproximacao pela reta tangente de f em p. A funcao
linear L(x) = f(p) + f'(p)(x — p) é chamada de linearizagdo de f em p.

Exemplo 4.31. Aproxime os nimeros /3,98 e /4,05 utilizando a fun¢do f(x) = /x + 3.

Determinemos a equacio da reta tangente em p = 1. Temos que f'(z) = ——. Logo a
quag g p que f'(z) N

aproximacao linear é

Lx)=f(1)+ f/()(z—1) =2+ }l(x —1).

Agora,

V3,98 = £(0,98) ~ L(0,98) = 1,995 e /4,05 = f(4,05) ~ L(1,05) = 2,0125.

As idéias por tras das aproximagdes lineares sdo algumas vezes formuladas em termos de

diferenciais. Seja y = f(x) uma fun¢do diferencidvel. Considerando dz como uma variavel
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independente, a diferencial é definida em termos de dx pela equacdo

Dizemos que dy é a diferencial de f em z ou simplesmente diferencial de y = f(x).

Para interpretar geometricamente a diferencial, considere a seguinte figura.

T T +dx

Seja dx = Ax a variagdo em z e Ay = f(z+dx)— f(z) a variagdo em y. Sabemos que f'(x) é o
coeficiente angular da reta T tangente ao grafico de f no ponto (z, f(x)). Portanto dy representa
a distancia que a reta tangente sobe ou desce, enquanto Ay representa a distancia que a curva

y = f(x) sobe ou desce quando x varia por uma quantidade dzx.

Observacao: Note que, quando dx for suficientemente pequeno, dy ird se aproximar de Ay =
f(z +dx) — f(x) no seguinte sentido

Ay —dy

— 0, quando dz — 0.
dx

Isto significa que o erro cometido ao aproximarmos Ay por dy é pequeno quando comparado a
dx. Portanto
Ay ~ dy

para dx suficientemente pequeno.

Na notacao de diferenciais, a aproximacao linear pode ser escrita como

f(p+dz) = f(p) + dy.
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No exemplo anterior, para a fungdo f(z) = v/ + 3 temos dy = f/'(z)dx = Sep=1

dx
2V +3
e dv = Az = 0,05, entdo dy = 0,0125 e /4,05 = f(1,05) =~ f(1) + dy = 2,0125 exatamente

como antes.

Exemplo 4.32. O raio de uma esfera tem 21 cm, com um erro de medida possivel de no maximo
0,05 cm. Qual € o erro maximo cometido ao usar esse valor de raio para computar o volume da

esfera?

4 .
Se o raio da esfera for r, entdo seu volume é V = §7r r3. Denotamos o erro na medida do raio
por dr = Ar. O erro correspondente no célculo do volume é AV que pode ser aproximado pela
diferencial dV = 47r?dr. Quando r = 21 e dr = 0,05, temos dV = 472120,05 ~ 277. Logo o

erro maximo no volume calculado serd de aproximadamente 277cm?.

Exercicio: Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay que a

funcio y = 2 sofre quando se passa de x = 1 para 1 + dx = 1,01. Calcule o erro Ay — dy.

4
Exercicio: Seja V = 37 rs.

(a) Calcule a diferencial de V' =V (r)

(b) Calcule o erro AV —dV.

Exercicio: Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para /0, 98. Avalie o erro.
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Capitulo 5

Aplicacoes da Derivada

5.1 Maximos e Minimos

Definicao 5.1. Seja I um intervalo e f : I — R uma funcio.

e Diremos que o € I é um ponto de maximo local de f, se existir 6 > 0 tal que
f(z) < f(xo), para todo x € (o — 0,9 + 0) N I. Neste caso, diremos que f(xy) € um

maximo local.

e Diremos que o € I é um ponto de minimo local de f, se existir § > 0 tal que
f(z) > f(xg), para todo x € (xg — d,x0 + ) N 1. Neste caso, diremos que f(xg) €

minimo local.

e Um ponto xq € I serd dito um ponto extremo local, se xy for um ponto de maximo

local ou um ponto de minimo local.

e Diremos que xy € I é um ponto de maximo global (ou absoluto) de f, se f(x) < f(zo),

para todo = € I. Neste caso, diremos que f(x,) € maximo global.

e Diremos que xy € I é um ponto de minimo global de f, se f(z) > f(x), para todo

x € I. Neste caso, diremos que f(zo) é minimo global.

e Um ponto xy € I sera dito um ponto extremo global, se x, for um ponto de maximo

global ou um ponto de minimo global.

Exemplo 5.1. O valor maximo de f(x) = cosx € 1, o qual € assumido infinitas vezes.
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Definicao 5.2. Um ponto critico de uma fungcdo f é um ponto ¢ onde ou f'(c) = 0 ou f'(c)

ndo existe.

3
Exemplo 5.2. Os pontos criticos de f(z) = 2°/°(4 — x) sdo 3 € 0.

_12—8x

3
Temos que f'(z) = s Ent3o, f'(x) = 0se 12—8x =0, ou seja © = 3¢ 1'(0) n3o existe.

Observacao: E claro que todo ponto extremo de uma funcao diferenciavel definida num intervalo
aberto é um ponto critico e que nem todo ponto critico é um ponto extremo. No entanto, se f
estiver definida em um intervalo aberto, deveremos procurar os pontos extremos entre os pontos

criticos. Estes ultimos s3o, em geral, mais faceis de encontrar.

Proposicao 5.1. Seja I um intervalo aberto e f : I — R uma funcdo diferencidvel. Se c € I

for um ponto extremo (maximo ou minimo) de f, entdo f'(c) = 0.
Observacoes:

e Note que, se I n3o for um intervalo aberto, o resultado acima podera nao ser verdadeiro.
Por exemplo, se f : [0,1] — R for dada por f(z) = z, entdo os pontos extremos serdo

r=0ex=1. Em ambos os casos, teremos f'(x) = 1.

e Note, ainda, que n3o vale a volta. Um exemplo que ilustra este fato é a fungdo f(z) = 23

que é estritamente crescente e é tal que f’(0) = 0.

e A fungdo f(x) = |z| tem valor minimo em x = 0, mas f’(0) ndo existe. Ndo podemos

tirar a hipdtese de diferenciavel.

O Teorema de Weierstrass [3.14] afirma que uma fung¢do continua em um intervalo fechado
tem um valor maximo e um minimo global, mas nao diz como encontrar esses valores extremos.

Notemos que o valor extremo ou ocorre num ponto critico ou ocorre em um extremo do intervalo.

Método do Intervalo Fechado. Para encontrar os valores maximos e minimos globais de uma

funcdo continua f num intervalo fechado [a, d] :

1. Encontre os valores de f nos pontos criticos de f em (a,b).

2. Encontre os valores de f nos extremos do intervalo.
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3. O maior valor das etapas 1 e 2 é o valor mdximo global e 0 menor desses valores é o minimo

global.

Exemplo 5.3. Um tridngulo isésceles tem uma base de 6 unidades e uma altura de 12 unidades.
Encontre a area maxima possivel de um retangulo que pode ser colocado dentro do triangulo

com um dos lados sobre a base do triangulo.

Introduzimos um sistema de coordenadas cartesianas de modo a que a base do tridngulo esta
sobre a 0 eixo = e 0 eixo y corta o tridngulo no meio. Logo, nosso problema serd achar o valor
méximo da drea A dada por A = 2zy. Como o ponto (x,y) estd sobre o lado do tridngulo temos
que y = 12—4x. Assim, a drea pode ser expressa apenas em fun¢do de x : A(x) = 22(12—4x) =
247 — 8x2. Como z e y representam comprimentos e A é uma &rea, estas varidveis nio podem
ser negativas. Segue-se que 0 < = < 3. Assim, nosso problema pode ser formulado da seguinte

maneira: encontre o valor maximo da funcdo

Temos que A'(z) = 24 — 16z, entdo x = dnico ponto critico. Avaliamos A nos extremos
e no ponto critico: A(0) = 0A(2) =

unidades.

5 éo
2
8 e A(3) = 0. Portanto, a drea maxima possivel é 18

Exercicio: Determine os valores maximo e minimo globais fa fungdo f(x) = x — 2sen z para
0<z < 2.

5.2 O Teorema do Valor Médio e suas Conseqtiéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas mais importantes do Calculo. A sua demons-

tracdo depende do seguinte resultado:

Teorema 5.1 (de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua em [a,b] e diferencidvel em
(a,b). Se f(a) = f(b), entdo existird c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacdo: Seja x = f(¢) a posi¢do de um objeto em movimento. Se o objeto estiver no
mesmo lugar em 2 instantes diferentes, entao pelo Teorema de Rolle existira um tempo no qual

a velocidade é nula.
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Prova. Se f for constante em [a, b] entdo f'(x) = 0. Logo pode ser tomado qualquer nimero c.
Suponhamos agora que f ndo é constante. Como f é continua, pelo Teorema de Weierstrass[3.14]
existem 7 e xo tais que f(z1) < f(z) < f(x2), para todo z € [a,b]. Como f n3o é constante,
f(z1) # f(x2), logo x1 ou xo pertence ao intervalo (a, b) e como sdo pontos extremos, f'(z1) =0
ou f'(x3) = 0. Portanto, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. O

Teorema 5.2 (do Valor Médio - TVM). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a,b] e

diferencidvel em (a,b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(e)(b = a),

ou seja

f) ~ fla)

flle) = =

Observacao: O TVM nos diz que, se f for continua em [a, b] e derivdvel em (a,b), entdo existira
¢ € (a,b) tal que f'(c) é o coeficiente angular da reta S que passa por (a, f(a)) e (b, f(D)).
Veja a figura seguinte.
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Y

Observacao. Sabemos que, se x = f(t) for a fun¢do de posicdo do movimento de uma particula

sobre o eixo x, ent3o M serd a velocidade média entre os instantest = a e ¢t = b. Pelo

—a
TVM, existe um instante ¢ € (a,b) tal que a velocidade média é igual a velocidade instantanea

b) —
emt=c, isto é f'(c) = M.

b—a
Prova. A equa¢do da reta que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) é dada por
y— 1@ =18, )
Definamos
f(b) = f(a)

p— (x —a).
Para aplicar o Teorema de Rolle a h(zx) devemos verificar as hipdteses.
(a) h(x) é continua em [a, b] pois é soma da fun¢do continua f e um polindmio de grau 1.
(b) Analogamente, h(z) é diferencidvel em (a,b).

() h(a) = h(b) = 0.

Logo, existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0. Portanto,

0=w(e)= o - 1O -

e 0 TVM esta demonstrado. O

Agora vamos obter informagdo do comportamento de uma fungdo a partir de suas derivadas.
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Os fatos a seguir sdo conseqiiéncias do TVM.

Corolario 5.1 (Teste Crescente/Decrescente). Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e

diferencidvel no intervalo (a,b).

e Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f serd estritamente crescente em [a, b].

e Se f'(x) < 0 para todo x € (a,b) entdo f serd estritamente decrescente em [a, b|.

Prova. Queremos provar que se x; < xo entdo f(z1) < f(x2). Pelo TVM aplicado a f em

[x1, 2], existe um ¢ € (x1, z2) tal que

f(@2) = f(21) = f'(c) (w2 — 21).

Como f’(¢) > 0 e xg —x1 > 0 devemos ter que f(z2) — f(x1) > 0 ou seja, f(z1) < f(x2). Logo
f é crescente. A prova do outro item é andloga. O

E facil ver que, se f for diferencidvel e crescente (resp. decrescente) em (a, b), entdo f'(x) > 0
(resp. f'(z) < 0), para todo = € (a,b). O coroldrio a seguir mostra que a reciproca também ¢é

verdadeira.

Corolario 5.2. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e diferencidvel no intervalo (a,b).

e Se f'(x) > 0 para todo = € (a,b), entdo f serd crescente em [a,b].
e Se f'(x) <0 para todo = € (a,b) entdo [ serd decrescente em [a, b].

Exemplo 5.4. Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f e esboce o grdfico
de f(z) = 2° — 222 + o + 2.

Calculamos f'(x) = 32® —4x + 1 = 3(x — 1)(x — 5) e analisamos o sinal.
1

o f'(x)>0em (—00,3) e (1,+00) = f é estritamente crescente em (—oo0, 3] € [1,+00),

o f'(x) <0em (3,1) = f é estritamente decrescente [5, 1].

A proposicao seguinte segue dos coroldrios do TVM.
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Proposicao 5.2 (Teste da Derivada Primeira). Seja f uma fungdo continua e ¢ um ponto critico

de f.

(i) Se o sinal de ' mudar de positivo para negativo em c, entdo f tem um maximo local em

C.

(ii) Se o sinal de f' mudar de negativo para positivo em c, entdo f tem um minimo local em c.

x? —

Exemplo 5.5. Determine os valores de maximo e minimo locais de f(x) = 532 e esboce o
x
grafico.
32?42z — 1 ,
Temos que f'(x) = 9(["1:::—3;)2 Como (1 + 3x?)? > 0 para todo x, o sinal de f” é dado pelo

sinal do numerador 3z% 4 22 — 1 = 3(z + 1)(2 — 3). Entdo,

e fllx)y=0sex=—1lex=3=2=—1ex=3 sio pontos criticos,

w

o f'(x) > 0em (—oo,—1)e(3,400) = f éestritamente crescente em (—o0, —1] e [3, +00),

o f'(x) <0em (—1,3) = f é estritamente decrescente [—1, 3].

Portanto, z = —1 é um ponto de maximo local com valor méximo f(—1) = % exr = % é um

ponto de minimo local com valor minimo f(3) = —3.

Exemplo 5.6. Mostre que e* > x, para todo x > 0.

Considere f(x) = ¢* — z. Temos que f(0) = 1e f'(x) =e*—1 > 0 para x > 0. Assim [ é
estritamente crescente em [0, +00). Portanto f(z) =e* — 2z > f(0) =1 > 0.

2

' Z" s . X
Exemplo 5.7. Determine os valores de mdximo e minimo locais de f(z) = 12 C esboce o
—x
grafico.
8w
Temos que f/'(r) = ——=. Entao,
q f( ) (4 _ x2>2

e f'(x)=0sex=0= x=0é ponto critico,
e f'(x) >0sex >0, x#2= [ éestritamente crescente para z > 0, = # 2

o f'(x) <0sex<0,x#—2= [ éestritamente decrescente para x < 0, = # —2.
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Portanto, x = 0 é um ponto de minimo local com valor minimo f(0) = 0.

Exercicio: Determine os intervalos de crescimento e decrescimento, os valores de maximo e de
212

minimo e esboce o grafico de f(x) = 2
r— 3z

Exercicio: Seja a € R.

(a) Prove que g(x) = 2® 4+ 32% + 3z + a admite uma Unica raiz real.

(b) Determine a para que a raiz real de f pertenca a (—2,—1).

5.3 Concavidade e Pontos de Inflexao

Agora vamos obter informac¢do da f a partir de sua derivada segunda. Sejam f derivavel em

(a,b) e p € (a,b). Consideremos a reta tangente 7}, ao grafico de f no ponto (p, f(p)) dada por

Ty(x) = f(p) + f'(p)(x — p).

Definicao 5.3. Seja f derivdvel em (a,b). Diremos que

e f tem concavidade para cima em (a,b) se, para quaisquer z,p € (a,b), com x # p,

tivermos
f(z) > T().

Neste caso, f serd dita concava ou concava para cima em (a,b).

e f tem concavidade para baixo em (a,b) se, para quaisquer x,p € (a,b), com x # p,

tivermos
f(z) <Ty(x).

Neste caso, f serd dita convexa ou concava para baixo em (a,b).

O préximo teorema estabelece condices suficientes para que uma funcao f seja concava para

cima ou para baixo.

Teorema 5.3. Seja f uma fungdo derivavel em (a,b). Valem as afirmagdes

(i) Se f' for estritamente crescente em (a,b), entdo f serd céncava para cima em (a,b).
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(ii) Se f' for estritamente decrescente em (a,b), entdo f serd cdncava para baixo em (a,b).

Corolario 5.3 (Teste da Concavidade). Seja f uma funcdo derivdvel até segunda ordem em

(a,b). Valem as afirmacées

(i) Se f"(x) >0, para todo x € (a,b), entdo f serd céncava para cima (a,b).

(ii) Se f"(x) < 0, para todo x € (a,b), entdo f serd concava para baixo em (a,b) .

N

x

Exemplo 5.8. Estude a concavidade de f(x) = e~z e esboce o gréfico.

2

_z x z2

f'(z) = —we 7 e f’(z) = (2> — 1)e"z. Como e~ = > ( para todo z, o sinal de f” é dado

»

pelo sinal de 22 — 1. Portanto,
o f’(x) >0em (—oo,—1) e (1,+00) = f é concava para cima em (—o0, —1) e (1, +00),
o f"(z) <0em (—1,1) = f é cbncava para baixo em (—1,1).

Definicao 5.4. Seja f uma funcdo continua em p € Dy . Diremos que p € ponto de inflexao

de f se existirem a,b € R tais que

(i) pe (a,b) CDy;

ii) ou f € concava e f € convexa, ou f € convexa e f € cbncava.
) ‘(a,p) ‘(p, b) ‘(a,p) ’(p, b)

Ou seja, p é um ponto onde muda a concavidade da fungao.

Exemplo 5.9. Os pontos x = —1 e x = 1 sdo pontos de inflexdo de f(z) = e 2.

Exemplo 5.10. 2 = 0 € um ponto de inflexdo de f(x) = /.

Exercicio: Mostre que x = 0 é um ponto de inflexdo de

f<x>:{m3’ "

x?, x<0.

Definicao 5.5. Se f for uma fungio diferencidvel em p € (a,b) e p for um ponto de inflexdo de
f, diremos que p é um ponto de inflexao horizontal, se f'(p) = 0. Caso contrario diremos

que p € um ponto de inflexao obliquo.
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Observacao: Os pontos de inflexdo horizontais sdo pontos criticos, enquanto que os pontos de

inflexdo obliquos ndo os s3o. No exemplo acima, z = 0 é um ponto de inflexdo horizontal.

—a2

Exemplo 5.11. Os pontos x = —1 e x = 1 sdo pontos de inflexdo obliquos de f(x) = ez .

Exemplo 5.12. O ponto x = 0 é um ponto de inflexdo horizontal de f(x) = x3.

Corolario 5.4. Se f for duas vezes diferenciavel em (a,b) e p € (a,b) for um ponto de inflexdo
de f, entdo f”(p) = 0.

Exercicio: Mostre que z = 0 é um ponto de inflexdo de f(x) = 2*"*1, para todo niimero natural
n > 1.

Teorema 5.4. Seja f trés vezes diferencidvel em (a,b) com derivada terceira continua. Se

p € (a,b) for tal que f"(p) =0 e f"(p) # 0, entdo p serd um ponto de inflexdo de f.

Teorema 5.5. Sejam f : [a,b] — R derivdvel em (a,b) e p € [a,b]. Valem as afirmacées:

(i) Se f'(p) =0 e f' for crescente em (a,b), entdo p sera ponto de minimo local de f.

(ii) Se f'(p) =0 f' for decrescente em (a,b), entdo p serd ponto de maximo local de f.
Proposicao 5.3 (Teste da Derivada Segunda). Suponhamos que f : [a,b] — R admita derivada
de segunda ordem continua em (a,b) e seja p € [a,b]. Valem as afirmagées:

(i) Se f'(p) =0 e f"(p) >0, entdo p serd ponto de minimo local de f.

(i) Se f'(p) =0 e f"(p) <0, entdo p serd ponto de maximo local de f.

Exemplo 5.13. Determine os pontos criticos da funcdo [ e classifique-os (pontos maximo,

minimo local) sendo

(a) f(z) = “”Z — 2 -2 + 3, (b) f(z) = 2275,

(a) Temos f'(x) = 23 — 32? — 4z = z(2* — 3z — 4). Portanto, x = —1, z = 0 e x = 4 sdo os
pontos criticos de f. Como f”(—1) =5, f”(0) = —4 e f"(4) = 20 concluimos que 0 é ponto de

mdximo e —1 e 4 sdo pontos de minimo.

: 2, .
(b) z =0 é ponto de maximo e x = s ¢ ponto de minimo.
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Exemplo 5.14. Esboce o gréfico de f(z) = 2*3(6 — x)'/3.

Calculando as derivadas

! 4 - " —8
e e A e o

Os pontos criticos sdo = 4, x = 0 e x = 6. Analisando o sinal da derivada primeira
e Sex < 0= f'(z) <0= f éestritamente decrescente.
e Se0<x<4= f'(xr) > 0= f éestritamente crescente.
e Sed<x<6= f'(xr) <0= f é estritamente decrescente.
e Sex >6= f'(xr) < 0= f é estritamente decrescente.
Pelo teste da Derivada Primeira
e r =0 ¢é um ponto de minimo local.
e r =4 ¢é um ponto de maximo local.

Observe que o teste da Derivada Segunda poderia ser usado em 4, mas ndo em 0 ou 6. Analisando

o sinal da derivada segunda
e Sex < 0= f"(r) <0= f écodncava para baixo.
e Se0<xz<6= f"(r) <0= f é cbncava para baixo.
e Sex>6= f"(z) > 0= f écbncava para cima.

O dnico ponto de inflexdo é x = 6. Observe que as retas tangentes em z = 0 e x = 6 sdo

verticais.

1
Exemplo 5.15. Esboce o gréfico de f(x) = 2% + —.
T

Calculando as derivadas

1 213 — 1 2 22 +1)
f/(x>:2x_ﬁ: FORE f”(fL’):Q—l—E:T-
O ponto critico é x = 3—\/§ Analisando o sinal da derivada primeira
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o f'(z)>0sex > \% = f é crescente em (%,—i—oo).

e f/(r) <0sex < 5= fédecrescente em (—0,0) e (0,

%)
V2 V2’

Pelo teste da Derivada Primeira ou Segunda = = % € um ponto de minimo local. Analisando o

sinal da derivada segunda

e Se—1<x<0= f"(x) <0= f écbncava para baixo.

e Sex>0ouz<—1= f"(x) >0= f é cdncava para cima.

O dnico ponto de inflexdo é x = —1.

T

Exercicio: Esboce o gréfico de f(z) = o2
T

Exercicio: Mostre que x = 0 é um ponto de minimo e um ponto de inflexdo para

f<x>—{ vt

x?, x<0.

Observacgoes: Seja f : [a,b] — R derivavel em (a,b). E preciso destacarmos que

e Se f'(p) = 0, entdo p ndo serd necessariamente um ponto de maximo ou de minimo local.

Neste caso, p poderd ser ponto de inflexdo (horizontal).

e Nas condi¢des da Proposicdo 5.1} se f'(p) # 0, entdo p n3o serd ponto de maximo ou

minimo local de f.

Entretanto,

e Podemos ter p um ponto de maximo ou minimo local de f sem que exista f'(p). Neste

caso, p sera ponto das extremidades de [a, b], isto é, p = a ou p = b.

5.4 Regras de L'Hospital

As regras de L'Hospital se aplicam a calculos de limites que apresentam as seguintes indeter-
minacoes

D o
0

813
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12 Regra de L’Hospital: Sejam f e g fun¢des derivaveisem (p—r,p) eem (p,p+7),
r>0, comg(x)#0 para 0< |z —p|<r. Se

lim f(z) =0 = lim g(x)

T—p T—=p

f(=)

/
- . T - . s o . . p .y
e o limite lim f(@) existir (finito ou infinito), entdo o limite lim “—— também existird e
== g'(z) ==p g(x)

f(x) ['(@)

lim —= =1i )
vop g(x)  oow g'(x)

teremos

Comentarios sobre a prova da Regra de L’Hospital: No caso particular no qual f(p) =

g(p) =0, f" e ¢’ continuas e ¢'(p) # 0 é facil ver que é verdadeira. De fato,

lim = = = lim M = lim —~%
g(x) —g(p) a=pg(z) —glp) v g(z)
a=p T — P

Observacao: A 12 regra de L'Hospital ainda serd vélida se, em lugar de * — p, tivermos
xT—pt, x—=p ,r—+00 ou T — —00.

1_62a:

Exemplo 5.16. Calcule lim
z—0 x

Como lim 1 — e?** =0 e lim 2 = 0 pela Regra de L'Hospital,
z—0 z—0

) 1 — eQx ) (1 _ e2x)/ ' _26295
lim = lim ——~
x—0 €T x—0 €T x—0 1

Exemplo 5.17. Calcule lim ens
z—0 €x

Como limsen x = 0 e lim x = 0 pela Regra de L'Hospital,
z—0 z—0

. senx . (semz) . cosx
lim i lim
z—=0 T z—0 ! z—0 1

22 Regra de L'Hospital: Sejam f e g fungdes derivaveisem (p—r,p) eem (p,p+71),
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r>0, comg(zr)#0 para 0<|z—p|<r. Se

lim f(z) = 400 = lim g(z)

T—p T—p

f(x)

/
. . x .. . . ~ . . p .
e o limite lim f() existir (finito ou infinito), entdo o limite lim “— também existird e
== g'(x) == g(x)

) _ 1)

lim —=~ = .
oo g(x)  oow g'(x)

teremos

Observacao: A 22 regra de L'Hospital ainda serd vdlida se, em lugar de x — p, tivermos
r—pt, r—p ,r — +00 ou x — —oo. Esta regra também permanecerd valida caso
tenhamos —oo em lugar de +00 em um ou ambos os limites.

T

Exemplo 5.18. Calcule lim <.

r——+oo I

Como lim e* =400 e lim x = +oo pela Regra de L'Hospital,

Tr—+00 Tr—+00
e . e”) e
lim — = lim ( ) = lim — = 4o0.
r—+o00 I z—=+co ! z—+oo 1
. lgx—=
Exemplo 5.19. Calcule lim ———.
z—0 x3

Como limtg # —x = 0 e lim #®> = 0 usamos a Regra de L'Hospital
z—0 z—0

. tgx—x . sec’r—1
lim ————— = lim —————.
x—0 3;‘3 z—0 3;52

Como lim sec?z — 1 = 0 e lim 32% = 0 usamos mais uma vez a Regra de L'Hospital

xz—0 z—0
2 2
sec’r — 1 . 2sectxtgx
lim ———— =lim ——.
x—0 312 x—0 6{[‘

Como ainda o numerador e o denominador tendem a zero, usamos pela terceira vez a Regra de

L'Hospital
. 2sec’ztgr . 4dsec’ztg?r 4 2sectry 1
lim ———=> = lim =-.
z—0 6x =0 6 3
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" , . . . C 0 oo
Observacao: As Regras de L'Hospital se aplicam a indeterminagdes da forma — e —. As outras

o
formas de indeterminacdo, 0 - 0o, 0o — 00, 0°, 00”, 0%, 1°°, podem ser reduzidas a estas.

Exemplo 5.20. Calcule lim zInz.
z—0t

: ) Inz
Observe que é uma indeterminacdo da forma 0 - —oo. Escrevendo xInz = —— obtemos uma

T

indeterminacdo da forma ~ Pela Regra de L'Hospital,
00

1
lim xlnz = lim ln_x: lim

r—0t z—0t %

= lim —x = 0.
z—0t -2 z—0+

Exemplo 5.21. Calcule lim (l — )

z—0t \ZT SEN T

Observe que é uma indeterminacdo da forma oo — oo. Escrevendo

(1 1 >_senm—x

T sen T rsen r

: .. 0 . : :
obtemos uma indeterminacao da forma 0 e podemos aplicar a Regra de L'Hospital.

Exemplo 5.22. Calcule lim z°.

z—0t

Inz® _ _xlnz

Observe que é uma indeterminacdo da forma 0°. Escrevemos 2% = e e*"T e como a
funcdo exponencial é continua,
lim 2% = lim e*% = exp( lim xln:c) = =1.
z—0t z—07t z—07F
. 1
Exemplo 5.23. Calcule lim x=.
T—+00
4 H : 5 0 1 lnx% Inz
Observe que é uma indeterminacdo da forma oco”. Escrevemos zz = e¢™*" = e« , e como a

funcdo exponencial é continua,

) 1 ) Ine ) Inzx
lim zz = lim e+ =exp| lim — ).
Tr—400 Tr—400 r—+o0 I
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. . ~ ©.¢) - , .
Observe que temos uma indeterminacdo da forma —, entdo pela Regra de L'Hospital

] Inz) 1
o g B

z—4o00 I z—+oo 1! x—+oo |
Logo,

. 1
lim zz =€ = 1.
Tr—400

Exemplo 5.24. Calcule lim

1 z+1
x—>+oo(m> ’

Observe que é uma indeterminagdao da forma 0>°. Escrevemos (
Agora,

L)“l _ et m(i)
Inz Inz

) 1

lim (x + 1)ln<—> =400 —00 = —00
T—+00 lnx

e como a funcao exponencial é continua,

1 \a+l 1 1

lim (—) = lim e®tY ln(—> = exp( lim (z+ 1)1n(—)> =0.
z——+oo\In Z—400 Inx z—4-00 1
Exemplo 5.25. Calcule lim

nr
1\ =
(1+-)"
T—r—+00

T

T
Observe que é uma indeterminacdo da forma 1°°. Escrevemos (1 + i) = e“n(”%), Agora
temos uma indeterminacdo da forma 0 - 0o que pode ser reduzida a —. Entdo, pela regra de
L'Hospital
1 In(1+2 1
lim xln<1+—> = lim ( T m) = lim T =
T—400 €T T—400 s rz—+oo 1 + =
e como a funcdo exponencial é continua,

1\ =z
lim (1 + —) = lim ewln(l’%) = exp<
Tr——+00 €T Tr——+00

1
lim xln(l + —)) —el =e.
T——+00 €T
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Exercicio: Calcule os seguintes limites:

(a) lim = [R:0); () lim (z+1)77, [R: e];
N . Inz
(c) Jm -, [R:+oo; (d) nglrloog—ﬁy (& - 0];
) sen x . r—tgx
1 _ : . 1 R - 9]
Ol (110 () Iy S0 e
. 3x° — 2z — , z
(9) i === R4 () T (14 )R]

5.5 Polindomios de Taylor

Os polindmios s3o as fung¢oes mais faceis de manipular, ja que os valores das fungdes polino-
miais podem ser obtidos através de simples adicdes e multiplicacdes. Parece natural, portanto,

aproximar fun¢des mais complicadas por fungdes polinomiais.

Nesta secdo, vamos discutir a Férmula de Taylor a qual nos fornece uma regra para de-
terminar o polindmio de grau n que melhor aproxima uma dada fun¢do ao redor de um ponto a

interior ao dominio de f.

O exemplo mais simples de aproximag¢do de uma fungdo por um polindmio é a aproximagao
linear (diferencial) que estudamos na se¢do [4.8] Assim como naquele caso, vamos considerar a

reta tangente ao grafico de f(x) no ponto z = p

L(x) = f(p) + f'(p)(x — p)

para aproximar a funcdo f(z) para x no ao redor de p. A idéia basica é aproximar a fungdo f(x)
ao redor de a por uma fung3o linear que passe pelo ponto (p, f(p)) e cuja derivada seja a mesma

da fungdo f(x) no ponto p.

Definimos o erro que se comete ao aproximar f(x) por L(x) por

Observemos que, para x # a, temos

T —p T—Dp '
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Dai,

TP L — P

ou seja, quando = — p, o erro E(z) tende a zero mais rapidamente do que (z — p).

Ent3o definimos o polinémio de Taylor de ordem 1 de f(z) ao redor de p por

Pi(z) = f(p) + f'(p)(x — p),

e P, é a fungio linear que melhor aproxima localmente f(x) ao redor de p.

Exemplo 5.26. O polinémio de Taylor de grau 1 da funcdo f(x) = (1 —x)~2 ao redor do ponto
zero é Py(z) =1+ 2.

Suponhamos agora que a fungdo f(x) seja duas vezes diferencidvel e procuremos um polinémio

P(x), de grau no maximo 2, tal que

f(p)=Pp), [fp)=PFp e f'p)=Pp).

Devemos procurar P(z) na forma P(z) = ¢+ ci(x —p) + co(x — p)* com os coeficientes a serem

determinados. Utilizando as condi¢cOes acima, obtemos

e f(p)=Plp) = co= f(p),

o P'(z)=c1+2c(x—p) = P(p)=c1=f(p),

o Pl(x)=2c, = P'(p)=2c0=f"(p) = o= %@
Concluimos, portanto, que
P() = F0) + F @) —p) + T @ )2

Assim como anteriormente, definimos o erro que se comete ao aproximar f(x) por P(x) por
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Observemos que, para = # p,

E@x)  f(z)— f(p) = F(p)(z —p) — L (x - p)?

(x — p)? (z —p)?

)

e, utilizando a regra de L'Hospital, obtemos

fim 2@ 1 @) = fp)

T—p (;L'_p)2 2 z—p (l‘—p) —f"(p) =0.

Ou seja, quando © — p, o erro E(x) tende a zero mais rapidamente que (z — p)*.

Definimos o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(z) ao redor de p por

Ro(&) = )+ F0) e — )+ T @y,

e temos que P» é o polindmio de grau 2 que melhor aproxima localmente f(x) ao redor de p.

Exemplo 5.27. O polinémio de Taylor de grau 2 da funcdo f(x) = e* ao redor do ponto zero é
Py(z) =14z + 32,

De forma geral, se a fungdo dada f(z) for derivével até ordem n e procuramos um polinémio

P de grau n satisfazendo
PP(p)=fP(p), k=012, ..n,

poderemos concluir que tal polinémio terd a seguinte forma

™ (p)

n!

R) = 10) + F ) -+ T et

(z—p)",

o qual é chamado de polindmio de Taylor de ordem n de f(x) ao redor de p.

Exemplo 5.28. O polinémio de Taylor de ordem 4 ao redor do zero da fungdo f(x) = e* é
Pa)=14a+2+ 47
SN T TRV T

Para avaliarmos a precisdo com que uma funcdo é aproximada por polindmios de Taylor,
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vamos definir o erro como sendo

onde f(x) é a fungdo dada e P,(x) é o polindmio de Taylor de grau n ao redor de p.

Exercicio: Verifique que, quando x — p, o erro R, (x) tenderd a zero mais rapidamente que

n

(z —p)".
O teorema a seguir nos fornece uma férmula para o erro.

Teorema 5.6 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Suponhamos que a funcdo f(x) seja

(n+ 1) vezes diferencidvel no ao redor do ponto p. Entdo

_ @)

Bul@) = D

(z—p)"*!

para algum T entre x e p.

Exemplo 5.29. Utilizando polinémio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado para

In(1,03) e avalie o erro.

O polindmio de Taylor de ordem 2 de f(z) =Inz em voltade p=1 ¢

Pfa) = (z— 1)~ 3z~ 1"

Logo, P»(1,03) = 0,02955 é uma aproximagdo para In(1,03). Avaliemos o erro. Temos que

f"(x) = =, assim, [f"(z)| <2 para z > 1. Pela férmula do erro,
x

2

|f(z) — Pa(z)] <

Segue que, para x = 1,03 o erro cometido na aproximacgdo é

1
|£(1,03) — Py(1,03)| < 5(0,03)3 =9(10)"% < 1075.
Exemplo 5.30. O polinémio de Taylor de ordem n ao redor do zero da funcio f(x) = e* é
Py(z) =1+ +x+x‘ +x4+ Lz
() = T+ -+ —=+—4+..+—.
2 3 4 n!

118



Exemplo 5.31. Calcule um valor aproximado para o nidmero e e avalie o erro.

Observe que para = € [0,1], 0 < e* = (" (x) < e < 3. Pelo Teorema anterior, o erro é dado

por

fr(@) ‘

1 1 1 1
1_ f— — — — —_ —_ = =
e = Pal)] = o= (1414 5+ 5+ p 4+t =) | = 1RaD) ‘(n+1)!

2 3 4l

para algum z € [0, 1]. Logo,

Observacao: Aplicando o Teorema do Confronto obtemos

I <1+1+1+1+1+ +1>—
oo 2 Ty Ty T ) T

Exemplo 5.32. Avalie e com um erro inferior a 107°.

Queremos que R,(1) < 107°. Logo basta tomar n tal que < 107%, ou seja, tal que

3
(n+ 1)!

(n+ 1)! > 3(10°). Por tentativas, chega-se a n = 8.

Exercicio: Calcule um valor aproximado para /7,9 e avalie o erro.

5.6 Assintotas

Definicao 5.6. A reta x = p é chamada de assintota vertical para uma funcio f se

lim f(z) =400 ou lim f(z)=40c0 ou lim f(z)=+o0

T—p T—p~ z—pt
ou
lim f(zr) = —00  ou lim f(z)=—0c0 ou lim f(x) = —o0.
T—p T—p~ z—pt
2

Exemplo 5.33. A reta x = 3 € assintota vertical de f(z) = -t
x j—

Definicao 5.7. A reta y = L é chamada de assintota horizontal para uma funcio f se

lim f(x)=1L ou lim f(x)=1L

r—r—+00 T——00
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o241

Definicao 5.8. Seja f uma fungdo. Se existir uma reta de equagdo y = mx + n tal que

Exemplo 5.34. A reta y = 1 € assintota horizontal de f(x)

lim [f(z) — (mz+n)]=0,

r——00
entdo tal reta serd dita uma assintota para f. Se m = 0, teremos uma assintota horizontal

e, se m # 0, teremos uma assintota obliqua.

Observagao: A distancia vertical entre a curva y = f(z) e a reta y = mx + n tende a 0.

3

Exemplo 5.35. Determine as assintotas de f(x) = ——

5 e esboce o grafico.
r?+1

Como z? + 1 nunca é 0, n3o h3 assintota vertical. Uma vez que lirin f(z) = £oo, ndo ha
T—r 00

assintotas horizontais. Escrevemos

entao
T

lim =
r—+o00 $2 —+ 1

lim —r =
x—+oo ;L’2 + 1

Portanto, a reta y = = é uma assintota obliqua. Para esbocar o grafico calculamos as derivadas

x* + 3x? _ —2z(2® - 3)

f'(x) = CESIE f'(x) = @+ 1)

Portanto, x = 0 é o Unico ponto critico e f é estritamente crescente, logo nao tem maximos

nem minimos. Analisando o sinal da derivada segunda, concluimos que

e se 7€ (—00,—/3)oux € (0,v/3)= f’">0= fécdncava para cima,

e ser € (—3,0)oux € (V3 +00) = f’ < 0= fécbdncava para baixo.

Procedimento para determinar assintotas: Primeiro determine m, caso exista, através do

m = lim _f(:c)
r—+oo I

limite
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Em seguida, calcule

n= Igrfoo[f(x) — mx).

Se n for finito entdo y = max + n serd assintota para x — +oo.

Exemplo 5.36. Determine as assintotas de f(x) = v/4x? + x + 1 e esboce o gréfico.

Temos
fla) 1l 4+1+% Vit +5  sex>0
X x —\/4+14+ 5 sexz<O.
Segue que lim M:2e lim M:—Z. Assim m = 2 para x — +00 e m = —2 para
r—+oco I x——00 I

x — —oo. Determinemos agora n.

1 1
lim [V42?2 +2+1—2z] = lim v =—.
T—+00 T—400 4/ 42 +x+14+ 22 4

1 1
Logo, y = 2z + 1 é assintota para x — +o00. Analogamente vemos que y = —2x — 1 é assintota

para x — —oo. Para esbocar o gréfico calculamos as derivadas

8r +1 15
fa) = ——2 fi(a) = —— 2 .
V4 +x+1 AvVadr? + o+ 1(422 + v + 1)
7 . syt 7 ]' Ve Ve . /, Ve ~
O (dnico ponto critico é z = —3 que é um ponto de minimo local. Como f” > 0, f é concava

para cima para todo x.

Exercicio:

(a) Mostre que

T—r—00

. ; ; V3
lim \/3x3—x2—\/§x+? = 0.

3
3
(b) Conclua que a reta de equacdo y = /3= + o é uma assintota de f.
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5.7 Esboco de Graficos de Funcoes

A lista a seguir fornece todas as informacgdes necessarias para fazer um esboco do grafico de

uma fungdo que mostre os aspectos mais importantes do seu comportamento.

—

. Explicite o dominio da funcao.
2. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento.

3. Encontre os pontos criticos, determine os pontos de méximo e minimo e calcule os seus

valores.
4. Estude a concavidade e destaque os pontos de inflexdo.

5. Calcule os limites laterais de f nos pontos p tais que f n3o é continua em p ou se f(p)

nado estiver definida, mas p for um extremo do dominio de f.
6. Calcule os limites de f para x — 400 e x — —o0.
7. Determine as assintotas.
8. Localize as raizes de f.

9. Esboce a curva utilizando todas as informagdes anteriores.

Exercicio: Esboce o grafico das seguintes fungoes:

2$2 ;p2
@10 = 2000 )=
(©) £(&) = ze” (@) fa) = (4 — )
© fe) =" () s = vE

5.8 Problemas de Minimos e Maximos

Os métodos estudados para encontrar minimos e maximos de funcdes podem ser aplicados para
resolver problemas praticos. O primeiro passo consiste em compreender o problema e converter-lo

em um problema matematico estabelecendo a funcdo que dever ser maximizada ou minimizada.
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Exemplo 5.37. Encontre as dimensdes do tridngulo isésceles de maior drea que esteja inscrito

na circunferéncia de raio R.

Sejam x a altura do tridngulo, y a base e z a medida de um dos lados congruentes. A &rea do
1
tridngulo é A = 5%y onde z € (0,2R) e y € (0,2R). Utilizando Teorema de Pitdgoras temos

que

2

Substituindo obtemos A(z) = xv/2Rx — 2. Logo, nosso problema é maximizar a fungdo
A(x) = xV2Rx — 22 z € (0,2R).

Calculando a derivada
_ z(3R — 2x)

Al(x) = ————2,
(@) V2Rx — 2?
3 . : (. : .
temos que ou = = §R é o Unico candidato a ponto de maximo no intervalo (0,2R). Analisando

o sinal da derivada primeira vemos que de fato x = §R é um ponto de maximo. Portanto as

dimensodes s3o

3 9 3
altura x = §R e base y = V3R edai 2% = ZRQ + ZRZ = 3R%

Logo o triangulo é equildtero.

Exemplo 5.38. Uma lata cilindrica € feita para receber um litro de dleo. Encontre as dimensées

que minimizardo o custo do metal para produzir a lata.

Seja r o raio da lata e h a altura em cm. Para minimizar o custo do material minimizamos a area

da superficie total (topo, base e &rea lateral) dada por S = 27r% + 27wrh. Agora, como o volume

1000
V = 7r?h tem 1000cm?, temos 7r?h = 1000 ou seja h =

. Substituindo na expressdo da

72
000 2000
drea total obtemos S(r) = 27r? + 277 = 27r% + ——. Logo, nosso problema é minimizar
r r
a funcao 5000
S(r) = 2mr® + —— r > 0.

Calculamos a derivada
2000 4(7?7’3 — 500)

r2 r2

S'(r) = 4xr —
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O ponto critico é 7 = /22, Como S'(r) > 0ser > ¢/2X e §'(r) < 0ser < /22 concluimos

3/500
iy

que r = é um ponto de minimo de S.

Portanto as dimensoes da lata que exigem menor quantidade de material s3o:

1500 1000 2/3 /500
raio r = \/ — ealturah:—(i> =920 2= = 9.
T 7 \500 T

Logo a altura deve ser igual ao didametro da lata.

Exemplo 5.39. Os pontos A e B estdo em lados opostos de um rio reto com 3km de largura. O
ponto C' estd na mesma margem que B, mas 2km rio abaixo. Uma companhia telefénica deseja
estender um cabo de A até C. Se o custo por km de cabo é 25% maior sob a dgua do que em

terra, como deve ser estendido o cabo, de forma que o custo seja menor para a companhia?

Seja P um ponto na mesma margem que B e C' e entre B e C, de tal forma que o cabo sera
estendido de A para P e deste para C. Seja « km a distdncia de B a P. Logo, (2 — x) km serd
a disténcia de P até C' e x € [0,2]. Seja k o custo por km em terra e gk‘ o custo por km sob a

dgua. Se C(z) for o custo total, entdo
5
C(x) = Zk\/32+x2+k(2—x) z € [0,2].
Para determinar o valor minimo de C' procuramos os pontos criticos.

y bkx
Clo) =Tk

Logo x = %4 sdo pontos criticos, porém ndo pertencem ao intervalo [0,2]. Assim, o minimo

. 23 ) ,
ocorre num dos extremos do intervalo. Calculando C(0) = Zk e C(2) = Zk\/ 13, concluimos
que o valor minimo ocorre quando x = 2. Logo para minimizar o custo, devemos estender o cabo

diretamente de A até C' sob a dgua.

Exemplo 5.40. Uma caixa sem tampa sera feita recortando-se pequenos quadrados congruentes
dos cantos de uma folha de estanho medindo 12 x 12 cm? e dobrando-se os lados para cima. Que

tamanho os quadrados dos lados devem ter para que a caixa chegue a sua capacidade maxima?

Denotamos por = a medida dos lados dos quadrados a serem recortados. O volume da caixa é

V(z) = (12 — 2z)?z = 1442 — 482 + 423 com 0 < x < 6, a qual é a fungdo que devemos
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maximizar. Derivando
V'(z) =144 — 962+ 122 =0 = z=6ouxz=2.

O candidato a ponto de maximo é x = 2. Analisando o sinal de V" (2) = =96+ (24)2 = —48 < 0

vemos que, de fato, x = 2 é um ponto de maximo.
Exercicio: Encontre o ponto sobre a pardbola y? = 2z mais préximo de (1,4). [R: (2,2).]

Exercicio: Um fabricante de armarios é capaz de fazer 5 pegas por dia. Uma entrega do material
custa 5.000, enquanto sua estocagem custa 10 por dia por unidade (quantidade de materia prima
para fazer uma pega). Quanto materia prima deve ser encomendada de cada vez e com que
frequéncia, de modo a minimizar o custo médio didrio nos ciclos de producdo entre as entregas?

5000

[R: a funcdo custo é C(r) = === + 252, onde x é o niimero de dias que a materia prima é

estocada. |
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Capitulo 6

A Integral

6.1 A Integral de Riemann

Definicao 6.1. Seja [a,b] C R um intervalo limitado e fechado. Dizemos que
P:ra=xpy<r1 <9< --<xp,=0,

onde n € N, é uma particao ou divisao de [a, b]. Neste caso, escrevemos P = (z;).

Uma parti¢do P de [a, b] divide o intervalo em n intervalos.

a=2xyT o Tio1 T Tpn1 b=xg, T

Para cada i = 1,...,n, definimos

Ax; =2, — T

que é o “tamanho” ou comprimento do intervalo [z; 1, z;]. Definimos, também,

AP = Imax Al’l
1<i<n

que é o “tamanho médximo" ou comprimento maximo que um intervalo [x; 1, x;] pode ter.

Sejam f : [a,b] — R e P = (x;) uma parti¢do de [a, b]. Para cada indice i seja ¢; um nimero

em [z;_1, x;] escolhido arbitrariamente.
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(8] C2 & Cn,

a=2TyT1 T2 Ti—1 T4 Tpn1 b=z, T

Consideremos a figura seguinte.

Definicao 6.2. A soma de Riemann de f em relacdo a P é dada por

Observacao: Note que a soma de Riemann € igual a soma das areas dos retangulos que estdo
acima do eixo x menos a soma das areas dos retangulos que estao abaixo do eixo x. Portanto a
soma de Riemann é a diferenca entre a soma das areas dos retangulos que estdo acima do eixo

x e a soma das areas dos retangulos que estdo abaixo do eixo x .

Consideremos a figura seguinte.
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Sejam f uma fun¢do continua definida em [a,b] e P = (z;) uma particdo tal que Ap = max Ax;

seja suficientemente pequeno. Entdo a area
A= AQ - A17

pode ser aproximada pela soma de Riemann
> fle) A,
=1

ou seja,
n

=1

Fazendo Ap — 0, temos

n

Zf(ci)A:vi — A

=1

e, portanto,
n

Allljrgo Zl fle)Ax; = A.

Entdo podemos dar a definicdo seguinte.

Defini¢ao 6.3. Diremos que uma fungdo f : [a,b] — R é Riemann integravel ou simplesmente
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integravel, se existir um ndmero A € R tal que

AP%O

lim Z fle)Ax; = A
i=1

onde P = (x;) é uma particdo de [a,b] e ¢; € [x;_1, z;].

Escrevendo o limite acima com €'s e §'s temos

Definicao 6.4. Uma funcio f : [a,b] — R serd dita integravel, se existir A € R tal que para
todo ¢ > 0, exista 6 > 0 tal que

n

> fle)Ax; — A

i=1

<€

para toda particdo de |a,b] com Ap < §, qualquer que seja a escolha de ¢; € [x;_1, x;]. Neste

caso, escrevemos .
A= / f(x)dx
a

que é chamada integral definida ou simplesmente integral de f em relagdo a x no intervalo
la,b].

Observacao: De acordo com a definicdo, o limite ndo depende da escolha dos ¢;.

Propriedade: Se f for continua em [a,b] entdo f é integravel em [a, b].

b
Definicao 6.5. Se existir a integra// f(z)dx, entdo definiremos

/baf(m)dx:—/abf(x)dx.

6.2 Propriedades da Integral
Sejam f,g : [a,b] — R fun¢des integraveis. Valem as seguintes propriedades

e A integral é Unica, isto é, f tem no maximo uma integral definida.
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e A integral é linear, isto é, para todo k € R, a funcao f + kg é integravel e

/ab<f+kg)(:c) dxz/ab[f(x)—l—k:g(x)] dx:/abf(a:)dx+k/abg(x) da .

b
e A integral é positiva, isto é, se f(x) > 0, para todo x € |[a, b], entdo / f(z) de > 0. Em

particular, se g(z) < f(x) para todo = € [a, b], entdo

/abg(@ dass/abﬂx) dz.

c b
e A integral é aditiva, isto é, se existirem as integrais / f(z) dx e / f(z) dx, com
a 4

b
¢ € [a,b], entdo existira a integral / f(x) dz e
a

/abf(x) dx:/acf(x) dx+/cbf(x) dr

Isto quer dizer que se f for integravel em todos os subintervalos de um intervalo [a, ],

a
entdo f serd integrdvel em [a,b]. Em particular, quando ¢ = a, teremos / f(z) dz = 0.
a

6.3 O Primeiro Teorema Fundamental do Calculo

O Primeiro Teorema Fundamental do Célculo estabelece uma conexdo entre calculo integral

e o calculo diferencial.

Consideremos qualquer fun¢do continua f com f(t) > 0. Entdo a fungdo

g(z) = / T p)dt

pode ser interpretada como a area de f de a até x, onde x pode variar de a até b.
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Para calcular ¢'(z) por definicdo, primeiro observamos que, para h > 0, g(z + h) — g(x) é obtida

subtraindo-se as dreas, logo ela é a area sob o grafico de f de x até x + h. Para h pequeno essa

area é aproximadamente igual a drea do retdngulo com altura f(x) e largura h,
g(@+h)—g(x) _

g(w +h) — g(x) ~ hf(z),  logo ) ~ f(a).

Portanto, intuitivamente esperamos que

g'(:r) — lim g(ZL‘ + h}i _ g(l‘) — f(x)

Isso é verdade em geral, como demonstra o seguinte Teorema.

Teorema 6.1 (Primeiro Teorema Fundamental do Célculo - 1TFC). Seja f uma funcdo continua

em |a, b], entdo a funcdo g definida por

Prova. Se z e . + h estdo em (a,b), entdo

z+h T
9@+ h) — g(x) = / £ty dt - / 1) di
= [ as [Tawa- [Csoa= [ 50
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logo para h # 0,

(x—l—h —g(z / )

Suponhamos que h > 0. Como f é continua em [z, z + h], pelo Teorema de Weierstrass
existem x1 e x5 em [z, x + h] tais que f(x1) < f(t) < f(x2) para todo ¢ € [z, + h]. Logo,

fehs [ gy de < e

Como h > 0, podemos dividir por h, obtendo

fan <y [ 50 dt < )

ou equivalentemente,

f(xl) S g(ﬂ?—i—h}i—g(%) S f(xz)

A desigualdade anterior pode ser provada de forma similar para h < 0.

Agora, quando h — 0, 1 — x e x5 — x. Conseqlientemente,
lim f(z,) = lim f(z1) = f(z), e lim f(x)= lim f(z;) = f(x),
h—0 T1—T h—0 To—T

pois f é continua, e assim pelo Teorema do Confronto [3.3]

g0 = i N ZID g

h—0

e 0 1TFC fica demonstrado. O

Exemplo 6.1. Ache a derivada da funcdo g(x / V1412 dt.

Como f(t) = V1 + 2 é continua, pelo 1TFC ¢'(x) = v/1 + z2.

4

Exemplo 6.2. Calcule a derivada de g(x) = / sect dt.
1

Utilizamos o 1TFC e a Regra da Cadeia. Seja u = z*, entdo

d [* d [ d d
J(x) = @/1 sect dt & i sect dtd_z = sec ud—z = sec(x?)4a”.
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6.4 Antiderivadas ou Primitivas

Ja sabemos que a derivada de uma func3o constante é zero. Entretanto, uma funcdo pode
ter derivada zero em todos os pontos de seu dominio e n3o ser constante; por exemplo a funcdo
f(z) = % é tal que f'(z) = 0 em todo ponto de seu dominio, mas f ndo é constante. O
seguinte corolario do TVM mostra que se f tiver derivada zero num intervalo, entdo f serd

constante nesse intervalo.

Corolario 6.1. Se f for continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) e f'(x) = 0 para todo

x € (a,b), entdo f serd constante.

Prova. Seja g € [a,b] um ponto fixo. Para todo = € [a,b], x # zg, pelo TVM existe um

pertence ao intervalo aberto de extremos x e z tal que

f(@) = f(zo) = f'(2)(z — xo).

Como f’(x) = 0 para todo z € (a,b), temos que f'(x¢) = 0, logo

f@) = f(xo) =0 = f(z)= f(x0)

para todo z € [a, b]. Portanto, f é constante. O

Observacao: No corolario acima, é importante que o dominio de f seja um intervalo para que
. 1 € ;o
o resultado seja valido. No exemplo f(z) = — temos f’(x) = 0 em todo ponto do dominio. A

7]

funcao f nao é constante e, por outro lado, o dominio de f n3o é um intervalo.

Corolario 6.2. Se duas fungbes definidas num intervalo aberto I tiverem a mesma derivada em

todo ponto x € I, entdo elas vao diferir por uma constante.

Exercicio: Encontre todas as fungdes f definidas em R tais que f'(z) = 22 e f”(z) = senx.

Definicao 6.6. Uma primitiva ou antiderivada de f em um intervalo I é uma funcdo derivavel
em I tal que
F'(z) = f(z), para todox €.

Observacao: Se F' for uma primitiva de f, entdo F serd continua, pois F' é derivavel.
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Se F(x) é uma primitiva de f(x) entdo F'(x) + k também serd primitiva de f. Por outro

k constante. Denotamos por

lado, se houver uma outra fungdo G(x) primitiva de f, pelo visto anteriormente, F' e G diferem,

neste intervalo, por uma constante. Segue que as primitivas de f sdo da forma F'(z) + k, com

/f(x) dx = F(x) + k, k constante

3

Exemplo 6.3. /x2 dr = % + k.

Exemplo 6.4. / dr = /1 dr =z + k.

a familia de primitivas de f e é chamada de integral indefinida de f.

Das férmulas de derivacdo ja vistas seguem as seguintes primitivas

cdr = cx + k;

xoz—‘rl

:a—i—l’

/
/
() /édmzlnerk v > 0;
/
/
/

a# —1;

sen rdr = —cosx + k;
secxdr = 1In|secz + tgx| + k;
(k)

secxtg v dr = secx + k;

dx = arcsenx + k.

|

Exercicio: Calcule as integrais indefinidas

(a) /(335 4 % +4) da:
© [+ ) do
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cosxdr =sen x + k;

1
—dr=In(—z)+k z<0;
T

tgrdr = —In|cosz| + k;

——dx = arctgx + k;

/
/
(h) /SeCQxd:p =tgx + k;
/
/

(b)/e‘“ dx;

(d) / cos(az) da.



6.5 O Segundo Teorema Fundamental do Calculo

Computar integrais a partir da definicdo como um limite de somas de Riemann pode ser
um procedimento longo e dificil. O Segundo Teorema Fundamental do Célculo nos fornece um

método muito mais simples para o calculo de integrais.

Teorema 6.2 (Segundo Teorema Fundamental do Célculo - 2TFC). Suponha que f é continua

em [a, b] entdo

[ #ta)dz=F) - Fla)

onde I' € qualquer primitiva de f, ou seja, uma funcio tal que F' = f.

T

Prova. Seja g(z) = / f(t) dt. Pelo 1TFC, ¢'(z) = f(z), ou seja, g é uma primitiva de f. Pelo
Corolario [6.2] duas priamitivas s6 podem diferir por uma constante portanto, F(x) — g(x) = k,

onde k é uma constante. Fazendo x = a, a férmula implica que F'(a) = k e fazendo = = b,
temos F'(b) — g(b) = k = F(a). Dai,

b
F) - Fla) = g(t) = [ 1(0) dt,
e a prova estd completa. O

Observacao: Note que, sob as hipéteses do 2TFC, temos

/ Fl(x) dx = / f@)dz = F(b) — F(a) = F(z)

a

ou seja, a integral da derivada de uma fun¢do que é uma primitiva é a prépria primitiva calculada

nos limites de integracdo.

Exemplo 6.5. Calcule a integral de f(x) = z* no intervalo [1,2].

2 3
/ :z:2dx:x—
1 3
0

Exemplo 6.6. Ca/cule/ (2% + 32z — 1) du.

-1

2

8 1
3 3 3

1
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0 0
3x?

0 0 0 0 !
/ (:1:3+3a:—1)dx:/ a:3dm~|—/ Sxdx—/ ldr = —
—1 —1 —1 -1 4

1 1
Exercicio: Calcule a integral de f(x) = — + — no intervalo [1,2].
T x

-1

/8
Exercicio: Calcule/ sen 2z dzx.
0

6.6 O Logaritmo Definido como uma Integral

O logaritmo é um conceito que pode ser definido de vérias formas. Nesta secdo vamos definir

o logaritmo como uma integral e a exponencial como sua inversa.

Definicao 6.7. A funcdo logaritmo natural é uma fungdo definida por

1
lna::/—dt, x > 0.
1t

Observacao: A funcdo Inx estd bem definida pois a integral de uma func3o continua sempre

existe.
Propriedades do logaritmo.
(a) In1 =0,
, 1
(b) In"x = — para todo = > 0,
x
(c) In(ab) =Ina + Inb, para todo a,b > 0,
(d) In (%) =Ina —Inb, para todo a,b > 0,

(e) In(a") = rlna para todo a > 0 e r racional.

Prova. A parte (a) segue da definicdo e a parte (b) do 1ITFC[6.1] Para provar a parte (c), seja

f(z) = In(az), onde a é uma constante positiva. Pela Regra da Cadeia, temos



Portanto, f(x) e Inz tem a mesma derivada, ent3o pelo Coroldrio , diferem por uma constante:
In(az) =lnz + C.
Fazendo x = 1, temos que Ina = C. Assim,
In(az) =Inz + Ina,

e escolhendo = = b, fica demonstrada a propriedade (c).

(d) : Utilizando a parte (¢) com a = 1/b, temos que

In (%) +Inb=In1=0, portanto In (%) = —Inb.

Agora,
1 1
In (%) =In (ag> =Ilna+In <Z> =Ilna—Inb.

A parte (e) é provada de maneira andloga. O

Grafico do logaritmo. Como a derivada de Inz é sempre positiva, o logaritmo é crescente e
como a derivada segunda é sempre negativa, In”(z) = —1/22, o logaritmo é céncavo para abaixo
em (0, +00).

Calculemos seus limites. Utilizando a propriedade (¢) com a = 2 e 7 = n, onde n € N, temos
que In(2") = nlIn2. Portanto In(2") — 400 quando n — 4o00. Mas, como Inz é crescente,
temos que

lim lnz = 4o00.
T—+00

Por outro lado, fazendo ¢t = 1/x, entdo t — 400 quando x — 0T. Portanto,

lim Inz = lim In <1> = lim —Int= —o0.

x—07t t——4o0 t—~+o00

ComoInl =0, lim Inx = +oo e lnx é uma funcdo continua crescente, pelo Teorema do
T—4-00

Valor Intermediario [3.12] existe um nimero onde In 2 assume o valor 1. Esse niimero é denotado
por e.

Definicao 6.8. Denotamos por e o nimero tal que Ine = 1.

138



Esta definicdo é consistente com a definicdo do nimero e como um limite. Provemos que

lim(1 + )" = e.

z—0

Seja f(z) = Inx. Entdo f'(1) = 1 e pela definigdo de derivada

£(1) = Iim f(A+x)— f(1) _ lim In(1 + z)

z—0 x x—0 x z—0

= lim In(1 + x)l/x =1In (lim(l + x)l/w) )

z—0

pois a funcdo In é continua. Assim,

In (lim(l + x)l/‘”> =1

z—0

e portanto
lim(1 + )" = e.

z—0

6.7 Mudanca de Variavel ou Regra da Substituicao

Nesta secdo aprenderemos como substituir uma integral relativamente complicada por uma

mais simples.

Sejam f e g tais que Im(g) C Dy. Suponhamos que F' seja uma primitiva de f. Entdo
F(g(z)) é uma primitiva de f(g(z))¢'(x), de fato, pela Regra da Cadeia,

[F(g(x))]" = F'(g(x))g'(x) = f(9(x))g'(x).

Portanto,

/ F(o(2))g (x) dz = F(g(x)) +

onde k£ é uma constante arbitraria. Assim, se fizermos a mudanca de varidavel ou substituicdo

u = g(x) temos

||
3
=
8
=
QU
&
I
=
=
=
+
o
I
g
<
S~—
_l_
x>
I
™
=
oY
<

/ F(g(a))g(x) da
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ou, escrevendo F’ = f, obtemos a Regra da Substituicao:

/ F(9(2))g (2) d = / f(u) du. (6.1)

Exemplo 6.7. Encontre /Qx\/l + 22 dx.

Fazemos a substituicio u = 1422, ent3o sua diferencial é du = 2xdx. Pela Regra da Substituicao,

2 2
/Qx\/l—i—xde:/\/l—l—x?Qxd:p:/\/ﬂdu:§u3/2+k:§(1+x2)3/2+kz.

Exemplo 6.8. Encontre /:(;3 cos(z* + 2) dx.

Fazemos a substituicio u = 2% + 2, entdo sua diferencial é du = 423 dz. Assim, usando 23 dx =

d N
Zu e a Regra da Substituicdo temos

1 1 1 1
/353 cos(z* +2)dx = /COS(U)Z du = 2 /cosudu = jsenu + k= Zsen(a:4 +2) + k.

dx.

Exemplo 6.9. Calcule / : v

+at

Se fazemos u = 1 + ', teremos du = 42 dz. Como 422 n3o é constante

T 1 423 1 43
dr = | — d — | ———dx.
/1+£C4 o 4221 + x4 . 4x2/1+x4 *

Isto nos mostra que a mudanca u = 1 + z* n3o resolve o problema. Entretanto, se fizermos

u = 22, teremos du = 2z dx, assim,

z 11 1 1 ,
/1+x4dx:/1+u2§du:éarctg(u)—kk::§arctg(x)—l—k.

Exemplo 6.10. Encontre/tgx dz.

Fazemos a substituicdo u = cos x, entdo sua diferencial é du = —sen x dx; portanto
senx 1
tgr dx = de=— [ —du=—In|u|+k = —In|cosz|+ k = In|secx| + k.
cos T U
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Existem dois métodos para calcular uma integral definida por substituicdo. Um deles consiste

em calcular primeiro a integral indefinida e entao usar o 2TFC. Por exemplo,

2

2 2 2

/ 20V1 + 22 dx = (1 + 2% = §(5)3/2 = 5(1)3/2 = g((5)3/2 —1).
0 0

Um outro modo consiste em se mudar os limites de integracdo ao se mudar a varidvel.

Regra da Substituicdo para Integrais Definidas. Se ¢’ for continua em [a, b] e f for continua

na variagdo de u = g(z), entdo

b g(b)
/ flo@)g@dr= [ f(u)du

Prova. Seja I’ uma primitiva de f. Entdo, F'(g(x)) é uma primitiva de f(g(z))¢'(x), logo, pelo
2TFC (Teorema [6.2)), temos

b
/ F(g(2)g(x) dz = F(g(b)) — F(g(a).

g(b) g9(b)
| fwdu=F@w) = Flo(®) - Flgla)
9(a) g(a)
O
1
Exemplo 6.11. Ca/cu/e/ V2r —1 dx.
1/2
1
Fazendo u = 2x—1, temos du = 2 dx ou %du = dr Quando z = 5 U= O;quandoxr =1, u = 1.
Assim,
1
1
/ \/2x—1dx:/\/_ du = - /\/_dU———u?’/2 =—.

Inz

Exemplo 6.12. Ca/cule/ — dz.

1
Fazendo u = Inx, temos du = — dz. Quandox =1, u =Inl =0; quandox = e, u =lne = 1.
s
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Assim,
!

0

2
/ln—xd:v—/ udu:%

Exercicio: Calcule as integrais

(a) / /2 1 da: (b) / SN L (©) / (20— 1)? da:

cos® x

(d) /fog dx; (e) /x2x/3x+2 dx; (f) /xe “
2 2 _ I
/1 zvVa? + 1 dx; (h)/o 2*V/3z + 2 du; (1) /0 o dx.

6.8 Integracao por Partes

A Regra da Substituicdo para integracio corresponde a Regra da Cadeia para diferenciac3o.
A Regra do Produto para diferenciacdo corresponde a uma regra chamada de integracdo por

partes.

Sejam f, g : [a,b] — R diferencidveis em (a,b). Entdo, para cada z € (a,b), vale

[f(x)g(@)] = f'(x)g(x) + f(x)g (z),

ou seja,
f(2)g'(x) = [f(2)g(2)] = f'(x)g(x).

Como f(z)g(xz) é uma primitiva de [f(z)g(z)]’, se existir uma primitiva de f'(x)g(z), entdo

também existird uma primitiva de f(z)¢'(x) e valerd a férmula de integracao por partes:

/f(x)g’(l“) dr = f(x)g(r) - /f’(l’)g(fv) dx . (6.2)

Notacdo alternativa. Tomando u = f(z) e v = g(x), temos

du= f'(x)dz e dv=g(x)dx
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e podemos re-escrever ((6.2)) como

/udv:uv—/vdu.

Exemplo 6.13. Calcule /1: sen x dx.

Suponha f(z) =z e ¢’(z) = sen z. Entdo, f'(z) =1 e g(x) = — cosx. Assim

/x sen mdx:m(—cosm)—/1(—Cosx)dm:—x cosz +sen = + k.

Exemplo 6.14. Ca/cu/e/arctg rdx.

1 1
arctga:lszuv—/vdu:(arctg x) $—/x1+$2 dmz:z:arctgx—éln(1+x2)+k‘.

Exemplo 6.15. Ca/cule/x%" dz.

N A e 2¢ e¥ dx.
g’ g ! g

Utilizando a férmula de integracdo por partes mais uma vez, calculamos
/xexdx:a:ex —/e””dm =zxe’ — e’ + k.

Portanto,
/ZBQGI dr = 12e® — 2xe” + 2¢% + k.

Combinando a férmula de integracdo por partes com o 2TFC, podemos avaliar integrais

definidas por partes. Sejam f e g duas fun¢des com derivadas continuas em [a, b], entdo

[ 1)@ de = swt@)| ~ [ Fgle)do.

t
Exemplo 6.16. Ca/cu/e/ rlnzder.
1
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t 2 t t 2 2 t
1 t 1
/ z Inx dxr = T Inx —/ - dx:—lnt——/xda:
' 2~ 0. T 2 2 2 )i
e ¥ ~—~ g =~
f I g
2 122" 2 1
=—Int—=-—| =—Int—~t*+=
SR R e L

Exercicio: Calcule as integrais
(a) /arcsen:r: dx; (b) /lnx dx; (c) /az2senx dx;

1 4
(d) /em cosx dz; (e) / arctg x dx; (f) eV® du.
0

1
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Capitulo 7

Aplicacoes da Integral

7.1 Deslocamento e Espaco Percorrido

Consideremos uma particula que se desloca sobre o eixo x com equagdo de posicdo x = x(t)

d
e com velocidade v = v(t) continua em [a, b]. Sabemos que —x(t) = v(t), ou seja, x(t) é uma
primitiva de v(t). Portanto, pelo 12 2TFC (Teorema [6.2)), temos

/ o(t) dt = 2(b) — 2(a) (7.1)

que é o deslocamento da particula entre os instantes a e b. Para calcular a distancia percorrida
durante o intervalo de tempo, teremos que considerar os intervalos quando v(t) > 0 e também

quando v(t) < 0. Portanto, definimos por

b
/ ()] dt (7.2)
o espaco percorrido pela particula entre os instantes a e b.

Observagdo: Se v(t) > 0, para todo t € [a,b], entdo (7.1 e (7.2) implicam que o espago

percorrido pela particula e o seu deslocamento coincidem entre os instantes a e b e sdo iguais a

/abv(t) dt
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que determina a area do conjunto limitado pelas retas t = a, t = b, pelo eixo 0t e pelo grafico

de v = v(t). Veja a figura abaixo.

ON

Observagdo: Seja ¢ € [a,b] e suponha que v(t) > 0 em [0,c] e v(t) < 0 em [c, b] conforme a

figura.

Ent3o o deslocamento da particula é dado por ([7.1)) acima, ou seja,

b
z(b) — z(a) = / v(t)dt = Ay — As,

mas o espaco percorrido entre os instantes a e b é dado por ([7.2), ou seja,

b c b
/ ()] dt :/ v(t)dt—/ o(t)dt = Ay + Ay
Logo, neste caso, deslocamento e espaco percorrido ndo coincidem.
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Exemplo 7.1. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) =2 —t.

(a) Calcule o deslocamento entre os instantes t =1 e t = 3.
(b) Calcule o espago percorrido entre os instantes 1 e 3.

(c) Interprete o movimento.

3
=0.

1

3 t2
Deslocamento = / (2—t)dt = (2t — 5)
1

3 2 3
Espago percorrido = / 12 —t|dt = / (2—t)dt — / (2 —t)dt = 1.
1 1 2

Interpretacdo: em [1,2) a velocidade é positiva, o que significa que neste intervalo a particula
avanga no sentido positivo; em (2, 3] a velocidade é negativa, o que significa que neste intervalo
a particula recua, de tal modo que em ¢ = 3 ela volta a ocupar a mesma posicao por ela ocupava

no instante ¢t = 1.

Exercicio: Uma particula desloca-se sobre o eixo = com velocidade v(t) = 1 — ¢2.

(a) Calcule o deslocamento entre os instantes t =0 e ¢t = 2.
(b) Calcule o espago percorrido entre os instantes 0 e 2.

(c) Interprete o movimento.

7.2 Calculo de Areas

Queremos determinar a drea de diferentes regides. Comecaremos pelo problema de achar a

area de uma regido A que estd sob a curva de uma funcao.

Caso 1: Seja f continua em [a, b] com f(z) > 0, para todo = € [a,b]. Queremos calcular a area

do conjunto A do plano limitado pelas retas

e pelo grafico de y = f(x) conforme a figura abaixo.
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Seja P = (x;) uma particdo de [a,b] e ¢;’ e ¢;” tais que

fle/) =min{f(z); = € [x;_1, ]}
flei”) = max {f(x); v € [v;i-1, w]}.

Entdo, as somas de Riemann correspondentes satisfazem temos
Z fleiAz; <A< Z flei") Az,
i i

conforme ilustra a figura seguinte.

Isto significa que a soma de Riemann Z f(ci')Ax; se aproxima da drea A por “falta” e a soma

)
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de Riemann Zf(ci”)A:vi se aproxima da drea A por “sobra”.

(]

Dai, fazendo Ap = max Az; — 0 temos
1<i<n

Ad—0

; J < ; < i M .
lim zi:f(cz Az, < AlgEoA < Albrgozi:f(cl )Ax;

/abf(z)dx A /ab f(x)dx
ou seja, A = /abf(x)d:r :

Exemplo 7.2. A drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1 e pelo grafico de

flx) =2 é %

Caso 2: Seja A o conjunto hachurado conforme mostra a figura.

Logo

éreaA:—/abf(x)d:c:/ab—f(x)dx:/ab\f(x)\dx.

Observe que como f(z) < 0, para todo x € [a, b] temos

/abf(x)d:cgo = —/abf(:v)dﬂczo.

Exemplo 7.3. A drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1 e pelo grafico de

3
oA 4
flz)==x T €15

Caso 3: Seja A o conjunto hachurado conforme a figura abaixo.
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Entao

a'reaA:/acf(:c)d:c—/Cdf(x)dx—l—/dbf(w)dw:/ab|f(x)\da:.

Exemplo 7.4. A drea do conjunto do plano limitado pelas retas © = —1, x = 1 e pelo grdfico
de f(z) =2 é 1.

Caso 4: Considere A o conjunto hachurado da figura seguinte.

Entdo A é o conjunto dos pontos (z,y) € R? limitado pelas retas © = a, v = b e pelos gréficos

das fungdes f e g, onde f(z) > g(x), para todo = € [a,b]. Segue que

irea A = | @) - g(a)) d = / e - / ' gla)da
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Observacao: No Caso 4 acima temos

b
/ f(z)dz = Ay + B;

/abg(x):B—AQ.

Portanto

b
/ [f(z) — g(x)]de = A1 + Ay .

Em geral, a drea entre as curvas y = f(x) ey =g(x) eentrez =aex =bé

b
| 1@ g(a)) do.
Exemplo 7.5. Calcule a drea do conjunto A = { (z,y) € R*; 22 <y <z} .

Temos que 22 <y < /z < 0 <z < 1. Portanto
q Y

1

1
drea A = / (Vo —2%)dr = 3
0

Exemplo 7.6. Calcule a drea da regido compreendida entre os gréficos dey = = e y = 2%, com
0<z<2.

As curvas y = x e y = 22 interceptam-se nos pontos # = 0 e x = 1. Entio,
1 2
drea = / (z — 2°)dx +/ (2 — 2)dr = 1.
0 1

Exercicio: Encontre a drea da regidao limitada pelas curvas y = sen z, y = cosz, x = 0 e
m

z= 3. [R:2v2 2]
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7.3 Volume de Sélido de Revolucao

7.3.1 Seccoes Transversais

Seja S um sélido qualquer. Interceptamos S com um plano e obtemos uma regido plana que
é chamada de seccao transversal de S. Seja A(x) a area de secgdo transversal perpendicular

ao eixo x e passando pelo ponto z, onde a < x < b. Seja P = (x;) uma parti¢do de [a, b].

Vamos dividir S em n fatias usando os planos P,,,---, P, ,. Escolhemos pontos ¢; €

[x;_1, x;] e aproximamos a i-ésima fatia S; por um cilindro com &rea de base A(c;) e altura Ax;.

O volume deste cilindro é A(c;)Ax;; assim, uma aproximagdo para o volume da i-ésima fatia
S; é

Somando os volumes destas fatias obtemos uma aproximacdo para o volume total

V& z": A(c;) Az,

1=1

Fazendo Ap = max Ax; — 0, esta aproximacao parece melhorar. Portanto, definimos o volume

i<n

do sélido S por

n

b
V = lim A(ci)A:ci:/ A(x) dz.

Ap—0
P

Em particular, se S é o conjunto obtido por rotacdo, em torno do eixo x, do conjunto
A={(r,y) €eR* a<z<b,0<y< f2)},
entao

A() = wlf (@)

Portanto, o volume do sélido S obtido por rotacao, em torno do eixo x, do conjunto A

7

e

V= W/ab[f(x)]Q da.

152



Exemplo 7.7. Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo x da regido
sob a curva y = \/x de 0 até 4.

Quando fatiamos através do ponto x, obtemos um disco com raio \/z. A drea desta seccdo

transversal é
A(x) = n(v/1)* = 2.

Portanto, o volume do sdlido é

4 4 22
V:/A(:v)dxzﬂ/ rdr =n1—
0 0 2

Para determinar o volume de um sélido obtido com a rotacao, em torno do eixo y, de uma

4
= &m.

regido compreendida entre o eixo y e uma curva z = R(y), ¢ < y < d, usamos o método com x

substituido por y. Nesse caso, a seccao transversal circular é

d
A(y) = 7[R(y)]* e o volume V= / Aly) dy.

Exemplo 7.8. Calcule o volume do sdlido obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido

. . 2
compreendida entre o eixoy ea curvaxr = —, 1 <y < 4.
Yy

o famrme [ () s

Exemplo 7.9. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo x, do conjunto

O volume é A

= 3m.
1

SR

A:{(a:,y)ERQ; §y§m,1§x§2}.

O volume V =V, — Vi, onde V5 e V; sdo os volumes obtidos pela rotacdo, em torno do eixo =,
dos conjuntos
AZ:{(I,?J)GRz;OSny, 1§x§2}

1
Alz{(x,y)eRZ; 0<y<—, 1§x§2} .
x
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Assim,

2 2
m 1 T
— 2 — — —

mow 117
Portanto, V = — — — = ——.
ortanto, 3 5 5

Exemplo 7.10. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido

compreendida entre a parabola y = x* e a reta y = 2x no primeiro quadrante.

A reta e a pardbola se cortam em y = 0 e y = 4, portanto os limites de integracao sdo ¢ = 0
ed=4. O volume V =V, — V, sdo os volumes dos sélidos obtidos pela rotacdo, em torno do

eixo y, das curvas R(y) = \/y e r(y) = %, respectivamente. Assim,

4 4,2
16
V2:7T/(\/§)2dy:8ﬂ' Vi=r [ Lay="2
160 8«
Portanto, V = 87 — — = —.
ortanto ™ 3 3

Exercicio: Ache o volume de um sélido obtido pela rotacao do eixo  do conjunto de pares
(z,y) tais que 2 +y> <% y >0 (r > 0). [R: 47r3/3].

Exercicio: Ache o volume de um sélido obtido pela rotacdo do eixo y da regido limitada por
y=23 y=8ex=0.[R:967/5]

7.3.2 Cascas Cilindricas

Considere um sélido S obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido limitada por
y = f(z), onde f(x) > 0, e pelas retas y = 0, = a e x = b. Seja P = (x;) uma partigdo
do intervalo [a,b] e seja ¢; € [x;_1,x;] o ponto médio do i-ésimo intervalo, ¢; = (x; + z;_1)/2.
Se o retangulo com base Ax; = (z; — x;_1) e altura f(c;) € girado ao redor do eixo y, entdo o

resultado é uma casca cilindrica cujo volume é
Vi = (27¢;) f(ci) Ax; = [circunferéncial [altura][espessura).

Portanto uma aproximacgao para o volume V' de S é dada pela soma dos volumes dessas se¢oes:

n

V= Z Vi= Z(Qﬂcz-)f(ci)Axi.

=1
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Esta aproximagdo torna-se melhor quando Ap = max Ax; — 0. Entao definimos o volume do

i<n

sélido S obtido pela rotacdao, em torno do eixo y, da regiao limitada por y = f(z), onde
f(z)>0,y=0,z=a e x =10 por

n

b
V =2r Alggoz cif(e)Ax; = 27?/ xf(r)de.

i= a

Exemplo 7.11. Determine o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo vy, da regido

limitada por y = 22* — 2% e y = 0.
2 2 2
V= 27r/ zf(r)dx = 27?/ r(22° — %) dr = 27T/ (22° — 2*) dx = 27(8 — 3) =5
0 0 0

Exercicio: Ache o volume do sélido obtido pela rotacdo do eixo y do conjunto de todos os pares
2

(x,y) tais que 0 < x < 2, O§y§%+1ey2x2—1. R :7m/2].

7.4 Comprimento de Arco

Queremos definir o comprimento de uma curva. Se a curva é uma poligonal, podemos
facilmente encontrar seu comprimento somando os comprimentos dos segmentos de reta que
formam a poligonal. Agora suponhamos que a curva C seja dada pela equagdo y = f(x),
onde f é derivavel e a < x < b. Seja P = (z;) uma parti¢do de [a,b]. Entdo a poligonal com
vértices (z;, f(x;)) é uma aproximagdo para C. O comprimento da curva C' é aproximadamente

o comprimento da poligonal, e a aproximacdo torna-se melhor quando Ap — 0.

O comprimento da poligonal é

L(P) = Z V(@i = zi21)? + (f () — f(wim1))?
=1
Aplicando o TVM 5.2 em cada intervalo [z;_1, z;], existe um ¢; € (z;_1, ;) tal que

fl@i) = flxima) = fe) (@i — 2i1) = f'(e) Az
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Segue

Z\/sz c,AxIQ—Z\/l%— (f'(c;))?Ax;.

Entdo, definimos o comprimento da curva C' por

n b
L= Jim > VT (e = | VIFTF@P

Exemplo 7.12. Calcule o comprimento de arco de y = 2%/%, 1 < z < 4.

Como y = f(z), temos f'(z) = §a:1/2, e assim,

2
/ \/1—1— xdx

9 13
Fazendo, u = 1 + 4x entdo du = Zldx Quando z = 1, u = —; quando =z = 4, u = 10.

4
10 3/2
S 1om2 — (E>
134 T 27 4

V2
2

Portanto,
4

L=-— wdu = —=u®/?
9/3/4\/—“ 93"

Exercicio: Calcule o comprimento da curva y =1 — 22, 0 <z <

R :m/4).

2
Exercicio: Calcule o comprimento da curva y = %, 0<z<1 [R:1/2[V2+In(1+2)].

7.5 Area de Superficie de Revolucio

Uma superficie de revolugao é formada quando uma curva é girada ao redor de uma reta. Tal

superficie é a fronteira lateral de um sélido de revolucdo ja discutido na se¢do [7.3]

Consideremos um cone circular com base de raio R e geratriz g. Cortando o cone e desenrolando-
2R

9

0, obtemos um sector de um circulo com raio g e angulo central 6 =
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Sabemos que a drea de um sector é dada por:

1 1 2
A=—g%=—4° (W—R) = 1Rg.
2 2 g

Portanto definimos a drea da superficie lateral de um cone como sendo A = 7ryg.

Consideremos agora um tronco de cone circular reto, de geratriz g, raio da base maior | e

raio da base menor . Queremos determinar a drea lateral, Ar, do tronco de cone.

A area do tronco é calculada pela subtracdo das areas dos dois cones:
Ar =nri(m+ g) — wram = w[(r1 — ro)m + r19]

Por semelhanca de triangulos, temos

o que resulta em

rim = (m+ g)re ou (r1 — ro)m = rag.
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Logo a area lateral, A7, do tronco de cone é dada por

Ar =m(ry +1r3)g = 27ryg,

1
onde r = 5(7"1 +79).

Podemos generalizar para uma superficie gerada pela revolugdo de uma poligonal plana em
torno de um eixo deste plano pois a drea desta superficie é a soma das areas laterais de troncos

de cones.

Seja A a area lateral da superficie gerada pela rotacdo da poligonal da figura abaixo. Entdo

temos

A=2mrily+ -+ 211,40,

Agora vamos deduzir a area lateral de um sélido de revolugcdo qualquer em torno do eixo x

pela aproximacao da soma das dreas laterais de varios troncos de cone.

Consideremos f definida e positiva em [a, b] com derivada continua em (a,b). Seja P = (x;)
uma particdo de [a, b]. Consideremos a poligonal com vertices (x;, f(x;)) e girando-a ao redor do

eixo x obtemos uma aproximac¢ao para a superficie. A drea de cada tronco de cone é

A; = 27rf(xi) +2f(xi_1) L+ [f(e))?Axy,

onde ¢; € [z;_1, ;], como foi feito na secdo[7.4, Quando Az; é pequeno temos que f(z;) ~ f(c;)
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e também f(x;_1) = f(¢;) pois f é continua. Portanto,

A; = 2rf(ci)\/1+ [f'(c)]?Axy,

e entdo uma aproximacdo para a area da superficie é

Z 21 f(e) V1 + [f'(¢;)]?Ax;.

Esta aproximacgdo torna-se melhor quando Ap — 0. Entdo definimos a area da superficie

obtida por rotacdo, ao redor do eixo z, da curva y = f(z), f(z) >0, a <z < b, como

S = Al}i}riloz%rf(ci)\/ L+ [f'(c)]? Az, = 27r/ f@)v/1+[f'(x)]? do.

Exemplo 7.13. Encontre a drea da superficie obtida pela rotacdo da curva y = 4 — 22,
—1 <z <1, ao redor do eixo x.

Temos f'(x) = —$, e assim,

V4 —a?

1 2 1 1
T 2
S:27r/ Va4 — a2 1+ dx:27r/ \/4—x2—dm:47r/ ldx = 8.
-1 4 — x? -1 \/4—1'2 -1

Exercicio: Calcule a drea da superficie gerada pela rotacdo, em torno do eixo x, do grafico de
f(x)=senz, 0< 2z <7 [R:2r(v2+1In(v2+1))].

7.6 Trabalho

Nesta secao, vamos definir trabalho realizado por uma forca que varia com a posi¢do. No caso
de uma forca constante F) o trabalho realizado é definido pelo produto da forca pela distancia d

que o objeto se move:
T=Fd, trabalho = forca x distancia.
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Vamos considerar agora uma forca F' que atua sobre uma particula que se desloca sobre o
eixo x. Suponhamos que esta forca seja paralela ao deslocamento e varidvel com a funcdo de

posicdo x . Entao escrevemos
Fx) = f(z)i,
onde f(x) é a componente de F(z) na direcio do deslocamento (isto &, na direcio de 7).

Consideremos o deslocamento da particula de z = a até x = b com a < b e suponhamos que
f(z) seja continua no intervalo [a, b]. Seja P = (z;) uma parti¢do do intervalo [a, b] e escolhemos
por amostragem ¢; € [x;_1, x;], i =1,...,n. Se Az; = x; — x;_ for suficientemente pequeno,
f sera praticamente constante no intervalo, e entao podemos dizer que trabalho realizado por F

de z;_; até x; sera aproximadamente
T, = f(Cl)A.Z'l

Logo podemos aproximar o trabalho realizado por F de a até b pela soma dos trabalhos

realizados nos intervalos [x;_1,2;], it = 1,2,...,n, isto é

n
TR E fle)Ax;.
i=1
A intuicao acima nos motiva a definirmos trabalho como segue.

Defini¢io 7.1. O trabalho 7 realizado por uma forca F(z) = f(x)i sobre uma particula no

deslocamento de x = a até x = b € dado por

n

b
r= Jim, > )= | @

Observacdo: Na Definicdo[7.1] a e b € R sdo quaisquer, isto é, podemos ter a > bou a <b, e
f é integravel em [a, b], mas ndo necessariamente continua. Em particular, sea < b e f(x) >0,
para todo = € [a,b], entdo o trabalho 7 coincidird com a area do conjunto limitado pelas retas
r=a, r=>5,y=0 e pelo grafico de y = f(z).

Exemplo 7.14. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma forca paralela ao des-

locamento e de componente f(x) = — . Calcule o trabalho realizado pela forca no deslocamento
x

dex =1 até x = 2.
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2
1
7'_/ —d:t———
1

Exemplo 7.15 (Trabalho e Energia Cinética). Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo

x com fung¢do de posicdo x = x(t), com xo = x(ty) e x1 = x(t1). Suponha que x(t) seja 2 vezes
derivdvel em [ty,t1] e que a componente f(x), na direcio do deslocamento, da forca resultante
que atua sobre a particula seja continua em [xg, x1]. Seja v = v(t) a funcdo que descreve a
velocidade da particula, com vy = v(ty) e v1 = v(t1). Verifique que o trabalho realizado pela

resultante de xy até x| € igual a variagcdo na energia cinética, isto €,

t1

" 1 1 1
/ f(z)dx = 5 mv; — 5 muy = §mv2(t)

to

Temos = = x(t). Logo dz = 2/(t) dt. Como zg = x(ty) e x1 = z(t1), entdo para x = xg, t =t

e, para x = xq, t =t1. Assim

/ " fe)de = / ot 2/t dt = / Fa@)) dt. (7.3)

Pela 22 Lei de Newton, temos

f(x(t)) = m - a(t), (7.4)

onde a = a(t) é a acelera¢do da particula no instante t. Fazendo a mudanga de varidvel v =
v(t), dv ='(t)dt = a(t)dt, para t = ty, v =g e para t = t;, v = vy; portanto, de[7.3)e[7.4]

/:f(x)dx:/t:lf(x(t P dt /ma b dt = m/ _

21 1
—m/ vdv—m— 2

= 5 mv% — § mvo.
Exemplo 7.16. Considere uma mola sobre uma superficie horizontal (paralela ao eixo x) com

vo

uma das extremidades fixa num anteparo (paralelo ao eixo y). Suponha que a origem z = 0
coincide com a extremidade livre quando a mola ndo esta comprimida nem distendida. Agora,
suponha que a mola seja distendida e que uma particula seja presa a sua extremidade livre.
Considere que a for¢a exercida sobre a mola obedece a Lei de Hooke: F(x) — —kai, onde k é a

constante elastica da mola. Calcule o trabalho realizado pela mola quando a particula se desloca
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das posicoes x = 0,5 até t =0 e x =0,5 até x = —0,5.

0 210
k
Tz/ —krdr = —k=—| =-
1/2 2 1/2 8
-1/2 .ZUQ -1/2
T:/ —kxdr = —k— = 0.
1/2 2 1/2

7.7 Centro de Massa

Consideremos uma fina placa (chamada de /dmina) com densidade uniforme p que ocupa uma
regido A do plano. Desejamos encontrar o ponto P no qual a placa se equilibra horizontalmente.
Esse ponto é chamado centro de massa da placa ou centréide de A. Suponha que a regido A

seja da forma
A={zy) eR* a<a<b, 0<y< fa)},
onde f é fun¢do definida e continua em [a, b], com f(x) > 0, para todo = € [a, b).
Consideremos uma particdo P = (z;) de [a,b] e escolhemos o ponto ¢; como sendo ponto

L . , T + X1 . . - .
médio do intervalo [z; 1, x;], que é ¢; = —s Isto determina uma aproximag¢ao poligonal

a A.

~ p C; ) )
O centro de massa do retangulo hachurado R; é seu centro (ci, (22)) . Sua drea é f(¢;)Axy;
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assim sua massa é
m; = p A.TZ ric;) . 7.5

base altura

O centro de massa dos retangulos R;, Ry ... R, serd dado por

n n
f(ci)
g C; My g my;
, . 2
=1 =1
n ) n
> mi > mi
i=1 =1

IR

(Te,ye) =

S cnfle)da; 53 Fe)pf(e)d,
=1 =1

n ? n

Z p f(ci)Az; Z p f(ci)Ax;

i=1 i=1
n 1 n
i=1 1=1

Z flei)Az; Z fle)Aw;

Y

Dai, fazendo Ap = max Az; — 0, obtemos o centro de massa da regido A

1<i<n
/bxf(x)d:z: %/b () dx

/abf(x)dx | /abf(x)dx

I 11/
- (éreaA/ vf(w)de éreaAé/ f%x)dm).

Exemplo 7.17. Calcule o centro de massa da regido limitada pelas curvasy = cosz,y =0, x =
0ex=m/2.

(Te,ye) =

/2

w/2
A area da regido é: Area A = / cosrdr =sen x = 1; assim,
0

0

1 w/2 w/2
Te = - / ;Ef(a:)da::/ x cosxdr =xsen x
area A J, 0

/2 /2
—/ senxdx:z—l,
0 0 2

163



1 1 /2 1 /2 1 /2
Ye = éreaA§/0 fQ(:zz) dr = 5/0 cos? rdx = Z/o (14 cos(2x)) dx

1 1 w/2
=1 (x + Zsen (2x)) ) = g
Portanto o centro de massa é (g -1, %) .

Se a regido A esta entre as curvas y = f(z) e y = g(x), onde f(x) > g(x), entdo o mesmo

argumento anterior pode ser usado para mostrar que o centro de massa de
A={(z,y) eR*; a <z <b, glx) <y < f()}

é dado por

(200 = (5 /:x[ﬂx)—g(x)]dx, — /:W(x)—g?(m)]dm).

area A area A2

Exemplo 7.18. Determine o centro de massa da regido A limitada pela reta y = x e pela

pardbola y = 2.

A drea da regiao é

1 2 3
y 1
AreaA—/(x—xz)dx———x— =-.
0 2 3|, ©
Portanto, .
1 3 4
1
:1cc:6/0 x(x—ﬁ)dmz(i(%—%) 025,
1/t @ S\ 2
c=62 [ (2—aVde=3(T -L)| =2
Y 2/0(95 =) dw (3 5)0 5

12
O centrode massa é | —, - | .
2'5

Exercicio: Determine o centro de massa da regido A limitada pela reta y = 1 e pela parabola
y=21z%. [R:(0,2/5)].
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Capitulo 8
Técnicas de Integracao

Com o Segundo Teorema Fundamental do Célculo podemos integrar uma funcdo a partir de
uma primitiva ou integral indefinida. Neste capitulo desenvolveremos outras técnicas para calcular

integrais indefinidas.

8.1 Integrais Trigonométricas

Nesta secao usaremos identidades trigonométricas para integrar certas combinagoes de

funcoes trigonométricas.

Exemplo 8.1. Calcule /cos3xdx.

3

Observe que cos® z = cos® x cosz = (1 —sen?z) cos x. Fazendo u = sen z temos du = cos  dx.

3
1
/cos?’xda::/(1—sen2x)cosxdx:/(1—u2)du:u—%+k:senx—§sen3x+k.

Exemplo 8.2. Calcule /sen(&r) cos(2z) dx.
1 ~
Observe que sen(3x) cos(2z) = §[sen(5x) + sen(z)]. Entdo,

1 1 1
/sen(?)x) cos(2x) dx = 3 /[sen(5x) + sen(z)] dx = 1o cos(bx) — 5 08T + k.
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Exemplo 8.3. Calcule /sen4(x) dx.

1 1
Observe que sen?(x) = 5(1 —cos(2z)) e cos’z = 5(1 + cos(2z)). Entao,

/sen4(x) de = 411/(1 — cos(2x))” dr = }L/(l — 2cos(2x) + cos?(2x)) dx
— i/(l — 2cos(2x) + %(1 + cos(4x)) dx = 111 (375” ~ sen(2z) + Senéélx)) .

Exemplo 8.4. Calcule /Sen5x cos? x da.

2 2

Observe que sen’z cos’z = (sen’z)? cos? wsen(z) = (1 — cos? z)? cos? wsenz. Fazendo u =

cosz temos du = —senx dx e assim

/sen% cos’ x dr = /(1 — cos® )2 cos® z senx dr = /(1 —u?)?u?(—du)

3 5 7

:—/(u2_2u4+u6)du:_<u__2u_+u_)+k:_COZx+20085£13_00?33+k‘

Estratégia para avaliar / sen”x cos" x dx.
(a) Se n for impar,
/senmx cos R HD g dyy = /senm:c (cos x)* cosx dw = /senmx(l — sen’r)” cosx dx.

Entdo faca u = sen z.

(b) Se m for impar,
/sen(QkH)x cos" xdx = /(sen%)k cos" x senx dxr = /(1 — cos? )" cos™ z senx dx.

Entdo faca u = cos .

(c) Se m e n forem pares, utilizamos as identidades dos dngulos metade
2 1 2 1
sen“x = 5(1 — cos(2x)) cos” x = 5(1 + cos(2x)).
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Algumas vezes pode ser util a identidade

2senx cosx = sen(2z).

Estratégia para avaliar /sen(mx) cos(nz) dr ou /sen(mx) sen(nx) dr ou

/cos(mx) cos(nz) dx. Utilize a identidade correspondente:

(a) 2sena cosb = sen(a — b) + sen(a + b),
(b) 2senasen b = cos(a — b) — cos(a + b),
(

c) 2cosa cosb = cos(a — b) + cos(a + b).

Podemos usar uma estratégia semelhante para avaliar integrais envolvendo poténcias de tangente

e secante.

Exemplo 8.5. Calcule /tng sect x du.

4 2

Observe que tgbxz sect v = tgbz sec? x sec? v = tgbz(1 + tg?z) sec? z . Fazendo u = tgz temos

du = sec? x dx e assim

/tgﬁx sect r dx = /tg%(l + tg?r) sec’ v dx = /u6(1 + u?) du

u U tg’r  tg'z
_L e BTy
7 + 9 + 7 * 9 *

Exemplo 8.6. Calcule /tg% sec’ x dx.

7 6 6

Observe que tg’z sec” x = tglx secS x sec xtgr = (sec?x — 1)2 sec® x secx tgr. Fazendo u =

sec x temos du = sec x tgx dx e assim

/tg% sec’ xdr = /(sec2 r —1)% sec® x sec x tgx dr = /(u2 —1)%uS du

ult 9 7 sec!! z sec?r  sec’x

Uu u
2 b 4 k= —2 k.
T 11 o 7 °

Estratégia para avaliar /tgmx sec”" x dx.
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(a) Se n for par,

/tgmx sec?t o dx = /tgmx (sec? )" sec? x dr = /tgmx(l + tg?2)" ! sec® w dw.

Entdo faca u = tg .

(b) Se m for impar,
/tg(%ﬂ)x sec" xdr = /(tg2x)k sec" ' x sec x tgw dx

= /(sec2 x — 1)" sec" ' & secx tgx dw.

Entdo faca u = secx.

Exercicio: Calcule as seguintes integrais

(a) /sen(?):v) cos(bx) dx; /sen (c) /0085$ dx;
(d) /sen3(3x) cos®(3z) dx; /sen x cos® x dx; (f) /secxtg% dx.
8.2 Substituicao Inversa
Em geral podemos fazer uma substituigdo da forma = = ¢(¢) usando a Regra da Substituigdo

ao contrario. Suponhamos que = = ¢(t) seja inversivel, entdo trocando u por x e = por t na
Regra de Substituicdo obtemos

[ t@rar= [ sangoa

Este tipo de substituicdo é chamada de substituicao inversa e também de mudanca de

variaveis.

Exemplo 8.7. Calcule / V1—22dx.
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s T L. . :
Como 1 — sen?t = cos?t, a mudanca = = sent, 5 <t< 5 elimina a raiz do integrando.

Temos dx = cost dt. Entao,

/\/l—xde:/\/l—sen QtCOStdt:/\/COSQtCOStdt:/|COSt|COStdt:/COSQtdt,

) m s .
pois cost > 0 se —3 <t< 5 Assim,

/\/1—x2d$:/COSQtdt:/(%+% cos(2t)) dt

1 1 1 1
= §t+ Zsen(%) +k= §t+ isent cost + k.

N s _ T m
Devemos retornar a varidvel x original. Como x = sent — — < t < 5 segue ¢ = arcsenz e

2
cost =1 — x2; logo
1 1
/\/1—3:2dx: 5arcsena:+§3:\/1 —22+k —-l<z<l

Exemplo 8.8. Calcule / v*Vx + 1dz.

Fazendo u = x + 1, temos z = u — 1 e du = dx. Entao,

/xQ\/x—i—ldm:/(u—l)Q\/ﬂdu:/(u2—2u—|—1)u1/2du:/(u5/2—2u3/2—|—u1/2) du

2 20 o2 500 2 3 2 72 4 52, 2 3/2
= Fu Ut 7(x+ ) 5(:c—|— ) +3(:1:—|— )7+

Exemplo 8.9. Calcule / V14 22de.

T T .. . :
Como 1 +tg?t = sec?t, a mudanca = = tgt, -5 < t < > elimina a raiz do integrando. Temos
dx = sectdt. Entao,

/\/1+x2d;1::/\/1+tg2tsec2tdt:/|sect|sec2tdt:/sec?’tdt,
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) s T
pois sect > 0 se —5 <t< 5 Agora,

sec’tdt = [ sectsec’t dt = gect tgt — [ secttgt tgt =secttgt— [ sect(sec’t—1)dLt.
\f,./\,./ \f,.A , N \ ,
g 9 f 9

Portanto,

2/secgtdt:secttgt+/sectdt:secttgt+ln]sect+tgt|—i—k.

Devemos retornar a varidvel = original. Como x = tgt, segue 1 + 22 = sec’>t e como sect >

0, sect =1+ x2; logo

1
/\/1+:E2dx:§(secttgt+ln|sect—l—tgtl+k:): (m\/1+m2+ln|\/1+:p2+x|> + k.

DN | —

Exercicio: Indique, em cada caso, qual a mudanca de varidvel que elimina a raiz do integrando.

2 : 2x = sen t|; — 422 dx 'ix:sen :
(a)/\/1—4x de, [R:2x = t; (b)/\/5 4 d,[R.\/g t;

(¢) /\/3—1—41:2 dx, [R:%x—tgt]; (d) /\/1—(1‘—1)2 dr, [R:x —1=sent];

(e) /\/x—:czd:c, [R:x—%—%sen tl; (f) /\/:U2—1dx, [R:x =sect].

8.3 Primitivas de Funcoes Racionais

Nesta se¢do mostraremos como integrar qualquer fung¢do racional (quociente de polindmios)

expressando-a como soma de fragées parciais. Consideremos a fun¢do racional

P(x)
Q(x)

fz) =

onde P e () sao polindmios. E possivel expressar f como soma de fracdes mais simples desde

que o grau de P seja menor que o grau de ). Se o grau de P for maior ou igual ao grau de @,
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entdo primeiro dividimos os polinomios,

P(x) R(x)
=S(x) + —=,
o) M Q)
onde S(x) e R(x) sdo também polindmios.
3
Exemplo 8.10. Calcule / a;: j_lx dx.

Dividindo obtemos

3 2 3 2
x+xdx: T +2+ —— dx:x—+x—+2x+21n]:t—1|+k.
x—1 x—1 3 2

Uma segunda etapa consiste em fatorar o denominador Q)(x) o maximo possivel. Pode ser
mostrado que qualquer polindmio () pode ser fatorado como produto de fatores lineares e de

fatores quadraticos irredutiveis.

Exemplo 8.11. z* — 16 = (v — 2)(z + 2) (2 + 4).

Finalmente, devemos expressar a funcdo racional como uma soma de fracoes parciais. Ex-

plicamos os detalhes dos diferentes casos que ocorrem.

8.3.1 Denominadores Redutiveis do 2° Grau

Teorema 8.1. Sejam «, B, m, n € R, com o # 3. Entdo existem A, B € R tais que

. mx +n B A B
O e—@—5 r-a'i-5

. mr+n A B
(i) (x—a)z_x—a+(x—04)2'

Observacao: Note que, para aplicarmos o teorema, o grau do numerador deve ser estritamente

menor do que o grau do denominador do lado esquerdo das igualdades em (i) e (ii) do Teorema

8.1

Procedimento para calcular / dz, onde grau P < 2.



e Se o # 3, entdo o Teorema (i) implica que existem A, B € R tais que

Portanto

P(z) _ A B B - )
/(x_a)(x_ﬁ)dx—/x_adx—i-/x_ﬁdx—Alnu a|+Bln|r — 3| +k.

e Se a = 3, entdo o Teorema (ii) implica que existem A, B € R tais que

Plx) A B
(x — a)? N (r—a) (r—a)?
Logo
P(z) 1 1 B
— _dr=A d B | ———der= A1 — ol — k.
Joaptr=a [ g B [t o= anle—al - 2
Exemplo 8.12 Ca/cule/x——'—?)da:
pio ©: 24 22 _3z4+2 "

Observe que 22 — 3x + 2 = (z — 1)(z — 2). O método de fracdes parciais da

z+3 B A . B
2—-3x+2 -1 x-—2

e portanto A(x —2)+ B(z —1) =x+3 ou (A+ B)z —2A — B = x + 3. Como os polindmios
s3o idénticos, seus coeficientes devem ser iguais. Logo, A+ B =1e —2A — B = 3. Resolvendo,

obtemos A = —4 e B =5 e assim

T+3 —4 5
————dr = dr = —41 — 1]+ 51 — 2|+ k.
/x2—3x—|—2 v /(a:—l+x—2> v nfe =1+ 5njz 2]+

3

2

Exemplo 8.13. Calcule / A
(x—1)2

Neste caso é melhor fazer uma mudanca de varidveis. Sejau=xr—1louz =u—+1 e du = dz.

3 3 3 2
/x +2 dx:/(u+1) du:/u + 3u +3u+3du

(x —1)? u? u?

Assim,
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2 3 —1)2 3
:u—+3u+3ln|u|——+k:($ ) +3x—-1)+3n|lz -1 - ——+k.
2 U 2 r—1

8.3.2 Denominadores Redutiveis do 3° Grau

Teorema 8.2. Sejam o, B, v, m, n, p € R, com «, 3, v # 0. Entdo existem A, B,C € R tais

que
ma? 4+ nx +p A B C
/ = + + ;
O e—e-Ba— s-a -1
(i) maz® +nx+p A B C
(z—a)z—B8)? z—-a z-5 (z-p)
. mat+nx+p A B C
(i) (x —a)3 —x—a+(x—a)2+(x—oz)3'
2x+1
Exemplo 8.14. Calcule /x3—x2—x—|—1dx'

Como 1 € raiz de 2% — 2? — x + 1, sabemos que (z — 1) é um fator e obtemos 2% — 2% —x +1 =

(x —1)(z* —1) = (z — 1)*(z + 1). A decomposicdo em fracdes parciais é

2z +1 A . B n C
-2 —2+1 z+1 (z—-1) (z—1)2

Entdo, 2r +1 = A(x — 1)? + B(z + 1)(x — 1) + C(z + 1). Fazendo z = 1 obtemos 3 = 2C'

3
ou C' = 5 Fazendo z = —1, obtemos —1 = 44 ou A = T Fazendo = = 0, obtemos
1 3 1 .
1__Z_B+§OUB_Z'ASSIm'
20+ 1 1 1 1 1 3 1
dr = —- dr + - dr+ = | ———=d
/x3—x2—x+1 v 4/I+1x+4/x—1x+2/(a:—1)2x
1 1 3 1
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8.3.3 Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Queremos calcular integrais do tipo

P(x
_PE
azx? +bxr + ¢
onde P é um polindmio e A = b? — 4ac < 0. Ent3o devemos reescrever o denominador como

soma de quadrados. Em seguida, fazemos uma mudanca de varidvel e calculamos a integral.

20+ 1
E lo 8.15. Calcul — dx.
xemplo acue/:ﬁ_i_%c_i_2 T

Escrevamos o denominador como soma de quadrados 22 +21+2 = 2 +2z+1+1 = (z+1)2+1.

Fazendo v = x + 1, temos du = dx;

20 +1 2z 41 2u—1)+1 2u —1
———de= | ————de= | ———————du= d d
/x2+2x+2 v /(:c+1)2+1 “ / u?+1 “ /u2+1 u+/u2+1 “

=In(1 +v?) —arctgu + k = In(1 + (z + 1)*) — arctg (z + 1) + k.

42 — 37+ 2

Exemplo 8.16. Calcul ——— dx.
xemp acue/4£2_4$jLS x
Como o grau do denominador é igual ao grau do denominador, primeiro vamos dividir os po-
linbmios,

42? — 3x + 2 x—1 r—1

- 4 =14 —

42?2 —4x + 3 4% — 4x + 3 (2x —1)2+2

1

Fazendo u =2x — 1 ou x = i, temos du = 2 dx, assim

A% — 3 + 2 z—1 1 et 1 1 u—1
—d = 1 e e— d = — 2 d = — d
/4x2—4x+3 * /( +(2x—1)2+2) * x+2/ u? + 2 “ x+4/u2—|—2 ¢
1 U 1 1 1 U
—z4- du — = du=z+-Infu?+ 1] — >— arct k
$+4/u2+2“ 4/u2—|—2u g 4\/’E’wcg(\/’>jL

=x+-In|(2z —1)* + 1 ——Tarctg ((2x—\/—§1)) + k.
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Agora, vamos considerar integrais do tipo

P(x)
/ (x — a)(az? 4+ bz + ¢) 6,

onde P é um polindmio e A = b — 4ac < 0.

Teorema 8.3. Sejam m, n, p, a, b, ¢, o € R tais que A = b> — 4ac < 0. Entio existem
A, B, D € R tais que

ma? +nx +p A Bx + D

(x — a)(az? 4+ bx + ¢) _:c—a+ax2+b:1:+c'

5
1
Exemplo 8.17. Calcule /% dz .
x R

Observe que x* — 8 = (z — 2)(2% + 2z + 4). Dividindo obtemos

r4+rx+1  , 84x+1 8%+ +1
—— =X _— =X .
3 —8 3 —8 (x —2)(x2 + 22 +4)

Pelo método de fracbes parciais,

82+ +1 A Bzx +C

(x —2) (22 + 22+ 4) x—2+m2+2x+4'

Entdo, 822 + x + 1 = A(2* 4+ 22 +4) + (Bx + C)(x — 2). Fazendo x = 2 obtemos 35 = 124

ou A = % Fazendo x = 0, obtemos 1 = 4A — 2C ou C' = 3 Fazendo x = 1, obtemos

10—7A—B—C’ouB—%. Assim,

/ 824+ 1+ 1 d:v=§ 1 d:l:—|—/ %:C—i—ld—G s
(x —2)(x2 + 2z + 4) 12 ) -2 2+ 2x + 4

—ﬁln]x—2\+l/—61x+64 dzx
12 12 ) 22 4+2x+4

Para calcular a dltima integral, escrevemos 2% + 22 + 4 = (z + 1)* + 3 e fazemos u = z + 1 ou

r=u— 1 e du = dz; portanto,

/ 61xr + 64 J / 61z + 64 J /61(u—1)+64d
———dr = | —————dx = u
x2+2x+4 (x+1)2+43 u?+3
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u 1 61 3 u
=61 du+3 du = — In(u® + 3) + —arctg— + k
/u2+3 “r /u2+3 u= g a3+ parcte g
61 3 z+1
= —1In((z +1)* +3) + —=arctg—— + k.
y Ml ) Jate g
Finalmente,
2 4+r+1 2 35 61 3 x+1
st dr =+ ZInlz -2+ —1 1)2+3)+ —_arctg=—— + k.
/x3—8 v=g t ke -2+ (w17 48) + Soparctg—a +

Exercicio: Calcule as integrais

(a)/ Lo ) /wdax (c) /de

coS T 3 — 12 — 21 2+ 4x + 13

8.4 A Substituicao u = tg(z/2)

A substituicdo u = tg(z/2) transforma qualquer fungdo racional envolvendo seno e cosseno
em uma func3o racional de polindmios. Observemos que
sen(x/2)

sen x = 2sen(z/2) cos(z/2) = QW cos“(x/2).

Assim,
2tg(x/2)  2u

1+tg?(x/2)  1+u?

sen r =

Também temos que

cosx = 1 — 2sen’(x/2) = cos?(z/2) sec?(z/2) — 2 cos?(z/2)tg*(x/2),

logo,
1—tg*(z/2) 1—u?
cosx = 5 = 5
1+tg*(z/2) 14w
1
Exemplo 8.18. Calcule / — dx.
cosx + sen x

1 2
Fazendo u = tg(z/2), temos que du = 5(1 + tg?(x/2))dz, entdo dx = 1 du. Utilizando as

u2
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identidades trigonométricas anteriores,

1 —u?+2u

COST +sen xr = 3
1+u

Assim,

1 1
=2 g
/cosx—i—senx . /1—u2+2u “

a qual pode ser integrada utilizando fracGes parciais. Note que

1 B 1 1 1 B 1
w?—2u—1 (u—a)lu—0b) 2/2\u—a u—>b)’
ondea=1++2eb=1—+2. Portanto,

1 1
/COSJI—l-SeIlI v \/§(n|“ | —In|u—al)+

1

= (mltata/2) = 14+ V2 = Inga/2) — 1= vV2l) + &

Exercicio: Calcule as integrais:

(a)/; dr, [R:nlte(z/2)] — In |1+ te(z/2)] + k]

1 — coszsen x

(0) / mﬁ da, {R: %arctg (%g@/%) + k} |
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Capitulo 9

Integrais Improprias

b
Na definicdo de integral definida f(z) dx exige-se que a fungdo f esteja definida num

a
intervalo limitado e fechado [a, b] e que f seja limitada nesse intervalo. Neste capitulo estendemos

o conceito de integral definida para casos mais gerais.

9.1 Intervalos Infinitos

) 1 . :
Consideremos a funcdo f(z) = — e calculemos a drea A limitada pelo grafico de f e pelas
x

retasy =0,z =1ex =0, comb> 1. Entdo

Fazendo b — 400, temos A — 1. Isto quer dizer que a drea A do conjunto ilimitado
{(z,y) eR*:0<y < f(x), x> 1}

é finita e igual a 1.

Definicao 9.1 (Integral Imprépria do Tipo 1).
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t
o Se / f(z) dzx existe para cada nimero t > a, entdo definimos
a

[ e =i [ s

se o limite existir.

b
o Se / f(z) dx existe para cada nimero t < b, entdo definimos
t

’ f(z)de = lim ’ f(x)dz
I /

t——o0

se o limite existir.

Quando uma das integrais imprdprias acima existir e for finita, diremos que ela é conver-

gente. Caso contrario, ela serd dita divergente.

Observacao: As integrais impréprias podem ser interpretadas como uma drea, desde que f seja
uma funcdo positiva.

o0
Exemplo 9.1. Determine se a integral / — dx é convergente ou divergente.
LT

t

> 1 ‘1
/ —dr=1lim [ —dx = lim In|z|
1

x t—o0 1 t—o0

= lim Int = oco.
1 t—o0

Como o limite € infinito, a integral é divergente.

oo
Exemplo 9.2. Determine se a integral / — dx € convergente ou divergente.
LT

L L IR
itk 22 T2 2

o0 t
/ — dx = lim idm:lim !
1

3 t—oo J; a3 t—oo —212

1

Como o limite € finito, a integral é convergente.

0
Exemplo 9.3. Determine se a integral / xe” dx é convergente ou divergente.

—00

0 0
—/ e’dr | = lim (—te' —1+¢€') = —1.
¢

0 0
ze *dr = lim ze®dr = lim [ ze”
‘ t——o0

o0 t——o0 t t——o0
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Como o limite é finito, a integral é convergente.

Exercicio: Calcule as integrais impréprias

(a) /_OO (9?_2)27 [R:1/6]; (b) /_OO e “dx, [R: Diverge].

Exercicio: Determine a area A da regido do primeiro quadrante limitado pela curva y =277, o

eixox eoeixoy. [R:1/In2].

o0
Exercicio: Determine a convergéncia ou ndo da integral / - dx, p € R. [R: Converge
1

< p>1).

Definicao 9.2. Se as integrais / f(z)dx, / f(z)dx existem e sdo convergentes, entdo

/_Zf(a:) dx = /_Zof(x)dx+/aoof(x)d$_

Observacao: Se uma das integrais impréprias / f(z)dz ou / f(z) dx for divergente, entdo

definimos

/ f(z) dx também o sera.

ee 1
1+ 22

Exemplo 9.4. Ava/ie/ dx.

—0o0

E conveniente escolher a = 0 na definicao:

Sl | o1 1
dr = d —dx.
/_Ool—i-:c2 v /_Ool+x2 x+/0 1122 "

Calculemos as integrais.

t

o] t
1
dr = lim dr = lim arctg x
o 1422 t=oo J, 14 22 t—o0 0

0

0 1 . 0 1 |
/_OO 1+ 22 dv = tgr_noo . 1+ 72 dx = tl}r—nooar(:tg x

t
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Portanto,

> 1 p 7T+7T
r=—+—=m.
14 2 2 2

—00
[e.e]

Exercicio: Calcule / ze " dz. [R: 0).

—00

9.2 Testes de Convergéncia

Algumas vezes nao é possivel encontrar um valor exato para uma integral imprépria, mas

podemos saber se ela é convergente ou divergente usando outras integrais conhecidas.

Teorema 9.1 (Teste da Comparagdo). Sejam f e g fungbes continuas satisfazendo f(x) >

g(x) > 0 para todo x > a. Entdo,

(i) Se / f(z)dx é convergente, entdo / g(x) dx também € convergente.
(ii) Se/ g(x) dx € divergente, enta"o/ f(z) dx também é divergente.

o0
Exemplo 9.5. Mostre que / e dy é convergente.
1

~ . . . . . - _ 2 ~ / ~
N3o podemos avaliar diretamente a integral pois a primitiva de e n3o é uma funcao elementar.
Observe que se x > 1, entdo 22 > x, assim —2? < —z e como a exponencial é crescente

2 _ .
e ¥ < e *. Assim,

00 00 t
/ e da < / e ¥dr=1lim [ e%dr=Ilim(e ' —e )=l
1 1

t—o00 0 t—o0

Logo pelo Teste da Comparacao a integral é convergente.

* sen 2x
2

dz.

Exemplo 9.6. Analise a convergéncia de /
1 x

2
sen “x
Observe que 0 <

1 _ <1
< —, para todo x € [1,00). Como a integral — dx converge, pelo
x? x? . x?
sen 2z

dx é convergente.

o
Teste da Comparacao a integral / 5
1 x
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dx.

o0 1 —X
Exemplo 9.7. Analise a convergéncia da / re
1 x

14+e® 1 <1
Observe que i > — e / —dx diverge, entdo pelo Teste da Comparacdo a integral
x x 1 T

Fl4e® .
/ C dré divergente.
1 x

Teorema 9.2 (Teste da Compara¢do no Limite). Sejam f, g : [a, +00) — R, fungbes continuas.

Se
1imM:L, 0< L < o0,
z—00 g(1)

o o0
entdo / f(x)dx e / g(x) dx serdo ambas convergentes ou ambas divergentes.
a a

1

Exemplo 9.8. Analise a convergéncia de/ ——duz.
1 1+
As fungdes f(z) = = e g(x) = —— s posit t 1, +00)
s funcdes f(z) = — e g(x) = sdo positivas e continuas em 00) e
1/2? 1 2
i L) gy Vg R

dx também é convergente.

oo 1 oo
Portanto, como a integral / - dx converge, / 5
1 X 1

1+z
Entretanto, as integrais convergem para valores diferentes.

* 1 | 1
/ —2d$ = lim — dr = lim (——)
1 €T t—o00 1 €T t—o0 €

t
1
=liml—--=1.

1

t

[e’s) 1 ) t 1 )
dr = lim dx = lim arctg x
1

1+ 22 t—oo |y 1+ 22 t—00

: T
1 = tlgcr)lo(arctg t —arctg 1) = 1

3

et —5

dzx.

Exemplo 9.9. Analise a convergéncia de /
1

1
As fungdes f(z) = — e g(x) = 5

sdo positivas e continuas em [1,00) e
ex eT — ’

. flx) 1/e” . e*—=5 .1 5 1
lim —= = lim ——— = lim = lim - — — = —.

) oo 1 o0 oo )
Portanto, como a integral / —dr = / e ¥ dx converge, / dx também converge.
1 1 1

6$_
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9.3 Integrandos Descontinuos

1
7

e pelasretasy =0, xr =¢, ¢ >0, e x = 4. Entdo

Consideremos a funcdo f(x) = Queremos calcular a drea A limitada pelo grafico de f

4 4
A:/ f(x)dr = —2\/x| =4—2/c.
Fazendo € — 0, temos A — 4 o que quer dizer que a drea A do conjunto ilimitado
{(z,y) eR*:0<y < fa), 0 <z <4}

é finita e igual a 4.

Definicao 9.3 (Integral Imprépria do Tipo 2).

e Seja f uma fungcdo continua em [a,b) e descontinua em b, definimos

/ 'fla) do = tim / () d.

se esse limite existir.

e Seja f uma funcdo continua em (a,b] e descontinua em a, definimos

[ 1w = [ sae

se esse limite existir.
b

A integral imprdpria f(z) dx é chamada convergente se o limite existir e for finito,

a
caso contrario sera dita divergente.

c b
e Se f tiver uma descontinuidade em ¢, onde a < ¢ < b, e ambos/ f(x) dx e/ f(zx) dx

forem convergentes, entdo definimos

/abf(x) da::/acf(a:) da:+/cbf(as) dx.
|

dz.

E lo 9.10. Calcul
xemplo acue/2 N
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nao é continua em x = 2. Entao,

Observemos que f(z) =

1
Vo —2
5

_ 1im2<\/_—\/t——2>:2\/§.

t—2+

5 5
1 1
dx = lim dx = lim 2(x —2)"/?
/2 Vo —2 ! ti?”[ xr—2 TR (#=2)

t
w/2
Exemplo 9.11. Determine se / sec x dx converge ou diverge.
0

Como o lim secx = 400 a integral é imprépria. Entao

t—mw/2-
/2 w/2 t
/ secxdr = lim secxdr = lim In|secx + tg x|| = oo,
0 t*)ﬂ'/27 0 t*}T{'/Qi 0
pois lim secx = lim tg x = +oo. Portanto a integral é divergente.
t—mw/2- t—mw/2-

dz.

xr —

3
Exemplo 9.12. Calcule/
0

nao € continua em x = 1. Entao,

1
Observemos que f(x) =
T

3 1 3
1 1 1

dx = d
/O:U—1$ /Ox—l 934—/1 x—1

dx.

Agora,

t

! !
/ dxr = lim dxr = lim In |z — 1]
0 1 t—1—

r—1 t—1= Jo T —

= lim (In|t — 1| = In| — 1]) = —o0,
0 telo

pois lim (1 —¢) = 0. Portanto a integral é divergente.
t—1—

Observacao: Se ndo tivéssemos notado a assintota z = 1 no exemplo anterior e tivéssemos
confundido a integral com uma integral definida, poderiamos ter calculado erroneamente. De
agora em diante devemos prestar aten¢do no integrando para decidir se a integral é imprdpria ou

nao.

b
Sece (a,b) e f:]a,b]\ {c} = R. Nestas condi¢les, a integral / f(z)dx deverd ser

c b
tratada como uma integral imprépria. Dai, se / f(z)dx e / f(z)dx forem convergentes,
a C
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b
entdo / f(z) dx também serd convergente e teremos
a

/abf(x) dr = /acf(x)dx+/cbf(x)dx.

c b b
Se pelo menos uma das integrais / f(z)dz ou / f(z) dx for divergente, entdo / f(z)dx

serd divergente.

Exercicio: Calcule

L .
——dx, [R:0]; b) [ tgwdr, [R: Diverge].
(@) /_2 (x+1)1/3 z, | ) (0) /0 grdr, | iverge]
1
Exercicio: Esboce o grafico de f(z) = (@ —3)2° e calcule a drea A da regido sob o gréfico da

fungdo f, acima do eixo v e entre as retas v = L e v = 5. [R: 2V/2].

Exercicio: Calcule

(a) /34 (x — g) B dz, [R: Divergel; (b) /Oﬂ/2 r T dzx, [R:2].

/2

Exercicio: Analise a convergéncia das integrais

(a) /7r MY dw, [R:C ] (b) /2 LI [R: Di ]
a x : Convergel; ——dx : Divergel;
0o Vr—x geb o 1—a2 7 gej;
(c) /0 ﬁ dt, [R: Convergel; (d) /1 \/exlfx dz, [R: Convergel.
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