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Os Ndimeros
Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros
Numeros Racionais
Ordem
ndo é completo
Nimeros Reais

Os Nimeros Naturais

Os niimeros naturais sdo os que utilizamos para contar objetos e sio

caracterizados pelos Axiomas de Peano:
1. Todo nimero natural tem um dnico sucessor.

2. Ndmeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.
3. Existe um dnico natural, chamado zero (denotado por 0), que n3o é
sucessor de nenhum ndmero natural.

4. Seja X CN tal que 0€ X e, se n€ X, seu sucessor (denotado por
n+1) também pertence a X. Entdo X = N.

A adicdo é definida por: n+0=n,neN,en+(p+1)=(n+p)+1, n,p €N,
(sabendo somar p sabemos somar p+1).

A multiplicagdo é definida por: n-0=0e n-(p+1)=n-p+n, n,peN.
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Prova por Inducao

O quarto Axioma de Peano é conhecido como axioma de inducdo e é
frequentemente utilizado em demonstra¢Ges matematicas.

Prova por Indugdo: Dado que uma proposicdo P(n), definida para todo
n € N, pode ser verdadeira ou falsa, para verificar que a mesma é
verdadeira para todo n € N basta verificar que:

> P(0) é verdadeira e
» Se neN é tal que P(n) é verdadeira, entdo P(n+1) também é.
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Os Ndimeros

Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros
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Ordem

ndo é completo

Nimeros Reais

De maneira natural definimos uma ordem em N. Diremos que m < n se
existe p € N tal que n = m+ p.
Esta relagdo tem as seguinte propriedades:
» Oi: Reflexiva: Paratodo ne€ N, n< n.
O,: Antisimétrica: Se m < ne n< m, entdio m= n.
Os: Transitiva: Se m < ne n< p, entdo m < p.

O,: Dados m,n € N temos que ou m < nou n< m.

vvyyy

~
Os:Sem<nepeN,entdiom+p<n+pemp<np.
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Os Numeros Inteiros

A maneira usual de fazer a construcdo dos inteiros a partir dos naturais
consiste em tomar os pares ordenados de niimeros naturais com a
seguinte identificacdo (a,b) ~ (c,d) sea+d=b+c.

Desta forma, podemos representar N=1{(0, 0), (1, 0), (2, 0),(3,0), -} e
—N*={--,(0,3),(0,2),(0,1)}.

Tomar o sucessor significa somar 1 3 primeira coordenada e, para os
inteiros negativos, voltar a identificar (1, n) com (0, n—1).
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Nimeros Reais

Os Nimeros Racionais

Os nlmeros racionais sdo construidos tomando-se o conjunto Z x Z* e
identificando os pares (a, b) ~ (c, d) para os quais ad = bc.
Representamos um par (a, b) em Z x Z* por .

A soma e o produto em Q s3o dados, respectivamente, por:

E+£_ad+bc
b d~ bd
a ¢ _ac
b d bd’
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Ordem
Q ndo é completo
Nimeros Reais

Chamamos adicdo a operacdo que a cada par (x,y) € Q x Q associa sua
soma x + y € Q e chamamos multiplicacdo a operacdo que a cada par
(x,y) € Q x Q associa seu produto x -y € Q.

A terna (Q, +,-), ou seja, Q munido das operagdes “+" e “-" satisfaz
as propriedades de um corpo. Isto quer dizer que valem as propriedades
seguintes:
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Os Ndimeros
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Ordem
ndo é completo
Nimeros Reais

Propriedades da Adicao em Q

(A1) (associativa) (x+y)+z = x+(y+z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, 7 x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x + 0 = x, para
todo x € Q;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x), tal
que x+y =0;
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Nimeros Reais

Propriedades da Multiplicacdo em Q

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x, para
todo x € Q;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x-y =1;
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Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.
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Os Ndimeros
Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteir
Numeros Raciol

Ordem
Q ndo é completo
Nimeros Reais

Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as operacgoes
algébricas com o corpo Q.

Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Em Q, vale

‘x—i—z:y—&-z = x:y‘

e sez#0

’x-z:y-z & x:y.‘
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Proposicao
» O elementos neutros da adicdo e da multiplicacdo sdo dnicos.
» O elemento oposto e o elemento inverso s3o tinicos.
» Para todo x € Q, x-0=0.
» Para todo x € Q, —x = (—1)x.
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Ordem
Q ndo é completo
Nimeros Reais

Defini¢do (Ordem)

Diremos que

a cQé nao-negativo, se a- b € N
b positivo, sea-beNea#0
e diremos que
~ . a . L.
a cQé nao-positivo, se 5 no for positivo
- € . a . - .
b negativo, se 5 ndo for ndo-negativo.

Definicao
Sejam x,y € Q. Diremos que x é menor do que y e escrevemos x < y,
se existir t € Q positivo tal que

y=x+t.
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Os Nimeros Naturais
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Ordem
Q ndo é completo

Numeros Reais

A quédrupla (Q, 4, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo
ordenado, isto é, também valem as propriedades seguintes:
(O1) (reflexiva) x < x, para todo x € Q;
(02) (anti-simétrica) x <y e y < x = x =y, para
quaisquer x,y € Q;
(03) (transitiva) x <y, y < z = x < z, para quaisquer
x,y,z€Q;
(O4) Para quaisquer x,y € Q, x <y ou y < x;
(OA) x<y = x+z<y+z;
(OM) x<y e z20 = xz<yz.
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Ordem
Q ndo é completo
Nimeros Reais

Proposicao
Para quaisquer x,y,z,w no corpo ordenado Q, valem
X<y
a X+z< w.
(@) Scw [ = xtzsy+
0<x<y

(b) 0<z<w = xz < yw.
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Outras propriedades:

Sejam x,y,z,w € Q. Entdo valem

> X<y &= x+z<y+z
1

> z2>0 — - >0;
V4

> z>0 — —z<0(;

> Sez>0, entdo x <y <= xz<yz
> Sez< 0, entdo x <y < xz>yz
, 0<x<y }

= XZ w,
0<z<w < ywi

1 1
P l<x<y <= 0<-—<—;
y X
> (tricotomia) x <y ou x=y ou x> y;
» (anulamento do produto) xy =0 <= x=0 ou y =0.
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Q n3o é completo

Os nimeros racionais podem ser representados por pontos em uma reta
horizontal ordenada, chamada reta real.

T NI
T Wi
T Nlo

Y

Se P for a representacdo de um ndmero racional x, diremos que x é a
abscissa de P. Nem todo ponto da reta real é racional.
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Numeros Reais

Construcao dos Nimeros Reais - Cortes de Dedekind

Definicao
Um corte é um subconjunto o« C Q com as seguintes propriedades

> a#£ T ea#Q,

> SepcaeQ>q<p, entdo q € a (todos os racionais a esquerda
de um elemento de o estdo em o) e

> Sep € a, exister € a com p < r (« ndo tem um maior elemento).
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Observacao
Note que:

> Sea éumcorte, p€ e q ¢ «, entdo p < q.
» Sea éum corte, r ¢ a« er <s, entdo s ¢ .
Definicao
Diremos que a < 8 se a C 8
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Proposicao
Se a, 3,7 sdo cortes
> o< fef <y implicaque a < 7.

» Exatamente uma das seguintes relacées € valida: o < f ou v = f3
ou < a.

» Todo subconjunto n3o vazio e limitado superiormente de R tem
supremo.

» Entre dois nimeros reais distintos existe um racional.
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Os Numeros Inteiros
Nimeros Racionais
Ordem

Q ndo é completo
Numeros Reais

Definicao
> Se a, 3 € R definimos a + 3 como o conjunto de todos os racionais
daformar+scomre€aesé€f.
> 0*={s€Q:s5<0}

Proposicao
Dado o € R existe um dnico 8 € R tal que oo+ 3 = 0*. O corte 3 assim
definido € denotado por —a.

Prova: E facil ver que
—a={-peQ:p—r¢aparaalgumreQ, r >0}
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Ordem

Q ndo é completo
Numeros Reais

Definicao
> Se «, 3 sdo cortes,
{peQ:30<reael<sex tais que p < rs}, o, > 0"
a-0"=0" YVaeR
a- =1 (—a)(-p) se a, B < 0*
—[(—a)B] sea < 0" e 8 >0"
—[a(—=p)] sea>0" e B < 0"

» 1*={seQ:s<1}.

> Sea>0, a_lz{pe(@:p<% e existe r > 0 tal que g — r¢ a} e, se
a<0, alt=—(-a)?!
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Denotamos o conjunto dos niimeros reais por R. Temos RO Q e um
niimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condicées (A1) a (A4), (M1) a
(M4), (D), (01) a (04), (OA) e (OM) como na secio anterior e
portanto é um corpo ordenado. Além disso R é completo.
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Topologia da Reta

Médulo de um Niimero Real
Distancia

Limitacdo de Subconjuntos de
Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacéo

Moédulo de um Nidmero Real

Definicao

Seja x € R. O médulo ou valor absoluto de x é dado por

Ix| = X, x=20
—X, x < 0.
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Topologia da Reta
Médulo de um Nimero Real
Distancia
Limitacdo de Subconjuntos de
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacdo

Distancia

Sejam P e Q dois pontos da reta real de abscissas x e y respectivamente.
Ent3o a distancia de P a Q (ou de x a y) é dada por |x — y|. Assim

|x — y| é a medida do segmento PQ. Em particular, como |x| = |x — 0],
entdo |x| é a distincia de x a 0.

Exemplo

Para quaisquer x,y € R, vale

Ixyl = x|yl

Exemplo (Desigualdade triangular)
Para quaisquer x,y € R, vale
[Ix+yl <Ixl+1yl]
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Topologia da Reta
Médulo de um Nimero Real

Di a
Limitacdo de Subconjuntos de R
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacdo

Limitacdo de Subconjuntos de R

Definicao

A C R € limitado, se existe L > 0 tal que |x| < L, Vx € A.

A C R € ilimitado, se ndo € limitado.

Proposicao

A C R € limitado se, e s6 se, existe L > 0 tal que A C [-L,L].

A C R € ilimitado se, e s6 se, para todo L>0, existe x € A tal que |x|> L.
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Limitante Superior e Inferior

Definicao
Seja ACR.
> A € limitado superiormente, se existe L € R tal que x < L, Vx € A.
Neste caso, L € um limitante superior de A.

> A ¢ limitado inferiormente, se existe ¢ tal que x > {, Vx € A.
Neste caso, ¢ é um limitante inferior de A.

Segundo a definicdo acima, podemos notar que A C R serd limitado se, e
somente se, A for limitado superiormente e inferiormente.
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Supremo

Defini¢do (Supremo)

Seja A C R limitado superiormente, A # (). Diremos que LeRéo
supremo de A (escreveremos L=sup A) se for um limitante superior de A
e para qualquer limitante superior L de A, tivermos L < L.

» Quando L = Sl_JpA € A, L serd chamado maximo de A e
escreveremos L = max A.

» Vimos que todo subconjunto n3o vazio e limitado superiormente de
R tem supremo.
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Infimo

Definicdo (infimo)

Seja A C R limitado inferiormente, A # (). Diremos que ¢ € R é o infimo
de A (escreveremos {=inf A) se for um limitante inferior de A e para
qualquer limitante inferior £ de A, tivermos { > £.

» Quando Z =inf A € A, ¢ serd chamado minimo de A e escreveremos
£ =minA.

» Veremos que todo subconjunto n3o vazio e limitado inferiormente de
R tem infimo.
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Topologia da Reta
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a
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacdo

Proposicdo (1)
Dado @ # ACR limitado superiormente, L=sup A se, e s se,

(a) L é limitante superior de A e,

(b) para todo € > 0, existir a € A tal que a > L —«.

Analogamente

Proposicao

Seja A C R limitado inferiormente, A # (). Entdo L = inf A se, e s se
(a) L € limitante inferior de A e

(b) Para todo € > 0, existe a € A tal que a < L+ ¢.
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Topologia da Reta
de um Nimero Real

ia
Limitacdo de Subconjuntos de R
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagdo

Teorema (Propriedade Arquimediana de R)
Seja x # 0. Ent3o o conjunto A = {nx : n € N} € ilimitado.
Corolario (1)

. 1 _
Para todo ¢ > 0, existe n € N tal que — < ¢, —<5 e 27"<e.
n

n\[
Entre dois reais distintos existe um racional. Do corolario acima, entre

dois reais distintos, existe um irracional.

Corolario

» Qualquer intervalo aberto e ndo-vazio contém infinitos nimeros
racionais e infinitos niimeros irracionais.

> Se A= {,17 : n€N*}, entdo inf A= 0.
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Proposicao
Se @ # A C R for limitado inferiormente (superiormente), entdo

—A = {—x: x € A} serd limitado superiormente (inferiormente) e
inf A= —sup(—A) (supA = —inf(—A)).

Corolario
Todo A # & e limitado inferiormente de R tem infimo.

Corolario
Todo subconjunto limitado e ndo vazio de R tem infimo e supremo.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Defini¢do (Vizinhanga)
Uma vizinhanca de a€R € qualquer intervalo aberto da reta contendo a.

Exemplo (6-vizinhanga)
Sed >0, Vs(a):=(a— 0, a+0) é chamada d—vizinhanga de a.

Defini¢do (Ponto de Acumulagdo)

Sefam ACR e be€R. Se, para todo 6 > 0, existe a € Vs(b) N A,
a # b, entdo b serd dito ponto de acumulacao de A.

Defini¢do (Ponto isolado)

Seja BCR. Um ponto be B serd dito um ponto isolado de B, se existir
d > 0 tal que V;5(b) ndo contém pontos de B distintos de b.
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Topologia da Reta
Médulo de um Nimero Real
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ca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Exemplo

(a) O conjunto dos pontos de acumulaco de (a, b) € [a, b].

(b)

(<)

(d) O conjunto dos pontos de acumulacio de Q é R.

(e) Seja B={1,1/2,1/3,...}. Todo ponto de B € isolado e {0} dnico
ponto de acumulacdo de B.

O conjunto Z possui apenas pontos isolados.

Subconjuntos finitos de R ndo tém pontos de acumulacio.

(g) Existem conjuntos infinitos que ndo possuem pontos de acumulagdo
(por exemplo Z).

Proposi¢do (Bolzano-Weierstrass)
Se A é um subconjunto infinito e limitado de R entdo, A possui pelo

menos um ponto de acumulagao.
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Translacio/Dilatacdo - Esboco de Graficos
de Gréficos
om simetria: par ares
Soma, Produto e Quociente

Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Funcoes - Nocoes Gerais

Definicao

Dados dois conjuntos A, B # ), uma funcao f de A em B (escreveremos
f:A— B) éuma lei ou regra que a cada x € A, associa um tinico
elemento f(x) € B. Adotaremos a seguinte terminologia

» A é chamado dominio de f (Ds);
» B é chamado contra-dominio de f ;
» o conjunto
Im(f)={y € B; y=f(x), xc A}.
€ chamado imagem de f .
Convencao: Se o dominio da fun¢do n3o é dado explicitamente, ent3o,

por convenc¢ao, adotamos como dominio o conjunto de todos os niimeros
reais x para os quais a regra f(x) esteja definida.
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos
Reflexdes e o Esbogo de Gra

Funcdes - Nocdes Gerais FungGes com simetri

Operacdes: Soma, Produto e Quocncntc
Composicdo

Funcdes Inversas

Funcdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Definicao
Sejam f : A — B uma fungdo e A, B C R. O conjunto

G(f) = Gr ={(x,f(x)) : x € A}

€ chamado grafico de f .
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos

Funcoes - Nocdes Gerais

Fungdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Definicao
Sejam f : A— B e D C A. Denotamos por f|D a restricao de f ao
subconjunto D de A. Entdo

f|D(X) = f(x), paratodo x € D.

Alexandre Nolasco de Carvalho SMA 0353 Calculo |




Translacdo/Dilatacdo - Esboco de Graficos
Reflexdes e o Esboco de Graficos
com simetria: pares e impares
Soma, Produto e Quociente

Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Translagdo/Dilatacdo - Esbo¢o de Graficos

Translacao:

e f(x)+ k translada o gréfico de f, k unidades para cima se k >0 e
|k| unidades para baixo se k < 0,

e f(x + k) translada o gréfico de f, k unidades para a esquerda se
k > 0 e |k| unidades para a direita se k < 0.
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Translacdo/Dilatacdo - Esboco de Graficos

Funcoes - Nocdes Gerais ¢ P ares e impares
Soma, Produto e Quociente
icdo

Fungdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Dilatacao:

Seja k>1
e kf(x) dilata o gréfico de f por um fator k no eixo y

e 1f(x) contrai o grafico de f por um fator 1/k no eixo y
e f(kx) contrai o gréfico de f por um fator 1/k no eixo x
e f(x/k) dilata o gréfico de f por um fator k no eixo x
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos

Reflexdes e o Esbogo de Graficos

Fungdes com simetria: pare: mpares
Soma, Produto e Quociente

Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Reflexdes e Esboco de Graficos

Note que:
e O ponto(a,—b)é a reflexdo de (a, b) em relagdo ao eixo x.
e O ponto(a, b)é a reflexdo de (—a, b) em relacdo ao eixo y.

e Se refletimos o ponto (a, b) em relagdo ao eixo x, e depois em
relagdo ao eixo y, produzimos o ponto (—a, —b), que ¢ a reflexdo do
ponto (a, b) em relagdo a origem (0,0).

Propriedades da reflexao
e g(x) = —f(x) reflete o grafico de f relativamente ao eixo x
o g(x) = f(—x) reflete o gréfico de f relativamente ao eixo y
e g(x)=—f(—x) reflete o grafico de f relativamente & origem
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Translagdo/Dilatacdo - Esboco de Graficos
" - P! de Gréficos
Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Funcdes com simetria

No que segue, consideraremos f : D — R uma funcdo.

Definicdo (Fungdes Pares e I,mpares)
Diremos que
> fé par < f(—x)=1(x), V¥ x & Dy,

-

> f é impar < f(—x)= —f(x), V x € Ds.

Observacao: Geometricamente,
e 0 grafico de uma fungdo par é simétrico em relacdo ao eixo y e

e 0 graficode uma fung¢do impar é simétrico em relacdo a origem.
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Funcdes - Nocoes Gerais o
¢ ¢ netria: pares e impares

Soma Produto e Quociente

Flll\cOPS Monétonas, Limitadas e Periédicas

Soma, Produto e Quociente de Funcoes

Definicdo (Soma, Produto e Quociente)

Dadas duas funcées f : Df — R e g : D, = R, podemos definir as
operagoes:

» soma: (f 4 g)(x) = f(x) + g(x), x € Dryg = D N Dy;
> produto: (fg)(x) = f(x)g(x), x € Dgg = Dr N Dg;

> quociente: (;) (x)= (; X € Dé:{xe DfNDg: g(x)#0}.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



Translacao/Dilat: - Esboco de Graficos
Funcdes - Nocoes Gerais . N
¢ ¢ com simetria: pares e impares
Soma, Produto e Quociente
cao
Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Composicao

Defini¢cdo (Composi¢do)
Dadas fungbes f : Df — R e g : D, — R, definimos a funcdo composta

h: Dgor — R

por
h(X) = g(f(X))a Vxe Dgof,

onde Dgor={x€ Dy : f(x)€Dg}. Neste caso, escrevemos h=gof.
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Translagdo/Dilatacdo - Esboco de Graficos
de Gréficos
om simetria: pares e impares
Soma, Produto e Quociente
a0
Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Funcoes - Nocdes Gerais

Funcoes Inversas

Definicao
Uma fungdo f : A — B serd dita invertivel, se existirg : B — A
(denotada por f~1) tal quegof =lsefog=Ig.

Proposicao
Uma fungdo f : A — B € invertivel se, e somente se, € bijetora.

Neste caso, a fungdo inversa esta definida por

‘f’l(y):x — f(x)=y, Vye B.‘
D(f7') =Im(f) e Im(f %) = D(f)
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos
Rcflcx s e o Esboco de Graficos

Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Funcdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Observacdo: Note que o ponto (b, a) é a reflexdo do ponto (a, b) em
torno da reta y = x.

Observacao: Note que

G(F ) ={(r, () 1y € B} = {(f(x),x) : x € A} .

Segue da observagio anterior que G(f~1) é a reflexdo de G(f) em torno
da reta y = x.
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Translagdo/Dilatagdo - Esbu(;o de Graficos

Fungdes - Nogdes Gerais
¢ ¢ om simetria: par

Soma, Produto e Quncnum:

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Funcoes Mondtonas

Definicao
» Se valer a implicacdo x >y = f(x) > f(y), entdo f serd
estritamente crescente.

» Se valer a implicagdo x > y = f(x) > f(y), entdo f serd
crescente.

» Se valer a implicacdo x >y = f(x) < f(y), entdo f serd
estritamente decrescente.

» Se valer a implicagdo x > y = f(x) < f(y), entdo f serd
decrescente.

Definicao
Se f : A — B satisfizer uma das condicées da Definicdo anterior, diremos
que f é uma fungdo mondtona ou monotonica.
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Translagdo/Dilatacdo - Esboco de Graficos
. '@ - de Graficos
Funcdes - Nocoes Gerais . o
¢ ¢ om simetria: par ares

Soma, Produto e Quociente

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Funcoes Limitadas

Definicao

Diremos que f € limitada se, e somente se, Im(f) = f(Df) C R for
limitado. Caso contrdrio, a funcdo f serd dita ilimitada. Se A; C Dy,
entdo f serd limitada em A; se, e somente se, a restricdo f|a, for
limitada, isto &, (A1) C R for limitado.

Observacao: Da definicdo acima, f serd limitada, se e somente se,

existir L > 0 tal que
XISt W f)l <L, ¥xeDy,
ou, equivalentemente, se 3 L, | € R tais que

I<f(x)<L, Vxe Dy
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Translacao/Dilatagdo - Esbuco de Graficos
Reflexdes e o Esb:

Funcoes com simetria: pares

Operacdes: Soma, Produto e Quociente

Funcoes - Nocdes Gerais

Composicdo
Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Definicao
Diremos que:
o sup(f) = sup{f(x) : x € D¢} = sup(Im(f)).

o inf(f) =inf{f(x): x € Dr} = inf(Im(f)).

e Sesup(f) = f(xp) para algum xo € Ds, entdo diremos que f(xp) € o
maximo de f ou o valor maximo de f. O ponto xg serd chamado
ponto de maximo de f.

e Seinf(f) = f(xo) para algum xg € Ds, ent3o diremos que f(xp) € o

minimo de f ou o valor minimo de f. O ponto xg serd chamado
ponto de minimo de f.
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Translagao/Dilatacédo - Esbogo de Graficos

Funcdes - Nocoes Gerais . N
¢ ¢ com simetria: pares e impares

Soma, Produto e Quociente

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Funcoes Periddicas

Definicdo
Seja w+#0. Entdof € periddica comperiodo w ou w-periddica se, e o se,

f(x) =f(x+w), Vxé€ Ds.

Em particular, se existe um menor wy > 0 tal que f € wy-periddica,
dizemos que wy € o periodo minimo de f.
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos

Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Proposicao

Sejam ¢ 0 # w. Se f : R — R é w-periddica, valem as afirmagdes:
(a) f é nw-periddica, Vn € Z, com n # 0.

(b) g:R — R definida por g(x) = f(cx) € w/c-periddica.
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Translagao/Dilatacédo - Esbogo de Graficos

Funcdes - Nocoes Gerais . N
¢ ¢ com simetria: pares e impares

Soma, Produto e Quociente

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Fungdes Trigonométricas

Proposi¢do (Propriedades)
(a) O seno é positivo no primeiro e segundo quadrantes e negativo no
terceiro e quarto quadrantes.

(b) O cosseno é positivo no primeiro e quarto quadrantes e negativo no
segundo e terceiro quadrantes.

(c) O seno e cosseno sio fungbes 2-periddicas com imagem [—1,1].

(d) O cosseno é uma fung¢io par e o seno é uma fungdo impar.

(e) sen(0) = cos(%) =0 e cos(0) = sen (g) =1
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Translagio/Dilatacio - Esbogo de Graficos
de Gréficos

Fungbes - Nogdes Gerais om simetria: pares e impares

s: Soma, Produto e Quociente

Fungdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Proposi¢do (Propriedades-via congruéncia de tridngulos)
7T s
(f) sent = COS(E — t) e cost = sen (5 _ t).

(g) —sent = cos(% + t) e cost — sen (g + t).
(h) sent =sen(w — t) e — cost = cos(m — t).

(i) —sent = sen(w + t) e — cost = cos(m + t).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0353 Calculo |



Translagio/Dilatacio - Esbogo de Graficos
Reflexdes e o Esboco de Graficos
Funcoes com simetria: pares e impares

Funcoes - Nocdes Gerais

Operacdes: Soma, Produto e Quociente
Composicdo

Fungdes Inversas

Funcdes: Monétonas, Limitadas e Periédicas

Proposi¢do (Férmulas de Adigdo)
(a) cos(a+ B) = cos(a) cos(B) — sen(a)sen().
(b) sen(a + ) = sen(a) cos(B) + sen(f) cos(«).

Trocando B por —f3 e utilizando que o cosseno € par e o seno é impar,
obtemos

(c) cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sen(a)sen(p).
(d) sen(ar — B) = sen(«) cos(B) — sen(p) cos(a).
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Translagio/Dilatacio - Esbogo de Graficos
Reflexdes e o Esboco de Graficos

Funcoes com simetria: pares e impares
Operacdes: Soma, Produto e Quociente
Composicdo

Fungdes Inversas

Funcoes - Nocdes Gerais

Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Recorde que

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sen(a)sen(S)
sen(a + 3) = sen(a) cos(3) + sen(3) cos(«)

Disto obtemos o seguinte resultado:
Proposi¢do (Arco Duplo)
(a) cos(2a) = cos?(a) — sen?(a).

(b) sen(2a)) = 2sen(«) cos(a).
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos
Rcflcx s e o Esboco de Graficos

Funcoes - Nocdes Gerais

Fungdes Inversas

Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Recorde que:
(3a) cos’a +sen*a =1 e

(b) cos’a — sen’a = cos(2a).
Disto obtemos as férmulas de arco metade.

Proposi¢do (Arco Metade)

(a) COS2(Oz) _ 1+ C(;s(Zoz) ’ [(a)—|2—(b)] .
(b) sen?(a) = 1*“;5(20‘), (250
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Translagio/Dilatacio - Esbogo de Graficos
Reflexdes e o Esboco de Graficos

Funcoes com simetria: pares e impares
Operacdes: Soma, Produto e Quociente

Funcoes - Nocdes Gerais

Composicdo
Fungdes Inversas

Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Recorde que:

( ) ) ) )

( ) () cos(3) + sen(B3) cos(cv)
cos(ax — ) = cos(a) cos(B) + sen(a)sen(S)

( ) (c) cos(B) — sen(B3) cos(v)

Disto obtemos as férmulas seguintes:

Proposicdo (Transformagdo de Produto em Soma)

(3) cos(a) cos($) = & cos(ax-+ ) + 3 cos(a — ), [
(b) sen(a)sen(B) = 1 cos(a +8) + lcos( —B), [(C)g(a)] _
(€) sen(a) cos($) = ;m B+ lsen(a 5) (@59
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Translagio/Dilatacio - Esbogo de Graficos
Reflexdes e o Esboco de Graficos

Fungbes - Nogdes Gerais Funcoes com simetria: pares e impares

Operacoes: Soma, Produto e Quociente

Composicdo
Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Recorde que

(a) cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen(a)sen(5)
(b) sen(a + ) = sen(«) cos(3) + sen(3) cos(«)
(¢) cos(a — B) = cos(«x) cos(8) + sen()sen(f)
(d) sen(a — B) = sen(«) cos(B) — sen() cos()

Fazendo

obtemos as férmulas seguintes:

Proposi¢do (Transformagdo de Soma em Produto)
(a") sen(a’) +sen(p’) = 2sen(—o‘/;“’6/) cos(—a,;ﬂ/). (a) = —(b);(d)

(b') cos(a’) + cos(B') = 2cos(a’;5/) cos(algﬁ'). (') = E%ﬂ
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos

Funcoes - Nocdes Gerais s e impares
Soma, Produto e Quociente
cao
Fungdes Inversas

Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

De maneira anidloga obtemos as férmulas seguintes.

Proposi¢do (Transformagdo de Subtracdo em Produto)

(a) sen(a’) — sen(f') = 2sen (O‘gﬁ) cos(al—gﬁl).

(b) cos(a’) — cos(f') = —2sen (‘”;ﬂ) sen (0‘;5)
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Translacao/Dilatacdo - Esboco de Graficos

- - 3 Rcflcx s e o Esboco de Graficos
Funcoes - Nocdes Gerais

Funcdes Inversas
Fungdes: Monétonas, Limitadas e Peridicas

Definicao
Definimos
> tg(a) = m’ D(tg) = {a: cosa # 0};
> cotg(a) = ::;EZ;, D(cotg) = {a : sena # 0};
> cossec(a) = @, D(cossec) = {a : sena # 0},
> sec(a) = ?1(05)7 D(sec) = {a : cosar # 0}
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Limite

Limite: Definicao

Definicdo (Limite)

Seja f : Df — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo de Ds.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende p é L se, dado e > 0
existe um § > 0 tal que

xeDre O0<|x—p|<d, = |f(x)—Ll<e.
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Limite

Teorema

Seja f : Df — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo de Df. O
limite de f(x) quando x tende a p, caso exista, € tnico. Este limite serd
denotado por lim f(x) = L.

X—p
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Limite e Continuidade

Limite da Composta

Limites Laterais

Seja D um subconjunto de R. Diremos que p € R é um ponto de
acumulagdo a direita (esquerda) de D se é um ponto de acumulagdo de
Dt =Dn(p,o0) (D~ = DnN(—o0,p)).

Seja f : Df — R uma fungdo e p é um ponto de acumulagdo a direita
(esquerda) de Dy. O limite de f(x) quando x tende a p pela direita
(esquerda) é

lim f(x):= lim f|p+(x) ( lim f(x):= )!i_fI\p f|D—(X)>

x—pt X—p xX—p~
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s Laterais
negativo para existéncia de limites
Limite e Continuidade

O Primeiro Limite Fundamental
Limite da Composta

Critério negativo para existéncia de limites

Teorema
Seja f : Df — R uma funcdo e p é um ponto de acumulacdo a direita e a
esquerda de D¢. Entdo

lim f(x)

X—p

existe se, e somente se, existem os limites laterais a direita e a esquerda e

lim f(x)= lim f(x).

x—pt X—p~
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Limites Laterais
Critério negativo para existéncia de limites
Continuidade
do Limite
Limite e Continuidade ao e Confronto
es limitad infinitésima
> Limite Fundamental
Limite da Composta

Continuidade

Definicdo (Continuidade)
Seja f : Df — R uma fungdo e p € Dr. Diremos que f(x) é continua
em p se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que

x€Dfelx—p|<d, = [f(x)—f(p)| <e.

Observacao
Note que,
» se p € Df é um ponto de acumulagdo de Dy, entdo f é continua em
p se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p) e
» se p é um ponto isolado de Df entdo f é continua em p.
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Limites Laterais
Critério negativo para existéncia de limites
Continuidade

les do Limite

Limite e Continuidade ao e Confronto
es limitad infinitésima

> Limite Fundamental

Limite da Composta

Propriedades do Limite

Sejam f;: Dr =R, i=1 e 2, fungdes. Suponha que p seja um ponto de
acumula¢do de Dy N Dy, e que Ii_n}w fi(x)=L;, i =1,2. Entdo:
x—p
1) Jim (f+ £)() = lim (<) + lim () = L1+ Lz,
2) Ii_rp k fi(x) = kL1 onde k = constante .
x—p
3) lim fi(x) - f(x)=lim fi(x)- lim f(x)=L;-L,.
X—p X—p

X—p

lim f(x)
- A(x) _ x=p _ L
Dl o) mhG) L' L2 70.
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Limites Laterais
Critério negativo para existéncia de limites
Continuidade
es do Limite
Limite e Continuidade acao e Confronto
i ezes limitad infinitésima
Limite Fundamental
Limite da Composta

Comparacao e Confronto

Além das propriedades mostradas anteriormente, a comparagdo o
confronto s3o propriedades extremamente (teis para que possamos
concluir a existéncia de limites. Comegamos com a comparag¢3o.

Teorema (Comparag&o)

Se p é um ponto de acumulagdo de Df N Dy e f(x) < g(x) sempre que
x € (Dr N Dg)\{p} e x estd proximo de p e os limites de f e g quando x
tende a p existem, entdo

lim f(x) = Lf < Lz = lim g(x).

X—=p X—p

Observacao: O texto em azul do enunciado significa que,
e existe r>0tal quex€ DfrND,, 0< |x—p| <rimplica f(x) < g(x).
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Limites Laterais

ativo para existéncia de limites
Cont ade
Propriedades do Limite

Limite e Continuidade Comparacio e Confronto
Infini na vezes limitada é infinitésima
O P o Limite Fundamental
Limite da Composta

Teorema (do Confronto)
Dadas f, g,h fungées e p ponto de acumulagdo de D= D¢ DgN Dy, se
existe r > 0 tal que {x € Dg : 0 < |x — p| < r} C D¢ N Dy

f(x) <g(x)<h(x), para xeD, 0<|x—p|<r,

e se
JTP fix)=L= Jgnp h(x),
entdo
Jim g(x)=1L.
Exemplo

As fungbes trigonométricas sdo continuas.
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Limites Laterais
ativo para existéncia de limites

ades do Limite
Limite e Continuidade o e Confronto
vezes limitada ¢é infinitésima
Limite Fundamental
Limite da Composta

Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Corolario
Dadas f:Dr =R, g: Dy =R, p ponto de acumulagio de DiN\D; e, para

algum M>0er>0, |g(x)|<M,xeDg, 0<|x—p|<r. Entdo

Xli’np |f(x)|:0(:>xli’np f(x)=0 ellnp f(x):0=>)!ﬂ1pf(x)g(x):0.
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Limites Laterais
Critério negativo para existéncia de limites
Continuid
es do Limite
Limite e Continuidade

na vezes limitada é infinitésima

o Limite Fundamental
Limite da Composta

Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Corolario
Dadas f:Dr =R, g: Dy =R, p ponto de acumulagio de DiN\D; e, para

algum M>0er>0, |g(x)|<M,xeDg, 0<|x—p|<r. Entdo

Xli’np |f(x)|:0(:>xli’np f(x)=0 ellnp f(x):0=>)!ﬂ1pf(x)g(x):0.

> lim f(x)=0<= lim |f(x)| = 0.

X—=p X—=p
» lim f(x)=L<= lim (f(x)—L)=0<= lim |f(x)—L|=0.
X—p

X—p X—p

)
> lim f(x)=L= lim |f(x)|=|L|. Nao vale a volta.
X—p xX—p
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Limites Laterais
Critério negativo para existéncia de limites
Continuidade
Prop! do Limite
Limite e Contii Comparacéo e Confronto
Infinitésima vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental
Limite da Composta

O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo (O Primeiro Limite Fundamental)

. senx
lim — = 1.
x—0 X

SMA 0353 Calculo |
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leltes rais
ité ivo para existéncia de limites

do Limite
Limite e Continuidade o e Confronto
inii a vezes limitada é infinitésima
O Primeiro Limite Fundamental
Limite da Composta

Limite da Composta

Teorema (Limite da Composta)

Sejam f : D = R e g : Dy — R fungdes tais que Im(g) C Dr e L € Dy.
Se p é um ponto de acumulacdo de D,, I|m g(x) =Lef
é continua em L , entdo

im #(£0) = £ (fim () ) = (1)

X—p
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Limites Laterais
ité ativo para existéncia de limites

Limite e Continuidade Confronto

Limite da Composta

vezes limitada é infinitésima
Limite Fundamental
Limite da Composta

Teorema (Limite da Composta)

Sejam f :Df =R eg: D,

— R fungBes tais que Im(g) C Dr e L € Dy.

Se p é um ponto de acumulacdo de D,, I|m g(x) =Lef

€ continua em L , entdo

X—p

Exemplo

im #(£0) = £ (fim () ) = (1)

lim
x—0

COSX — COsp

= —senp.
X—p

bt () (5
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O Teorema da Conservacgdo do Sinal

O Teorema do Valor ‘mediario e Aplicacdes

O Teorema de Weierstrass e Aplicacdes
Funcdes continuas: Resuldados fundamentais A inversa de uma func¢do continua é continua

Recorde que:

Defini¢do (Continuidade)
Seja f:Df -+ R uma funcio e p € Df. Diremos que f(x) é continua
em p se, dadoe > 0 existe um § > 0 tal que

x€Dr e [x—p|<d, = |f(x)—1f(p)<e.

» Se p é um ponto de acumulacio de Dy, f é continua em p se, e

"~ Diremos que f ¢ continua se for continua para todo p € Dr..

uma func¢ao continua.

> Funcdes - e fungdes _ sdo continuas.
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O Teorema da Conservacio do Sinal

O Teorema do Valor Intermedidrio e Aplicaces

O Teorema de Weierstrass e Aplicacses
Funcdes continuas: Resuldados fundamentais A inversa de uma func¢do continua é continua

O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema (Teorema da Conservagdo do Sinal)

Seja f : Df — R uma fungdo continua e x € Dy tal que f(X)>0

(f(x) <0) . Entdo, existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 (f(x) <0) sempre
que x € Dr ex e (X —46,x+9).
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O Teorema da Conservacgdo do Sinal

O Teorema do Valor Intermedidrio e Aplicacdes

O Teorema de Weierstrass e Aplicacses
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais A inversa de uma funcio continua é continua

O Teorema do Valor Intermediario e Aplicagoes

Teorema (Teorema do Anulamento)

Se
f :[a, b] = R €& continua e f(a)< 0 <f(b)

(f(a) > 0> f(b)), entdo, existe X € (a, b) tal que f(x) = 0.

Teorema (Teorema do Valor Intermediario)

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua e tal que f(a) <f(b)
(f(a) > (b)) . Sef(a)<k<f(b) (f(a)>k>f(b)), entdo existe
x € (a, b) tal que f(x) = k.
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O Teorema da Conservacgdo do Sinal

O Teorema do Valor Intermedidrio e Aplicaces

O Teorema de Weierstrass e Aplicagbes
Funcdes continuas: Resuldados fundamentais A inversa de uma func¢do continua é continua

O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Teorema (de Weierstrass ou do Valor Extremo)
Se f : [a, b] — R for continua, existirdo p,q € [a, b] tais que

f(p) < f(x) < f(q), paratodo x € [a, b].
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O Teorema da Conservagio do Sinal
O Teorema do Valor Intermedidrio e Aplicagdes

O Teorema de Weierstrass e Aplicacdes
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais A inversa de uma fungdo continua é continua

Como uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediario e do
Teorema de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Corolario
Seja f:[a, b] =R uma funcdo continua. Se

m=min{f(x):x€[a, b]} e M=max{f(x):x€|a, b]},
entdo

Im(f) = f([a, b]) =[m, M].
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O Teorema da Conservacio do Sinal

O Teorema do Valor ‘medidrio e Aplicaces

O Teorema de Weierstrass e Aplicagdes
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais A inversa de uma funcdo continua é continua

A inversa de uma funcado continua é continua

Proposicao

Sejaf:[a, b]— R continua e injetora. Ent3o f € estritamente mondtona.
Se f([aa b]) - [m7 M] epc [37 b] lln? - (y)
p)
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

Definicdo (Limite Infinito)
Seja f uma fungcdo e p um ponto de acumulagdo de Df. Diremos que
> f(x) diverge para +o0c quando x tende a p se, dado K >0, existir
d>0talque x€Dr, 0< [x—p|<d=f(x)>K.
> f(x) diverge para —co quando x tende a p se, dado K >0, existir
d>0 tal que x€ Df, 0< |x—p| <d= f(x) < —K .

» Analogamente definimos

quando p € ponto de acumulagdo a direita (esquerda) de Dy.
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

Definicao
A reta x = p € chamada de assintota vertical do grdfico da funcdo f se
pelo menos uma das seguintes condicées estiver satisfeita:

lim f(x) = 400, lim f(x) =400, lim f(x)= oo,
X—p x—pt X—=p~
lim f(x) = —co,  lim f(x)=—o0, lim f(x)= —o0.
X—p x—pt X—p—
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

A seguinte proposi¢do serd muito util para calcular limites.

Proposicao

Seja f : Df — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo de Dr. Se
lim f(x) =0 e existir r > 0 tal que f(x) >0 (f(x) < 0)

X—p

para x € Dy tal que 0<|x—p|<r entdo, lim =400 (—o0) .
X—r

1
p f(x)

Observacdo: O resultado também vale para os casos x—pt e x—p~.
Basta que a fung3o restrita a D = Df N (p, o) e/ou a
D~ = Df N (—o0, p) esteja nas condi¢Bes da proposicio.
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Limites Infinitos e no Infinito

Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito

Seja L um ndmero real. Temos:

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP

Propriedades dos limites infinitos

)!i_r)np(f -g8)(x) = —o0, L>0
lim (f - g)(x) = 400, L<0

X—p

lim (f + g)(x) = —o0.

)!i_n;lp(f -8)(x) =400, L>0
)!i_r;np(f -g)(x)=—o00,L <0
(f +8)(x) = +o0

lim
X—p
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

lim f(x) = 400 lim (f + g)(x) = +o0
> = . = ’i?” p .
lim g(x) = +oc lim (7 g)(x) = +oc
N Jf_ngp f(x) = —oc0 _ )!?_r)np(f +g)(x) = —o0
lim g(x) = —o0 lim (- g)(x) = oo
|i_r>n f(x) = —oc0
x—p i . =
g IiLn g(x) = +o0 — Jinp(f g)(x) >
x—=p

Observacao: As propriedades acima s3o validas se, em lugar
de x — p, usarmos x — pT ou x — p—.
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

Observacao: As propriedades acima sugerem como operar com 0s
simbolos +00 e —co. Assim, por exemplo, se L € R,

L+00==+00, c0:(—00)=—00e L-(£oo)==2o00(Fo0) se L>0(L<0).

Também temos indeterminacoes, por exemplo,

|oo—<)o7 —00 + 00, 0~oo.|
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos
Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito

Limites Infinitos e no Infinito

Limites no Infinito e assintotas horizontais

Definicdo (Limite no Infinito)
Seja f : Df — R uma fungdo. Se Df ndo € limitado inferiormente,

im ) =L

se, e s6 se, dado € > 0, existir R < 0 tal que

xE€Df, x<R=|f(x)-L|<e.
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

Definicao
A reta y = L é uma assintota horizontal ao grdfico de f se ou

lim f(x)=1L ou lim f(x)=L.

X—r+00 X—r—00

Observacao: As propriedades do limite sdo também vdlidas se
x — p for substituido por x — +00 ou x — —oc.
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos
Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito

Limites Infinitos e no Infinito

Limites Infinitos no Infinito

Defini¢do (Limite Infinito no Infinito)
> lim f(x)=+4o0
X——+00
se, e somente se, dado K > 0, existe R > 0 tal que
x € Dfy, x> R= f(x) > K.

>  lim f(x)=—o0
X——+00
se, e somente se, dado K < 0, existe R > 0 tal que

x € Df, x> R= f(x) < K.

De maneira analoga definimos

T, fH) = e I Flx) =~
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Limites Infinitos e assintotas verticais
Propriedades dos limites infinitos

Limites no Infinito e assintotas horizontais
Limites Infinitos no Infinito
Limites Infinitos e no Infinito

Observacao: Todas as propriedades de limites infinitos valem se
substituirmos x — p por x — +00 ou x — —oQ.
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Logaritmo e Exponencial

Logaritmo e Exponencial

Para x > 0 definimos a fungdo In : (0,00) — R da seguinte forma:

e para x > 1, Inx é a a drea sob o gréfico da funcdo f(s) = %, desde

s
s=1atés=xe,

e para x € (0,1), Inx é o negativo da drea sob o gréfico da funcdo

f(s) =1, desde s = x até s = 1.

s

Esta funcdo é estritamente crescente, portanto injetora. Veremos mais
tarde que In é sobrejetora.

A inversa de In é a exponencial denotada por R>x — e*€(0, 00).
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Logaritmo e Exponencial

Exemplo
limIn(l+x)=0 e lim L4 =1
x—0 x—0 X
Exemplo
In(x) —In(y) =In <§> e In(x) +In(y) = In(x.y).
Exemplo

In: (0,00) — R € continua e bijetora (estritamente crescente). Sua
inversa é a fungdo R 5 x — e* € (0, 00)

Exemplo
Y = eXeY, para todo x,y € R, e

.oeX—1
lim
x—0 X

=1
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